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Problema 1. Teams

Propusa de: stud. Rosu Adrian-Andrei, Universitatea Nationald de Stiintd si Tehnologie Politehnica Bucuresti

Subtask 1: N < 300 si Q =0 (9 puncte)

In primul rand, trebuie si aducem functia echilibru(i, j) la o forma mai simpld. Observam ca in
urma procesului de indoire, elevul i ajunge sa faca pereche cu j, elevul i + 1 cu j — 1 si asa mai
departe, pana la mijlocul subsecventei. Putem astfel rescrie functia noastra in limbaj matematic
astfel:

1: function echilibru(i, j)

2 S0

3 for k — 0 to %Jdo

4: S—S+@li+k]l®o[j—k])
5 return S

6: end function

Pentru a calcula valoarea ceruta trebuie sé iteram prin fiecare pereche de indici si sd calculam
echilibrul subsecventei respective. Complexitatea pentru acest subtask este O(N?).

Subtask 2: N < 3000 si Q =0 (10 puncte)

Deoarece nu mai putem aplica naiv algoritmul de indoire pentru fiecare subsecventi trebuie
si gandim problema in alt mod. In loc de a incerca si calculim efectiv valorile pentru fiecare
interval (i, j), putem calcula contributia pe care o are perechea la suma totala. Acesti contributie
este egala cu (v[i] ®0[j]) - f(i, j), unde f(i, j) este egald cu numarul de céte ori elevul i ajunge
sa fie coleg cu j. Pentru a calcula f(i, j) trebuie sa facem o observatie:



Observatie 1. Pornind de la subsecventa (i, j), elevii i si j vor mai fi in aceeasi echipd doar in
subsecventele (i—1,j+1),(i—2,j+2),...,(i—k,j+k).

Asadar, valorea lui f(i, j) este egald cu k + 1. Observam ci aceasta valoare este egald cu
min(dist[i], dist[j]), unde dist[i] reprezinta distanta minima fata de cele 2 capete ale sirului,
aceasta formula rezultd din faptul ca noi ne extindem pana atingem cea mai apropiata margine.
Prin definitie dist[i] = min(i, N — i + 1), ea reprezintd o constanti. Dacd punem toate aceste
formule cap la cap, obtinem:

N N N N
0> echilibru(i, j) :ZZ j1) - min(dist[i], dist[j]).

i=1 j=i i=1 j=i

Complexitatea pentru acest subtask este O(N?).

Subtask 3: v[i] € {0,1} si Q =0 (18 puncte)

Intrucat vectorul nostru este binar, v[i] ® v[j] # 0 este echivalent cu v[i] # v[j]. Pentru o
pozitie i fixata trebuie si calculdm cate pozitii j cu j > i astfel incét cele 2 valori sunt diferite.
Ceea ce ne incurca este functia min. Putem s 1i analizam comportamentul pentru a gasi o
forma mai simpla. Avem min(dist[i], dist[j]) = min(min(i, N — i + 1), min(j, N — j + 1)). Cum
i < j,obtinemsi N— j+1< N —i+ 1. Putem rescrie ecuatia initiala min(dist[i], dist[j]) =
min(i, N — j + 1). Explicitind functia obtinem:

i, daca j<S N-i+1
min(i, N — j+1) =
N-j+1, dacaj>N-i+1

Suma noastra a minimelor pentru un i fixat devine:

N max(i—1,N—i+1) N
Zmin(i,N—j+l)= Z i+ Z (N—=j+1).
j=i j=i j=max(i,N—i+2)
Asadar suma completd este:
N max(i—1,N—i+1) N
Z Dmin(, N=j+1) = > i@lilelih+ > (N=j+D)-(o[i]@olj]).
j=i j=i j=max(i,N—i+2)

max(l 1LN—- l+1) (U[]

Putem lua cele doui sume pe rand. Pentru Z v[Jj]), il putem scoate

pe i in fata si obtinem i - Z;nalx(l LN=i+1) (v[i] ® v[ j]). Cum cele doud valori sunt binare, ne

intereseaza cite valori v[j] avem in intervalul [i, max(i —1, N —i+ 1)] care si fie diferite de v[i]
(adicd egale cu 1 —o[i]). Putem calcula aceastd cantitate in O(1) folosind sume partiale de forma
sum_biti_prefix[bit][j],unde sum_biti_prefix[bit][j] = :1(0[ | == bit).

Trecand la a doua sumi, vom proceda similar, doar ci aici ne vom folosi de un tablou de
sufixe: sum_distante_sufix[bit][j] = XL, (o[k] == bit) - (N —k + 1).



Pentru a reconstrui complet solutia, notdm cu val = 1 — v[i] valoarea complementara pe care
o cdutdm. Contributia totald a elementului i se calculeaza in O(1) cu urmétoarea formula:

contribution(i) =i - (sum_biti_prefix[val] [max(i—1,N—i+1)] —sum_biti_prefix[oval][i— 1])

+ sum_distante_sufix[val][max(i, N — i+ 2)].

Raspunsul devine in final:

N
Z contribution(i).
i=1

Cum noi calculdm in O(1) toate sumele partiale, complexitatea toatald este O(N).

Subtask 4: Q = 0 (6 puncte)

Pentru a putea calcula optim suma ceruta fara nicio limita, trebuie si reducem problema la
subtask-ul anterior cu valori de 0 si 1. Operatia de sau exclusiv pe biti este independenti la
nivelul fiecdrui bit. Asadar, putem itera prin toti cei log(MAX_VAL) biti si sa calculdm contributia
fiecérei pozitii exclusiv pentru bitul curent. Tot ce trebuie sa facem este sa inmultim contributia
fiecarui bit cu 2% si s insumam aceste valori pentru a obtine rezultatul complet. Complexitatea
finala pentru calcularea sumei tuturor echilibrelor devine astfel O(N - log(MAX_VAL)).

Subtask 5: N <3000 si N - Q < 30000000 (8 puncte)

Pentru a putea rezolva scenariile trebuie si intelegem cum se schimba suma ceruta dacd modi-
ficam un singur element. Putem observa destul de repede cd noi putem sa scddem contributia
valorii initiale si s& o addugdm pe cea noud. Pentru fiecare dintre cele Q scenarii raspunsul va fi:

N N
Z Z echilibru(i, j) — contribution(poz, v|poz]) + contribution(poz, val).
i=1 j=i
Pentru a calcula contributia putem itera prin toate cele N — 1 pozitii neschimbate si s
adundm XOR-ul valorilor inmultit cu distanta minima pana la cel mai apropiat capat. Formal,
contribution(poz,val) = ﬁl (v[i] ® val) - min(dist|[i], dist[poz]).
Obtinem complexitatea finali de O(N% + Q- N) sau O(N -log(MAX_VAL) + Q- N) in functie
de modul in care calculdm suma initial.
Notd: O solutie care schimbd valorea in memorie apoi ruleazd algoritmul in O (N-log(MAX_VAL))
pentru calcularea raspunsului pentru fiecare scenariu nu se va incadra in limitele de timp impuse.

Subtask 6: Atat initial, cat si dupa orice scenariu, exista cel mult 2 elemente
nenule in sir. (13 puncte)

Pentru a calcula suma totala stiind c& avem cel mult 2 elemente nenule, putem aborda problema
calculand contributii independente. In primul rand, presupunem pentru fiecare elev aflat la



pozitia poz ci este singurul element nenul din sir. Contributia sa, interactionand doar cu zerouri,
ar fi Zﬁl min(dist[i], dist[poz]) - v[poz], intrucat v[poz] ® 0 = v[poz].

Daca sirul contine un al doilea element nenul, calculul de mai sus proceseaza interactiunea
dintre cele doud pozitii (si le notdm poz; si poz,) in mod eronat: o data ca v[poz;] ®0 (addugand
v[poz]) si o datd ca v[pozz] ® 0 (addugind v[poz;]).

Pentru a obtine rezultatul corect, trebuie sd scidem aceste doud contributii false si sa o
addugam pe cea reald. Astfel, corectia aplicatd sumei este:

min(dist[poz: ] dist[poz.]) - ((2[poz1] @ v[poz]) - vlpoz] - vlpoz)

Observim ca suma distantelor pentru un punct fixat, S(poz) = Zf\il min(dist[i], dist[poz]),
este o constanta ce depinde doar de pozitie si poate fi precalculata. Astfel, la fiecare scenariu
modificam valoarea in memorie, tinem o evidenta a pozitiilor nenule si recalculam raspunsul in
O(1). Complexitatea totala a acestui subtask devine O(N + Q).

Subtask 7: poz € {1, N} (14 puncte)

Pentru ultimele doui subtask-uri trebuie s calculim suma initiald in complexitate optima.
Intrucat poz se afld la unul dintre cele doud capete ale sirului, min(dist[poz], dist[i]) = 1
pentru orice i. Asadar functia contribution(poz,val) = Zﬁl(v[i] ® val). Aceastd suma poate
fi calculata bit cu bit, cu ajutorul sumelor partiale in O(log MAX_V AL). Complexitatea finala
este O(N -log MAX_VAL + Q - log MAX_V AL).

Subtask 8: Fara restrictii suplimentare (100 de puncte)
Ne amintim functia de contributie pentru o pozitie poz si un bit fixat bit: vrem sa calculam suma

Zf\il (v[i]pir ® valp;;) - min(dist[i], dist[poz]). Fie D = dist[poz]. Pentru a scipa de functia min,
o putem explicita in functie de pozitia curenta i:

i, dacai <D
min(dist[i], D) = { D, daciD <i<N-D+1
N-i+1 dacii>N-D+1
Aceastad descompunere pe trei ramuri imparte practic sirul intr-un prefix, o zond de mijloc si

un sufix. Pentru a calcula suma in O(1), precalculam pentru fiecare bit bit € [0, 30] si fiecare
valoare binara b € {0, 1} urmitoarele trei tablouri de sume partiale:

« sum_biti_prefix[bit][b][i] = numirul de elemente din prefixul 1...i care au bitul
bit egal cu b;

« sum_distante_prefix[bit][b][i] = Zi:lk‘ [o[k]pir == b] (corespunzator primei
ramuri);

. sum_distante_sufix[bit][b][i] = Zszi(N —k+1)- [o[k]pi == b] (corespunzitor
celei de-a treia ramuri).



Observam ca primul si ultimul tablou reprezinté de fapt o extindere a celor din subtask-ul 3.
In practica daca la subtask-ul 3 evaluam contributia pozitiei i cu toate pozitiile j cu i < j, acum
evaluidm cu toate cele N valori, de unde obtinem inca o ramura.

Pentru un scenariu (poz,val), iterdm prin toti bitii. Pentru bitul curent bit, ciutim si
interactionam cu bitii opusi, deci ne intereseaza valoarea binard b = 1 — valp;;. Contributia
adusé pe acest bit se obtine apeland functia contribution(poz, bit), calculati prin adunarea
contributiilor celor 3 ramuri:

contribution(poz, bit) = (sum_distante_prefix[bit] [p] [D])
+D - (sum_biti_prefix[bit] [b][N — D] — sum_biti_prefix[bit][b] [D])

+ (sumfdistantefsufix[bit] [b][N-D + 1])

inmultind contribution(poz, bit) cu 2bit pentru fiecare bit si adunand rezultatele, evaludm
functia totala de contributie in doar O(log(MAX_VAL)) operatii. Raspunsul pentru fiecare
scenariu se calculeaza scdzand din totalul initial contributia valorii vechi si addugand-o pe cea a
valorii noi.

Complexitatea solutiei finale este O(N - log(MAX VAL) + Q - log(MAX_VAL)) si obtine 100
de puncte.

Problema 2. Perechi

Propusa de: prof. Serban Marinel, Centrul Judetean de Excelentd Iasi

stud. Radileanu Alin-Gabriel, Universitatea "Alexandru Ioan Cuza" Iasi

Se cere, pentru fiecare dintre cele T interogiri, al n-lea termen al sirului al treilea: din sirul
numerelor prime se concateneaza fiecare prim de pe pozitie impard cu urmatorul, iar dintre
termenii obtinuti se péstreaza doar cei care sunt, la randul lor, primi.

Observatie 2. Pentru o pereche (a,b) de prime consecutive, concat(a,b) = a+ b (mod 3) (suma
cifrelor, fiindcd 10 = 1 (mod 3)). Cum termenul este > 3, el este compus ori de cate oria + b =
0 (mod 3). Asadar, doar perechile cu a + b # 0 (mod 3) pot produce un termen al sirului.
Empiric, conditia elimind ~ 57% dintre perechi inainte de orice concatenare a termenilor sau test
de primalitate.

Observatie 3. Cel mai mare termen are 14 cifre (= 5.6 X 10'®). Pentru un test de primalitate
prin impartiri sunt necesari divizori pand la V5.6 X 1013 ~ 7.5 x 10® (strict mai mult decat cel
mai mare prim folosit efectiv intr-o pereche (~ 5.6 X 10°)). Ciurul se dimensioneazd dupd aceasti
limita, nu dupad cel mai mare prim.

Solutii partiale

Toate solutiile pleacd de la acelasi schelet:



void sieve (int LIMIT); // genereaza lista de prime
long long concat(long long a, long long b); // a « 10"(cifre b) + b

bool isPrime (long long x); // test de primalitate

long long getTerm(int n); // al n-lea termen al sirului 3

sieve. Ciur al lui Eratostene pana la ~ 8 x 10° (Observatia 3). Pentru subtask-urile cele mai mici
se poate renunta la ciur, generand primele prin verificare individuala.

isPrime. Pentru optimizare, se pot verifica ca si divizori direct numerele prime generate
de ciur.

getTerm. Se parcurg perechile de prime consecutive de la inceput; pentru fiecare se aplica
filtrul din Observatia 2, se formeaza concat si se testeaza cu isPrime, numarand termenii pani la
al n-lea. Termenii deja calculati se memoizeaza, astfel incét interogérile grupate sau repetate
dintr-un test nu refac munca.

In functie de calitatea ciurului, a testului de primalitate si de memoizare, aceasta solutie obtine
tipic subtask-urile 1-3 (N < 1500), eventual si subtask-ul 4 (N < 3000) dacd implementarea este
optimizata mai puternic.

Solutii eficiente
Scheletul raméane identic; se schimba doar isPrime si getTerm, adica modul in care ocolim costul
testului de primalitate. Exista doud variante.

Varianta 1: Hardcoding

Ce putem face cand avem un sir fix, problema cere sa computdm anumiti termeni ai sirului,
avem o solutie care primeste TLE, timp suficient rdmas din concurs si limita suficient de mare
pentru dimensiunea maxima a submisiei? Exact, hardcoding.

Impartim cei 10 000 de termeni in grupe de cite 100 si, calculandu-i o singura dati offline,
retinem in sursa, pentru fiecare granita de grupa (100, 200, . . .), pozitia in lista de prime a primu-
lui prim al perechii care a produs acel termen. 100 de valori -> ~ 2.3 KB.

getTerm sare direct la checkpoint-ul grupei |n/100] si reconstruieste acea grupa (cel mult
100 de termeni), memoizind rezultatul; isPrime raméne neschimbat.

Observatie 4. Restrictia ,diferenta dintre cea mai mare si cea mai micd valoare n dintr-un test
este cel mult 100" garanteazd cd toate interogdrile unui test cad in cel mult doud grupe vecine.

Sortand interogérile descrescétor (cea mai mare dintr-o grupi le adauga in memoizare pe toate
celelalte), solutia face cel mult doua reconstructii de grupa pe test.

Aceastd solutie obtine punctajul maxim.



Varianta 2: Optimizarea testului de primalitate

O alta varianti de optimizare este folosirea testului Miller-Rabin, evitind hardcodarea. Aceasta
solutie obtine, de asemenea, punctajul maxim.

Echipa

Problemele pentru acest concurs au fost pregatite de:



