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Prezentare generala

Paradigma "divide et impera” se poate aplica problemelor care
permit descompunerea lor in subprograme independente. Numele metodei
exprimd concis aceastd modalitate de rezolvare (divide et impera se poate
traduce prin imparte §i stdpineste) iar rezolvarea unei astfel de probleme
solicita trei faze:

Divide problema intr-un numdr de subprobleme independente,
similare preoblemei initiale, de dimensiuni din ce in ce mai mici;
descompunerea subproblemelor se opreste la atingerea unor dimensiuni
care permit o rezolvare simpla;

Stapaneste subproblemele prin rezolvarea acestora in mod recursiv.
Dacd dimensiunile acestora sint suficient de mici, rezolvd problemele in
mod uzual, nerecursiv;

Combina solutiile tuturor subproblemelor in solutia finald pentru
problema initiala.

> Modelul matematic:

= P(n): problema de dimensiune n

= baza

® daca n < no atunci rezolva P prin metode elementare
= divide-et-impera
® divide P in a probleme Pi(n1),...,Pa(na) cu na<n/b, b>1

e rezolva Pi(mi), ..., Pa(na) in aceeasi maniera si obtine
solutiile Si, ..., Sa

e asambleazd S, ..,Sapentru a obtine solutia S a problemei P

Paradigma divide-et-impera: algoritm
Pentru aceasti algoritmi existd atit implementarea recursiva cit si

iterativa, cea mai flexibila si cea mai utilizata fiind varianta recursiva.
procedure DivideEtlnperaR(P, n, S)
begi n
if (n <= nyp)
then determna S prin netode el enentare
el se inparte Pin P1, ..., Pa
Di vi deEt | nperaR(P1, S1)
Di vi deEt | nper aR(Pa, Sa)
Asanbl eaza(Sl1l, ..., Sa, S)
end



Paradigma divide-et-impera: complexitate

Aceastd paradigmd conduce in general la un timp de calcul
polinomial.

Vom presupune cd dimensiunea ni a subproblemei Pi satisface ni<n/b,
unde b> 1, in acest fel pasul de divizare reduce o subproblema la altele de
dimensiuni mai mici, ceea ce sigura proprietatea de terminare a
subprogramului recursiv. Divizarea problemei 1in subprobleme si
asamblarea solutiilor necesitd timpul O(n*). Complexitatea timp T(n) a
algoritmului Divide et impera este datd de urmatoare relatie de recurenta:

O(), dacan<n,

T(n)= n K
a-T(B)+O(n ), daca n>n,

Teorema: Daca n > no atunci:

Oo(n®?®)  daca a>b*,
T(n)={0(n*log, n) daca a=b",
o(n*) daca a<b.

Algoritmii divide et impera au o bund comportare in timp, daca
dimensiunile subproblemelor in care se imparte subproblema sint
aproximativ egale. Daca lipsesc fazele de combinare a solutiilor, viteza
acestor algoritmi este si mai mare (ex. cdutarea binard). In majoritatea
cazurilor, descompunerile injumadtdtesc dimensiunea problemei, un
exemplu tipic reprezentandu-1 sortarea prin interclasare.



Studii de caz simple

Pe parcursul capitolului pentru fiecare studiu de caz se va analiza
problema urmirind aplicarea paradigmei’.

Pentru a fi inteleasd esenta metodei vor fi expuse cateva exemple
simple, prezentate din motive didactice.

1. Produs de n factori

Enunt: Sd se calculeze produsul a n numere reale.

Schema problemei:
> generalizare: produs (a[ p. . d] )
> baza: p > ¢

Solutie:
> divide-et-impera
D divide: m = [(p + q)/ 2]
= subprobleme: produs(@[ p. . M ), produs(al mtl..q])

= asamblare: inmulteste rezultatele subsecventelor
produs(@[ p. . mM) si produs(al mtl..q])

Intrucat la un moment dat nu putem calcula decit produsul a doi
factori, produsul va trebui descompus in subproduse. O posibilitate de
descompunere ar fi sd impartim numidrul factorilor in jumatate, si sa
consideram produsele factorilor din cele doud jumatdti, procedand apoi la
fel in continuare cu fiecare jumdtate pand ajungem la produse de doi
factori. Acest mod de descompunere este ilustrat in figura urmatoare:

' In Anexa sint prezentate implement[rile Pascal/C Inso’ite de comentarii \i parte grafic[ (acolo unde este
necesar) pentru to i algoritmii aborda” i



Produg(x,,..Xs)

T

Rrodus(X;, %o, X3) Proos(x, x;)

/\

Produgx;, %)  Produs(Xy)

Fig. 1: Arborele descompunerii pentru un produs de n numere (n=35)

Produsul calculat conform acestei scheme de descompunere este
redat in figura urmadtoare; ps este produsul celor 5 factori, ordinea in care
s-au calculat produsele este specificata de indicii produselor pi.

5= P50

T

/N

P= X*Xo P=X%3

Fig. 2: Arborele solutiei pentru un produs de n numere (n=>35)

> complexitate: a = 2, b = 2, k = 1,T(n) = O(n)

2. Minim prin divide et impera

Enunt: Sd se determine valoarea minimd dintr-un sir de n numere intregi

Schema problemei:

> generalizare: minim(a[ p. . d] )
> baza: p > (



Solutie:
> divide-et-impera
D divide: m = [(p + q)/ 2]
= subprobleme: minim(a[ p. . M ), minim(al m-1l..q])
5 asamblare: se combind solutiile subproblemelor

minim@[ p. . M) si minim(a[ mtl..q])

"Divide et Impera" constd in impdrtirea sirului de elemente in doud
subsiruri {ai, az,..,am}, respectiv {am+1,..,an} unde m reprezintd mijlocul
sirului.

Minim(xy,..Xs)

T,

Minim(x;, X, Xs) Minmx,x;)

/

Minimx, ) Minimx)

Fig. 3: Arborele descompunerii pentru determinarea minimului din n numere (n=>35)

Astfel min{ai,az,..,am} =min{min{ai, az,..,am},min{am+1,..,an} }.

min= min(ning, nin,)
ming= min(min, i) min=mnX,

/N

= min(g, %)  NMn=>Xg

Fig. 4: Arborele solutiei pentru minim din n numere (n=>5)

> complexitate: T(n) = O(n)



3. Turnurile din Hanoi

Enunt: Avand un turn cu 8 discuri pdstrate in ordinea descrescdtoare a

diametrelor pe una din cele trei tije, realizafi mutarea acestui turn pe o

altd tija respectand urmdtoarele reguli:

» se mutd cate un singur disc;

» pe nici o tijd nu se poate aseza un disc deasupra altuia de diametru mai
mic;

» din cele trei tije, cea de-a doua reprezintd "tija auxiliard" putand fi
folositd pentru pdstrarea intermediard a discurilor.

a b o
Fig. 5: Reprezentarea turnurilor din Hanoi (n=3)

Problema "Turnurilor din Hanoi" inventatd de matematicianul
francez Edouard Lucas in 1883 este inspiratd din legendele orientale fiind
un exemplu clasic in studierea paradigmei divide et impera.

Initial era un joc si a fost gdsit pentru prima datd printre scrierile
ilustrului Mandarin FER-FER-TAM-TAM, publicate mai tarziu din ordinul
guvernului din China. Turnul din Hanoi era compus de 8 discuri de lemn,
in ordinea descrescdtoare a diametrelor iar in Japonia, in China si Tonkin,
acestea erau din portelan. Jocul constd in demolarea turnului nivel cu nivel
si reconstituirea sa intr-un loc apropiat conform regulii cd nu se poate
aseza un disc deasupra altuia de diametru mai mic. Amuzant §i instructiv,
usor de 1invatat si jucat este foarte util in popularizarea problemei
stiintifice.

Conform unei vechi legende indiene, brahmanii urmeaza fiecare de o
lunga perioadd de timp pasii schimbdrii in Templul din Benares realizand
mutarea turnului sacru al lui Brahma cu 64 discuri de aur impodobite cu
diamante de Golconde dupa aceleasi reguli, mutand un singur disc intr-o zi.

In ziua cand totul va fi gata stelele vor dispirea, turnul va cidea iar
lumea intreagd se va sfarsi. Previziunea este destul de optimistd deoarece
astizi se cunoaste ci sunt necesare 2°-1 mutiri (zile) 18 446 744 073 709
551 615 mutdri ceea ce inseamnd mai mult de 5 bilioane de secole!

Schema problemei:

> generalizare: TH(n), n>0



Solutie:
> divide-et-impera
':>subpr0bleme: TH(n-1,a,c,b), TH(1), TH(n-1,c, b, a);

5 asamblare: nu exista, deoarece solutia problemei initiale a fost
obtinutd simultan cu etapele de descompunere

> complexitate: T(n) = O(2")
Analiza complexitatii:

O mutare poate fi scrisd ca o pereche (i,j) cu (i,j)e{1,2,3}
semnificand ci se mutd discul de pe tija i pe tija j. Vom nota H(m,i,j) sirul
mutdrilor necesare pentru a muta primele m discuri de pe tija i pe tija j,
folosind si tija de manevra k=6-i-j astfel cd problema revine la a determina
H(n,1,2). Mutdrile pot fi reprezentate prin etichetele unui arbore binar
complet avind n nivele, construit astfel:

-rddacina e etichetata (1,2).
-fiecare virf aflat pe un nivel <n si etichetat (i,j) are descendent stang
nodul (i,k) iar descendent drept nodul (k,j).

Astfel sint 2"-1 mutdri succesiunea corectd fiind obtinutd prin
parcurgerea arborelui in inordine.

Pentru exemplul din figurd succesiunea celor 2°-1 mutiri este: (1,2), (1,3),

(2,3), (1,2), (3,1), (3,2), (1,2).
12

€) 4

3 32
(% E ® m
(L (=3 @) (12

Fig.6. Parcurgerea in inordine a arborelui binar pentru mutdrile celor n discuri (n=23)



Studii de caz complexe

1. Cautarea binara

Problema regisirii informatiei stocate in memorie € o problemd
foarte frecventd si care poate solicita un timp mare atunci cand numarul
inregistrarilor este ridicat.

Enunt: Fiind dat un sir de n numere intregi, ordonat strict crescator, sd se
determine pozitia pe care se afld in sir o anumitd valoare x cititd de la
tastaturd. In cazul in care valoarea nu se afli in sir, sd se specifice acest
lucru printr-un mesaj.

Schema problemei:
> generalizare: cautd (a[ p. . q] , X)
> baza: p > (

Solutie:

Observatie: prin rezolvarea clasicd (comparand pe rand valoarea ciutatd cu
fiecare componentd a vectorului) in cazul unei cdutdri cu succes numarul
mediu de comparatii este n/2 iar in cazul unei cautdri fiara succes numarul
de comparatii este egal cu n. De aceea este mult mai eficient sd se
ordoneze elementele vectorului iar apoi sa se aplice algoritmul urmator.

> divide-et-impera
D divide: m = [(p + q)/ 2]
':>subpr0bleme: cautd (@[ p. .M, x), cautd (a[ m1l..q], X)

':>asamblare: nu existd, deoarece solutia unei subprobleme
reprezintd solutia problemei initiale

> complexitate: T(n) = O(log2n)

Analiza complexitatii

Reprezentarea strategiei de cautare printr-un arbore de decizie binar
(ilustratd in fig. 7) ajutd la evaluarea performantelor algoritmului. Decizia
de continuare a procesului de cdutare, adicd fie oprirea cautdrii, fie
cdutarea pe ramura din stinga, fie cdutarea pe ramura din dreapta a unui
nod, depind de rezultatul comparatiei numarului cautat cu numarul din sir



indicat de nodul in care ne aflam. Evaluarea eficientei acestui algoritm este
datd de urmatoarea teoremd, care poate fi demonstratd prin inductie dupa
k.

€NV

f fF o f

Fig.7 Arborele de cdutare binard: n=7 i valorile 3, 5, 12, 14, 15, 18, 24
Traseul din stanga ilustreazd cdautarea fara succes a numdrului x=13 iar
traseul din dreapta ilustreazd cdautarea cu succes a numdrului x =24

Teorema: Dacd efectudm o cdutare intr-un §ir ordonat de n numere cu

algoritmul de cdutare binard si dacd n verificd inegalitdtile:

2 <n < 2% atunci:

a) o cdutare cu succes necesitd cel mult k comparatii;

b) o cdutare fdra succes necesitd k-1 sau k comparatii;

Logaritmand relatia precedenta obtinem: k-1<logzn <k, deci k= [log:n]+ 1
De exemplu, dacd vrem sd cdutdim un numdr printre 1000 de

inregistrari cu algoritmul clasic de comparare ar trebui efectuate in medie

500 de operatii in cazul unei cdutdri cu succes si 1000 de cautdri in cazul

fard succes. Dacd insd inregistrarile sunt sortate, aplicind teorema

anterioard rezultd k=[log21000]+1=10, iar cautarea fard succes necesitd 9

sau 10 comparatii, obtinandu-se astfel o importantd reducere a numarului

de comparatii deci si a timpului de cautare.

2. Algoritmi de sortare

Sortarea unui sir de elemente este o operatie foarte importantd si
pentru aceasta se pot folosi mai multi algoritmi. Metodele cunoscute de
sortare "Insertie”, "Selectie”, "Interschimbare” au complexitatea O(n?) dar
vom ardta cd existd algoritmi mai performanti.

10



2.1. Sortare prin interclasare (Merge sort)

Strategia acestui algoritm de sortare se bazeazd pe impdrtirea sirului
initial in doud subsiruri de lungimi aproximativ egale, sortarea crescatoare
a ambelor subsiruri si apoi interclasarea lor. Pentru cele doud subsiruri se
aplicd aceeasi metodd. Procesul de injumatitire continud pand cand se obtin
siruri de lungime 1 (ordonate) sau 2, acestea din urma tratandu-se direct.

Schema problemei:
> generalizare: sorteazd(@[ p. . q] )

> baza: p > (
Solutie:

> divide-et-impera
D divide: m = [(p + q)/ 2]
= subprobleme:sorteazd(al p. . m), sorteaza(a[ m+1l..q])

':>asamblare: interclaseaza subsecventele sortate a[ p..nj si
a[ m-l. . q]

> complexitate: T(n) = O(n log n)

Analiza complexitatii:

Pentru analiza complexitdtii urmdrim diagrama care descrie modul
de sortare al unui sir de numere (valorile 16, 50, 25,14, 86, 35). Observam
cd operatia de interclasare necesitd O(n) comparatii pe fiecare nivel al
diagramei, unde n reprezintd lungimea vectorului initial. Cum numarul de
nivele este logen, concluzia este cd acest algoritm are complexitatea
O(nlogn), fiind una din cele mai eficiente metode de sortare.

16,50,25,14,86,35
Sortare-3 Interdasare A4
P 4 %
(16,50,25) (14,86,35)
Sortag45) Sortae(6)
Sotarg(1-2) Inferdasxe Sortare(3) Inferdasxe
1€,v50)‘(25) (12v 86)‘(35)
650 (2 148 - E
Sortare(1) q2) Sortarg4) €5
ad ad
DA
16 (i (0 (14 9@ (85

Fig. 8: Arborele solutiei pentru sortarea prin interclasare a unui sir de n numere (n=>5)
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2.2. Sortare rapida (Quick sort)

Algoritmul Quicksort a fost realizat de C.A.R. Hoare in 1962,
strategia prin care elementele tabloului sunt ordonate bazandu-se pe
paradigma divide et impera.

Schema problemei:
> generalizare: a[ p. . q]

> baza: p > (
Solutie:

> divide-et-impera

= divide: determina k intre p si  prin interschimbari astfel ca
dupa determinarea lui k avem:

-p <1 <k = a[i] < a[k]

-k <) £qg = a[k] £ a[j]

':>subproblerne: a[p..k-1], a[k+1l..q]

':>asamblare: nu exista;
Fazele algoritmului se exprima astfel:
Pas 1. se selecteaza primul element a[p] care va fi numit pivot si se
realizeazd partitionarea tabloului in doud subtablouri care cuprind grupul
elementelor cu valori mai mici decat ale pivotului (a[l]..a[poz-1]),
respectiv, grupul elementelor cu valori mai mari sau egale cu ale pivotului
ga[poz+ 1]...a[q)).
Impartirea este realizatd prin intermediul pivotului, el fiind plasat pe pozitia
finald, poz ocupatd in tabloul sortat, adicd dupd elementele mai mici ca el
si inaintea grupului de elemente mai mari sau egale cu el.
Pas 2. sortarea celor doud subtablouri obtinute reprezintd subproblemele in
care a fost descompusd problema initiald, ele fiind rezolvate prin
descompuneri succesive pana la obtinerea unor subtablouri de dimensiune 1
(cazul de baza).
Quick sort: partitionare

» initial:

':>alege xdina[p..q] (ex.x <« a[p])

< X X

(\V
x

k
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=i p | < q
» pasul curent:

':>dacaa[i] < X atuncii o« i+1

':>dacaa[j] > X atuncij <« j-1

D dacaali] > x > a[j] sii < | atunci
® swap(ali], a[jl)
® i « i+l
®j «j-1

pasul curent se executa atit timp cit i < .

Faza de combinare a solutiilor subproblemelor lipseste, deoarece in
cadrul fiecdreia un element desemnat ca pivot este plasat pe pozitia finald
in tabloul sortat, deci solutia problemei initiale se construieste simultan cu
descompunerea ei in subprobleme.

>complexitate medie = O(n log n)
Analiza complexitatii

Pentru analiza complexitdtii acestui algoritm se pleaca de la doud
situatii, generate de pozitia pe care o ocupd pivotul in urma operatiei de
partitionare. Astfel, in cel mai favorabil caz, pivotul este plasat in cadrul
fiecarei subprobleme pe pozitia din mijloc a subtabloului, in aceasta situatie
problema fiind descompusad in doud subprobleme de aceeasi dimensiune.
Cum fiecare subtablou de m elemente necesitd maxim m comparatii, este
clar cd pentru un numar de m autoapeluri pentru subtablouri de dimensiune
n div m vor fi necesare O(n) comparatii. Cum existd logzn nivele, rezultd
cd algoritmul Quicksort are o complexitate O(rlogn) in cazul cel mai
favorabil.

Existd insd situatii cand aceastd complexitate este deterioratd: de
exemplu un tablou care are deja elementele sortate-cazul cel mai
defavorabil. La descompunerea problemei initiale se va obtine o singurd
subproblema care urmadreste sortarea unui tablou cu n-1 elemente.
Deoarece numdrul de nivele din recursivitate este n, complexitatea
algoritmului degenereazd citre O(n?). Pentru a evita aceastd deteriorare a
complexitdtii Knuth D.E. a propus efectuarea unei permutdri aleatoare a
tabloului initial, inaintea aplicarii algoritmului Quicksort.

De asemenea trebuie retinut cd acest algoritm de sortare presupune
alocarea implicita a unei stive (datoratd recursivitdtii) de lungime ce variaza
intre log2n si n.
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3. Determinarea radacinilor unei ecuatii

Enunt: Se da o functie continud care are semne contrare in cele doud
capete ale intervalului [a,b], F(a)-F(b)<0. Determinafi o rdaddcina a lui F
din intervalul [a, b], cu eroarea ¢.

Schema problemei:
> generalizare: [a. . D]
> baza:a > b

Solutie:

> divide-et-impera
D divide: m = [(@a + b)/ 2]
':>subpr0bleme: ala..n], a[m+l..Db]

= asamblare: nu existi

Notam ¢ mijlocul intervalului [a, b], adicd c=(a+b)/2 si definim
ai=a si bi=c, dacad f(c)>0 respectiv ai=c si bi=b, dacd f(c)<0. Daca
f(c)=0 atunci solutia ecuatiei este c. In caz contrar, functia f: [ai1, bi]>R,
satisface ipotezele dar lungimea intervalului de definitie este redusa la
jumatate. Metoda poate fi continuatd prin alegerea mijlocului intervalului
[ai, bi] iar noul interval [a2, b2] va fi definit exact in acelasi mod ca cel
precedent, procedeul continuidnd pentru intervalul [an, bn].

Dacd vrem sd obtinem solutia aproximativd a ecuatiei f(x)=0 cu
eroarea & va trebui sd calculdm termenii sirului cn pand la prima valoare a

2 < ¢, adicd n=[In((b-a)/e)/In2] +1.

lui n care satisface inegalitatea:

2n

> complexitate: T(n) = O(n)
Y A A

@ - @ -
\ %  beh \Xl b,

Fig. 9 Determinarea solutiei unei ecuatii prin metoda bisectiei

v
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4. Evaluarea polinoamelor

Enunt: Scrieti un algoritm divide et impera care sa calculeze valoarea unui
polinom intr-un punct.

Schema problemei:
> generalizare: a[ p. . q]
> baza: p > (

Solutie:
> divide-et-impera
5 divide: m = [ n/ 2]
':>subpr0bleme: a[p..mM, a[ml..q]

= asamblare: determini valoarea final prin combinare rezultatelor
subsecventelor

Fie polinomul P(x)=anx"+..+aix+ao. Vom calcula valoarea sa in punctul

y folosind exprimarea P(y)=Q(y)*y[“/2]+T(y), urmand sa evaluam
polinoamele Q si T in x. Pentru Q si T folosim o scriere analoagd, pana
cand gradul lor este O sau 1.

> complexitate: T(n) = O(n)

15



Studii de caz avansate
1. Dreptunghi de arie maxima

Enunt: Se dau coordonatele varfurilor stanga-jos si dreapta-sus ale unui
dreptunghi cu laturile paralele cu axele de coordonate. Se dau
coordonatele a n puncte din plan. Sd se determine un dreptunghi de arie
maximd, cu laturile paralele cu axele, cuprins in dreptunghiul initial, cu
proprietatea cd punctele date nu se afld in interiorul dreptunghiului.

Schema problemei:

> generalizare: Xj,yj,Xs,ys (coordonatele dreptunghuilui), n, x[n],y[n],
dreptunghilfi , Xj,yi,Xs,Ys)

Solutie:
> divide-et-impera

= subprobleme:
dreptunghi[i+1,x;,yi,xs,y[1]],
dreptunghi[i+1,x;,y[i],Xs,ys],
dreptunghili+1,x;,yi,X[i]s,ys],
dreptunghi[i+1, x[i],yi,Xs,ys].

= asamblare: nu existd.
Daca toate punctele sunt exterioare dreptunghiului dat sau se afla pe laturile
sale, dreptunghiul ciutat este chiar cel initial.
Daca existd un singur punct interior dreptunghiului, ducand prin punctul
respectiv o paraleld la una din axele de coordonate se obtin alte doud
dreptunghiuri care nu mai contin punctul interior (fig. 10).

D1

. D3 D4

D2

Fig.10 Exemplu pentru problema dreptunghiului

Din cele patru dreptunghiuri formate va trebui retinut cel de arie
maximd. Dacd existd doud puncte interioare dreptunghiului, al doilea punct
ar putea fi punct interior la doar unul dintre dreptunghiurile Di, D2,
respectiv D3, Das, regdsim astfel problema initiald pentru dreptunghiurile
D1, D2, D3, D4 si punctul al doilea, toate acestea conducand la o abordare
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divide et impera. Problema initiald se descompune in patru subprobleme
corespunzdtoare celor patru dreptunghiuri formate prin trasarea celor doud
paralele prin primul punct interior al dreptunghiului. Fie acesta punctul i de
coordonate (Xi,yi). In continuare, punctele interioare vor putea fi numai
punctele je{i+1,.., n}. Descompunerea continud in acelasi mod, pand se
ajunge la dreptunghiuri fard puncte interioare ale caror arii se calculeaza si
se retine maximul. Observdm cd nu este necesard o etapa de combinare a
solutiilor.

2. Problema plierilor

Enunt: Se considerd un vector de lungime n. definim plierea vectorului
prin suprapunerea unel jumdtdti, numitd donatoare, peste cealaltd
jumdtate, numitd receptoare, cu precizarea cd dacd numdrul de elemente
este impar, elementul din mijloc este eliminat. Prin pliere, elementele
subvectorului obtinut vor avea numerotarea jumdtdtii receptoare. Plierea
se poate aplica in mod repetat, pand cand se ajunge la un subvector format
dintr-un singur element, numit element final. Scriefi un program care sd
afiseze toate elementele finale posibile §i sd se figureze pe ecran pentru
fiecare element final o succesiune de plieri.

Schema problemei:
> generalizare: pliazd[p. . q]
> baza: p > (

Solutie:
> divide-et-impera
= divide: m = [ n/ 2]

= subprobleme:

dacd (g-p+1) mod 2=1 atunci Ls=(p+q)div 2-1 altfel Ls=(p+q)
div 2; Ld=(p+q) div 2 +1;

pliazalp. . Ls], pliaza/Ld. . q]

= asamblare: nu existd;
Pentru determinarea tuturor elementelor finale si succesiunile de plieri
corespunzitoare pentru un vector cu numerotarea elementelor p..q, vom
utiliza o procedurd Pliaza(p,q). Dacd p=q, atunci vectorul este format
dintr-un singur element, deci final. Dacd p<q, calculdam numdirul de
elemente din vector (q-p+1).
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Dacd numadrul de elemente din vector este impar, elementul din
mijloc ((p+q)div2) este eleminat, plierea la stdnga se face de la pozitia
(p+q)div2 -1, iar plierea la dreapta de la pozitia (p+q) div2+1.

Daca numadrul de elemente din vector este par, plierea la stinga se
poate face de la pozitia (p+q) div 2 iar plierea la dreapta de la pozitia
(p+q)div2+1. Vom codifica plierea la stinga retinand sirul mutdrilor
simbolul 'S" urmat de pozitia Ls, de la care se face plierea spre stanga, iar
o pliere la dreapta prin simbolul 'D', urmat de pozitia Ld de la care se face
plierea spre dreapta. Pentru a determina toate elementele finale din
intervalul p..q, apeldm recursiv procedura Pliaza pentru prima jumatate a
intervalului, precedand toate succesiunile de plieri cu o mutare spre stanga,
apoi apeldam procedura Pliaza pentru cea de-a doua jumadtate a intervalului,
precedand toate succesiunile de plieri corespunzitoare de o pliere la
dreapta.

Exemplu, pentru n=7, elementele finale si plierile corespunzatoare sint:

1: S3 S1

3: S3 D3

5: D5 S5

7: DS D7

3. Fractali

Figuri ciudate si aparent paradoxale, fractalii exercitd o adevaratd
fascinatie pentru matematicieni si informaticieni.

Notiunea de fractal a aparut ca urmare a studiului vietii reale, in care
informatia geneticd continutd in nucleul unei celule se repetd la diferite
scari.

Fractalii sunt forme caracterizate printr-o extremd fragmentare,
neregularitate, asemdnarea detaliului cu intregul indiferent de scara de
observatie, in ultimul timp acestia jucand un rol vital in toate ramurile
stiintelor moderne. Primii fractali au fost creati de matematicienii Waclaw
Sierpinski, David Hilbert, George Cantor sub forma unor exercitii
abstracte.

Dincolo de spectaculosul imediat al reprezentdrilor, fractalii si-au gasit
aplicatii nu doar in programele de graficd ci si in domenii cum ar fi
compresia datelor sau criptografie.

Iterarea patratului. Realizati un program recursiv care sd afiseze pe ecran
in mod grafic un fractal simplu obfinut prin iterarea unui pdtrat. Latura
unui pdtrat se citeste de la tastatura (0<L < 260) iar iterarea se face pina
la obtinerea pdtratelor de laturd 1.
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Indicatie: Paradigma divide et impera ne permite sd desendm mai intai
patratele cu cele mai mici laturi si apoi, pe rdnd pe celelalte. Pentru
aceasta, desenul unui pdtrat trebuie sd se afle la sfarsitul procedurii
recursive, executdndu-se dupd revenirea din activarile ulterioare ale
procedurii in care s-au desenat pdtratele cu laturile mai mici decat latura
patratului curent.

e §§==il 5]
Fig. 11. Iterarea pdtratului

Triunghiul Ilui Sierpinski: Fie un triunghi inifial care se imparte in 4
triunghiuri egale. Fiecare din cele 4 triunghiuri obtinute se imparte la
randul lui in 4 triunghiuri egale, procedeul continudnd la infinit. Realizati
un program recursiv care citind de la tastaturd coordonatele varfurilor
triunghiului initial si n- numdrul iteratiilor afiseazd in mod grafic un
triunghi Sierpinski dupd n iteratii.

Indicatie: Aplicind paradigma divide et impera, pentru a putea genera
fractalul vom determina mijloacele laturilor triunghiului, le vom uni prin
linii, determinand astfel cele 4 triunghiuri incluse in triunghiul initial, apoi
procedeul se repeta pentru fiecare din cele 4 triunghiuri nou obtinute.

A

Fy
riunghiul lui Sierpinski

3
o9
[\
~N
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4. Inmultirea matricelor

Pentru matricile A si B de nxn elemente, dorim sa obtinem matricea
produs C=AB. Algoritmul clasic provine direct din definitia inmultirii a
doud matrici si necesitd n® inmultiri si (n-1)n?> aduniri scalare, astfel ci
timpul necesar pentru calcularea C este in O(n’). Intentia este si gisim un
algoritm de inmultire matriceald al cdrui timp sd fie intr-un ordin mai mic
decit n’. Pe de altd parte, este clar cd O(n?) este o limitd inferioard pentru
orice algoritm de inmultire matriceald, deoarece trebuie in mod necesar sa
parcurgem cele n? elemente ale lui C.

Paradigma divide et impera sugereazd un alt mod de calcul al
matricii C. Vom presupune ca n este o putere a lui 2. Partitiondm pe A si B
in cite patru submatrici de n/2 x n/2 elemente fiecare. Matricea produs C
se poate calcula conform formulei pentru produsul matricilor de 2x2
elemente:

(All A12 J( Bll BlZJ — (Cll ClZ]
A21 A22 BZl BZZ CZl C22
unde Cu=AnuBii+AnBa Ci=AuBi+AnB»

Ca=AuB11+A2B2z Cu=A21Bi2+A2B»
Pind aici nu am cistigat nimic fatd de metoda clasicad: este de dorit ca in
calcularea submatricilor C sa folosim mai putine inmultiri, chiar daca prin
aceasta marim numdrul de adundri (adunarea matricilor necesitd un timp
patratic, in timp ce inmultirea matricilor necesitd un timp cubic). Astfel, in
1969, Strassen a descoperit o metoda de calculare a submatricilor Cij, care
pentru n=2 utilizeaza 7 inmultiri si 18 adunari si scaderi. Pentru inceput se
calculeazd sapte matrici de n/2 x n/2 elemente:
P=(A11+A2)(Bi1+B2x)
Q=(A2z1+A2)Bu
R=A11(B12-B2)
S=A2(B21-B11)
T=(A11+A12)B2
U=(A21-A11)(B11+B22)
V =(A12-A2)(B21+B2)
Este usor de verificat cd matricea produs C se obtine astfel:
Cu=P+S-T+V Ci2=R+T
Ca=Q+S C2=P+R-Q+U

Timpul total pentru noul algoritm divide et impera este
t(n)e7t(n/2)+O(n'"®"). Cum 1g7 <2.81,rezultd ci teOn**"), algoritmul lui
Strassen fiind mai eficient decit algoritmul clasic de inmultire matriceala.
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Metoda lui Strassen nu este unicd: s-a demonstrat ca existd exact 36 de
moduri diferite de calcul a submatricilor Cj, fiecare din aceste metode
utilizand 7 inmultiri.

Practic, la calculator s-a putut observa cd, pentru n>40, algoritmul
lui Strassen este mai eficient decat metoda clasica dar in schimb foloseste
memorie suplimentara.

5. Inmultirea numerelor intregi mari

Pentru anumite aplicatii, trebuie sd lucrdim cu numere intregi foarte
mari, care nu mai pot fi reprezentate prin tipurile standard existente. Astfel
vom da un algoritm divide et impera pentru inmultirea intregilor foarte
mari.

Fie u si v doi intregi foarte mari, fiecare de n cifre zecimale. Dacd
s=|n/2], reprezentim pe u si v astfel:

u=10°w+x, V=&Osy+z, unde 0<x< 10°, 0<z< 10°

V|
N L4

v y z

2l 2l

Fig. 13 Reprezentarea numerelor u §i v la inmultirea intrgilor foarte mari

Intregii w si y au cite [n/21] cifre, iar intregii X si z au cite [n/2]
cifre. Din relatia uv=10"wy+10%(wz+xy)+xz obtinem urmitorul algoritm
divide et impera de inmultire a doud numere intregi mari:

function inmultire(u,v)
n<—cel mai mic intreg astfel incit u §i v sd aibd fiecare n cifre
if n este mic then calculeazd in mod clasic produsul uv
return produsul uv calculat
sendiv 2
weu div 10°; x<u mod 10°;
yev div 10°; z<v mod 10°;
return inmultire(w,y)x10%+ (inmultire(w,z) + inmultire(x,y))x 10° + inmultire(x,z)

Deoarece inmultirea intregilor mari este mult mai lentd decét

adunarea, incercdm sda reducem numadrul inmultirilor, chiar dacd prin
aceasta marim numarul adunarilor. Astfel, incercim sia calculam
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wy,Wz+Xy §i Xz prin mai putin de patru inmultiri. Considerand produsul
r=(w+x)(y+z)=wy+(wz+Xxy)+xz
observdm ca putem inlocui ultima linie din algoritm cu
r<—inmult(w+x,y+2z)
p<inmult(w,y); q<inmult(x,z);
return 10°%p+10°(r-p-q) +q
Ca si la metoda lui Strassen, datoritd constantelor multiplicative implicate,
acest algoritm este interesant in practica doar pentru valori mari ale lui n.
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Aplicatii propuse

Probleme pentru consolidarea cunostintelor si
lucrari de verificare

1. Cel mai mare divizor comun a n numere. Fie n valori naturale nenule ai,
az,..,an. determinati cel mai mare divizor comun al lor cmmdc((a1, az,..,an))
Indicatie: Solutia "Divide et Impera" constd in impdrtirea sirului de
elemente in doud subsiruri {ai, az,..,am}, respectiv {am+1,..,an} unde m
rerpezintd mijlocul sirului.

Astfel: cmmdc(ai,az,..,am)=cmmdc(cmmdc(ai,az,..,am),cmmdc(am+1,..,an))

2. Min-Max. Realizati un subprogram care folosind tehnica "Divide et
impera" sd determine simultan minimul si maximul unui sir de numere

3. Detaliu. Avind tabloul de numere intregi (3,2,5,4,7,6,8,2,12) care va fi
configuratia lui dupd efectuarea a trei partitiondri specifice algoritmului
Quicksort?

4. Calculul factorialului. Fie n natural. S3d se calculeze n! printr-un
algoritm Divide et Impera

5. Inmultirea polinoamelor: Fie P(x) si Q(x) doud polinoame de grad n, cu
coeficienti reali. Sd se inmulteascd cele doud polinoame, utilizand metoda
"Divide et Impera". Comparati aceastd metodda de inmultire a polinoamelor
cu varianta "clasica"

Indicatie: Vom grupa termenii celor doud polinoame in felul urmator:
p(x)=p1(x) +x"?p2(x), q(x) =q1(x) +x""qa(x)

Vom calcula urmadtoarele produse partiale, observand cid se inmultesc
polinoame avind gradul N/2:

110 =p1()* qi(x), 12x) =PI+ P20)*(Q1(X) +2(x)), 13(X) =p2(X)*q2(X)
Atunci polinomul produs se scrie:

r(x) =11(X) + (r2(X)-11(X)-13(X) ) %xV2 + 13(X) %X

Deoarece inmultirea polinoamelor necesitd N? pasi, continuand algoritmul
de mai sus, obtinem n*ogn pasi.

6. Problema selectiei: Fie a un tablou de n elemente si k un numar intreg,
1<k<n. S& se gdseascd elementul care se afld pe locul k in sirul ordonat
crescator, fard a efectua ordonarea [11].

Indicatie: Folosim ideea algoritmului quicksort care aseazd un element pe
locul m, pozitia lui corectd in sirul ordonat crescitor, astfel incat pe
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primele m-1 pozitii se gisesc elemente mai mici sau egale decat a[m] iar
dupd pozitia m se gdsesc numai elemente mai mari decat a[m].

7. Problema punctului fix: Fie a un tablou ordonat cresciator de n numere
intregi distincte. Sa se determine un indice m, (1<m<n), cu afm]=m, daca
este posibil [11].

Indicatie: Folosim ideea de la ciutarea binara.

Concluzii

Tipuri de greseli ce pot interveni in implementarea
paradigmei divide et impera

Greselile care pot apdrea la realizarea si implementarea algoritmilor
bazati pe paradigma divide-et-impera se pot imparti in doua categorii:

» greseli care tin de o strategie incorect proiectata;

» greseli care apar in etapa de programare datoritd implementarii

defectuoase a recursivitatii;

Pornind de la presupunerea cd problema careia 1 se cautd solutia
acceptd rezolvare prin paradigma divide et impera, trebuie avute in vedere
urmadtoarele situatii care conduc la greseli de fond ale algoritmului:

» Descompunerea incorectd a problemei:

exemplu: sunt generate in general de obtinerea unor subprobleme care nu

sunt disjuncte;

» Identificarea gresitd a dimensiunii problemei care acceptd rezolvarea
imediata (cazul de baza),

» Parametrii care indicd dimensiunea subproblemelor nu tind cdtre cazul
de bazd,

» programul fiind recursiv, dacd nu este prezentd condifia de oprire, va
conduce la intreruperea executiei programului §i afisarea mesajului de
eroare: "Stack overflow" (depdsirea stivei);

» Faza de combinare a solutiilor subproblemelor nu este prezentd, iar
solutia problemei initiale nu se construieste simultan cu descompunerea
sa si nici nu se reprezintd solutia vreunei subprobleme;

» Proiectarea gresitd a fazei de combinare a solutiilor.
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