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0. Probleme,Algoritmi,Complexitate

Vom considera o problemă (computaţională)

ca fiind o aplicaţie

P : I → O,

(I mulţimea intrărilor problemei, mulţimea instanţelor

problemei; O mulţimea ieşirilor, răspunsurilor, soluţiilor)

care pentru fiecare intrare i ∈ I oferă o ieşire

P(i) ∈ O.

Dacă O = {da, nu} atunci P se va numi prob-

lemă de decizie, P(i) ∈ {da, nu} va fi răspunsul

(la ı̂ntrebarea pusă de P), iar forma uzuală de

prezentare a problemei va fi:

P Intrare: i ∈ I.

Intrebare: descriere ... ?

Exemplu:

Compus Intrare: n ∈ N n ≥ 2.
Intrebare: Există p, q ∈ N p, q ≥ 2 şi n = pq?
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Un alt tip de probleme care apar frecvent sunt

cele de căutare : mulţimea O conţine pentru

fiecare i ∈ I măcar o soluţie acceptabilă ı̂n ra-

port cu un anumit criteriu precizat, iar pro-

blema cere găsirea unei astfel de soluţii.

O clasă specială de astfel de probleme este

cea a problemelor de optimizare, care sunt de

maximizare sau minimizare.

Exemple:

Drum Intrare: G un graf, a, b două vârfuri ale lui G.
Ieşire: P un drum ı̂n G de la a la b (dacă ∃).

DrMin Intrare: G graf, a, b vârfuri ı̂n G,
o funcţie de lungime a muchiilor lui G.

Ieşire: P ∗ un drum ı̂n G de la a la b cu suma
lungimilor muchiilor minimă, printre
toate drumurile de la a la b ı̂n G.

MaxCut Intrare: G graf,
o funcţie de lungime a muchiilor lui G.

Ieşire: O bipartiţie (S, T) a mulţimii vârfurilor
grafului G cu suma lungimilor muchiilor
dintre cele două clase maximă.
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Oricărei probleme de optimizare i se poate aso-

cia o problemă de decizie (care ne va da informaţii

asupra dificultăţii ei computaţionale). Pentru cele

două probleme de optimizare de mai sus, avem:

DrMin-D Intrare: G graf, a, b vârfuri ı̂n G, k ∈ N,
o funcţie de lungime a muchiilor lui G.

Întrebare: Există P drum ı̂n G de la a la b
cu suma lungimilor muchiilor ≤ k ?

MaxCut-D Intrare: G graf, k ∈ N,
o funcţie de lungime a muchiilor lui G.

Întrebare: Există (S, T) bipartiţie a mulţimii
vârfurilor lui G cu suma lungimilor
muchiilor dintre cele două clase ≥ k ?

Vom considera ı̂n continuare doar probleme de

decizie.

Pentru a fi rezolvate cu ajutorul calculatorului

problemele sunt codificate.

Vom considera Σ o mulţime finită fixată nu-

mită alfabet, Σ∗ mulţimea tuturor cuvintelor

peste Σ.
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Obiectele care apar ı̂n descrierea unei prob-

leme (numere raţionale, grafuri, funcţii, ma-

trici etc.) vor fi reprezentate cu ajutorul unor

cuvinte w ∈ Σ∗. Lungimea cuvântului w se va

nota cu |w|. Orice mulţime de cuvinte peste Σ,

deci o submulţime a lui Σ∗ se numeşte limbaj

(peste Σ).

Problemele de decizie au forma Dat un anu-

mit obiect, are el o anumită proprietate? Cum

obiectele le reprezentăm cu ajutorul cuvintelor,

ı̂nseamnă că problema se reduce la ı̂ntrebarea:

Dat un cuvânt, are el o anumită proprietate?

Vom considera problemă de decizie o funcţie

P : Σ∗ → {da, nu}.

Limbajul asociat problemei P este

P−1(da) = {w|w ∈ Σ∗ şi P(w) = da}.
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Vom considera că un algoritm este o funcţie ∗

A : Σ∗ → {da, nu, nedecidabil}.

Limbajul L ⊆ Σ∗ este acceptat de algoritmul A

dacă L = {w|w ∈ Σ∗ şi A(w) = da}.

Limbajul L ⊆ Σ∗ este decis de algoritmul A

dacă ∀w ∈ L : A(w) = da şi ∀w 6∈ L : A(w) = nu.

Limbajul L ⊆ Σ∗ este acceptat de algoritmul

A ı̂n timp polinomial dacă L este acceptat de

A şi ∃k ∈ N astfel ı̂ncât pentru orice w ∈ L

algoritmul A evaluează A(w) = da ı̂n timpul

O(|w|k).

Limbajul L ⊆ Σ∗ este decis de algoritmul A

ı̂n timp polinomial dacă ∃k ∈ N astfel ı̂ncât

pentru orice w ∈ Σ∗ algoritmul A evaluează

A(w) = da, dacă w ∈ L şi A(w) = nu, dacă

w 6∈ L, ı̂n timpul O(|w|k).

∗Preferăm un mod informal de prezentare a noţiunilor
de algoritm şi timp de execuţie
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Clasa de complexitate P:

P = {L ⊂ Σ∗|∃A alg. a.̂ı. L e decis de A

ı̂n timp polinomial}.

Dacă P e o problemă de decizie, atunci ea

este rezolvabilă ı̂n timp polinomial dacă lim-

bajul L = P−1(da) satisface L ∈ P. Se notează

aceasta (cam abuziv) P ∈ P.

De exemplu, problema DrMIN-D este rezolv-

abilă ı̂n timp polinomial dacă funcţia de lungime

(specificată ı̂n intrarea ei) este cu valori neneg-

ative. Dacă se permit şi valori negative, atunci

nu se cunoaşte nici o demonstraţie a aparte-

nenţei DrMin-D ∈ P (şi nici nu se crede c-ar

exista una). Apartenenţa

Compus ∈ P s-a demonstrat abia ı̂n anul 2002.

Observaţii. 1. Dacă notăm

P′ = {L ⊂ Σ∗|∃A alg. a.̂ı. L e acceptat de A

ı̂n timp polinomial},
se observă imediat că P ⊆ P′ şi nu e dificil să

se arate şi incluziunea inversă, deci P = P′.
2. Se verifică uşor că dacă P ∈ P atunci şi Σ∗ \ P ∈ P.
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Verificare ı̂n timp polinomial.

Un algoritm de verificare este o funcţie

A : Σ∗ ×Σ∗ → {da, nu, nedecidabil}.
Pentru A(x, y), x este intrarea iar y este certi-

ficatul.

Limbajul L ⊆ Σ∗ este verificat de algoritmul de

verificare A dacă

L = {w|w ∈ Σ∗ şi ∃y ∈ Σ∗ a. ı̂. A(w, y) = da}.

Clasa de complexitate NP:

NP = {L ⊆ Σ∗ | ∃A algoritm de verificare

cu timp de lucru polinomial a.̂ı.

L = {x ∈ Σ∗ | ∃y ∈ Σ∗, ∃k ∈ N a. ı̂.

|y| = O(|x|k) şi A(x, y) = da}
}.

Dacă P e o problemă de decizie, atunci ea este

problemă (din) NP dacă limbajul L = P−1(da)

satisface L ∈ NP.
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Observaţie. NP este mnemonic pentru Nede-

terminist Polinomial şi nu pentru NePolinomial.

Un argument că nu e bine să asimilăm NP cu

nepolinomial este şi faptul că P ⊆ NP.

Justificarea este imediată: Dacă L ∈ P, atunci există A :

Σ∗ → {da, nu, nedecidabil} algoritm care decide L ı̂n timp

polinomial. Considerăm A′ : Σ∗×Σ∗ → {da, nu, nedecidabil},
satisfăcând A′(x, x) = A(x) pentru orice x ∈ Σ∗. Se vede

uşor că L este verificat de A′ ı̂n timp polinomial.

Din definiţiile de mai sus ar fi fost mai normal să notăm

VP (verificabil polinomial). Sintagma Nedeterminist

Polinomial se justifică dacă am considera algoritmi nede-

terminişti ı̂n care controlul execuţiei este astfel ı̂ncât

după fiecare pas este posibil să se execute unul oare-

care dintre paşii specificaţi ı̂ntr-o mulţime finită de paşi

succesori. Un astfel de algoritm acceptă un cuvânt de

intrare dacă este posibilă o execuţie care să conducă

la rezultatul da. Se poate arăta că aceasta definiţie

a acceptării nedeterministe este echivalentă cu cea de

verificare dată mai sus, ı̂n care certificatul este utilizat

pentru efectuarea alegerilor corecte ale paşilor următori

ai unei execuţii a algoritmului nedeterminist.
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NP notează clasa problemelor de decizie pen-

tru care răspunsurile afirmative au certificate

care pot fi folosite pentru a demonstra succint

(̂ın timp polinomial) corectitudinea lor.

Intuitiv, NP este clasa tuturor problemelor de

decizie pentru care se poate verifica un răspuns

pozitiv (da) rapid dacă ni se dă o soluţie.

De exemplu, pentru problema MaxCut-D un răspuns

afirmativ are drept certificat o partiţie (S∗, T ∗) a mulţimii

vârfurilor grafului (iar proprietatea că suma lungimilor

muchiilor cu o extremitate ı̂n S∗ şi cealaltă ı̂n T ∗ nu

depăşeşte pragul k se face ı̂n timp polinomial). Deci,

MaxCut-D ∈ NP.

Dacă am considera următoarea problemă de
decizie:

UnDrum Intrare: G un graf, a, b două vârfuri ale lui G.
Întrebare: ∃ un unic drum de la a la b ı̂n G?
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Cum s-ar putea justifica un răspuns da la o

problemă UnDrum? Dacă prezentăm un drum

anume drept certificat, el nu ne asigură că nu

mai există şi altele. O demonstraţie succintă

(graful e mare) pare a nu exista. Deci nu ştim

dacă UnDrum ∈ NP.

Clasa de complexitate co-NP:

co-NP = {L ⊆ Σ∗ | Σ∗ \ L ∈ NP}.

O problemă de decizie P ∈ co-NP dacă

L = P−1(da) ∈ co-NP (echivalent, L = P−1(nu) ∈ NP).

Exemplu de problemă din co-NP:

NeHam Intrare: G un graf.
Întrebare: Este adevărat că ı̂n G nu există

un circuit care să treacă exact o dată
prin fiecare vârf al său?

Observaţie. P ⊆ NP ∩ co-NP.
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Reduceri polinomiale.

Fie L1, L2 ⊆ Σ∗. Spunem că L1 se reduce poli-

nomial la L2, şi notăm aceasta prin L1 ∝ L2,

dacă există f : Σ∗ → Σ∗ o funcţie polinomial

calculabilă astfel ı̂ncât ∀w ∈ Σ∗: w ∈ L1 dacă

şi numai dacă f(w) ∈ L2.

f se numeşte funcţie de reducere şi algoritmul polinomial

F care calculează f , algoritm de reducere polinomială.

Observaţii. 1. Dacă L ∈ P şi L′ ∝ L, atunci L′ ∈ P.

Fie A un algoritm polinomial care decide L şi F un al-

goritm de reducere polinomială a lui L′ la L. Atunci,

A′ = A ◦ F este un algoritm polinomial care decide L′.

(∀x ∈ Σ∗, A′(x) = da ⇔ A(F (x)) = da ⇔ F (x) ∈ L ⇔
x ∈ L′; A′ e polinomial deoarece mulţimea polinoamelor

e ı̂nchisă la operaţia de compunere).

2.Relaţia ∝ este tranzitivă: L1 ∝ L2, L2 ∝ L3 ⇒ L1 ∝ L3.

Limbajul L ⊆ Σ∗ este NP-dificil (engl. NP-hard)

dacă ∀L′ ∈ NP are loc L′ ∝ L.

Limbajul L ⊆ Σ∗ este NP-complet dacă

L ∈ NP şi L este NP-dificil.
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Terminologia se transferă pentru probleme de decizie:

Spunem că problema de decizie P1 se reduce

polinomial la problema de decizie P2, şi notăm

P1 ∝ P2, dacă L1 = P−1
1 (da) ∝ L2 = P−1

2 (da).

Problema de decizie P este NP-dificilă dacă

∀P ′ ∈ NP are loc P ′ ∝ P .

Problema de decizie P este NP-completă dacă

P ∈ NP şi P este NP-dificilă.

Folosind observaţia 1 şi faptul că P ⊆ NP rezultă următoarea

Teoremă Dacă P o problemă oarecare NP-

completă satisface P ∈ P atunci P = NP.

Rezultă că problemele NP-complete formează submulţimea lui NP

care conţine cele mai dificile probleme. Dacă găsim un algoritm

polinomial pentru una dintre ele, putem construi un algoritm poli-

nomial pentru oricare altă problemă din NP. Din păcate, deşi nu

există o demonstraţie, oamenii cred că, de fapt, aceste probleme

nu admit algoritmi polinomiali de rezolvare. Diagrama următoare

sugerează relaţiile care se crede că există ı̂ntre aceste clase de com-

plexitate:
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P

NP

NP-hard

NP-complete

Se obişnuieşte să se spună că o problemă de optimizare
este NP-dificilă, dacă problema de decizie asociată este
aşa.

Pentru ca să ne aliniem la definiţiile precedente, vom
spune că o problemă oarecare P (nu neaparat de decizie)
este NP-dificilă dacă existenţa unui algoritm polinomial
pentru P implică P = NP.

Comentariu metaforic: Saying that a problem is NP-hard is

like saying ‘If I own a dog, then it can speak fluent English.’ You

probably don’t know whether or not I own a dog, but you’re prob-

ably pretty sure that I don’t own a talking dog. Nobody has a

mathematical proof that dogs can’t speak English. Nevertheless,

no sane person would believe me if I said I owned a dog that spoke

fluent English. So the statement ‘If I own a dog, then it can speak

fluent English’ has a natural corollary: No one in their right mind

should believe that I own a dog! Likewise, if a problem is NP-

hard, no one in their right mind should believe it can be solved in

polynomial time. [Jeff Erickson, Univ. of. Illinois]
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Singura clasă de complexitate pentru care nu am sugerat
un exemplu este cea a problemelor NP−complete. Primul
om care a demonstrat existenţa unei astfel de probleme
este Cook, care ı̂n 1971 a arătat că SAT ∈ NP, unde

SAT
Instanţă: U = {u1, . . . , un} o mulţime finită de variabile

booleene.
C = C1 ∧ C2 ∧ . . . ∧ Cm o formulă ı̂n formă
conjunctivă peste U :
Ci = vi1 ∨ vi2 ∨ . . . ∨ viki ∀i = 1,m, unde
∀ij ∃α ∈ {1, . . . , n} astfel ı̂ncât
vij = uα sau vij = uα.

Intrebare: Există o atribuire t : U → {A,F} a. ı̂.
t(C) = A ?

Evaluarea lui t(C) se bazează pe formulele uzuale din

calculul boolean:

A ∧A = A, F ∧ A = F ∧ F = A ∧ F = F ,

F ∨ F = F , F ∨ A = A ∨ F = A ∨A = A,

F = A, A = F , (F ) = F ,(A) = A,

şi e clar că se poate face ı̂n timp polinomial.
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Apartenenţa lui SAT la NP e clară, un certifi-

cat pentru răspunsul da este o atribuire t0 care

poate fi verificată ı̂n timp polinomial.

O demonstraţie că orice limbaj din NP se reduce poli-

nomial la SAT necesită o abordare formală noţiunilor de

algoritm şi timp de execuţie (pe care le-am considerat

aici la nivel intuitiv) şi o omitem.

3SAT este restricţia lui SAT ı̂n care fiecare

clauză Ci are exact trei literali (ki = 3), un

literal vij fiind, aşa cum este descris mai sus, o

variabilă sau negaţia ei.

Se poate arăta uşor că SAT ∝ 3SAT şi deci se

obţine că 3SAT este NP-completă (apartenenţa

la NP e clară fiind o restricţie a lui SAT care e

din NP, iar tranzitivitatea relaţiei ∝ ı̂mpreună

cu teorema lui Cook termină demonstraţia).
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Schiţa de demonstraţie de mai sus este uzuală

ı̂n demonstraţiile de NP-completitudine şi o ex-

plicităm:

Pentru a arăta că o problemă de decizie P este

NP-completă se procedează astfel:

1. Se arată că L = P−1(da) satisface L ∈ NP.

2. Se selectează un limbaj L′ despre care ştim

că este NP-complet.

3. Se ı̂ncearcă construirea unui algoritm de

reducere F de la L′ la L.

4. Se demonstrează că F e algoritm de reducere.

5. Se arată că F este algoritm polinomial.

Pentru pasul 2 se poate consulta

http://www.nada.kth.se/~viggo/problemlist/
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I. Vocabular al Teoriei grafurilor

1. Definiţia unui graf

Un graf este o pereche G = (V (G), E(G)),

unde

- V (G) este o mulţime finită nevidă, iar

- E(G) este o submulţime a mulţimii P2(V (G))

a părţilor cu două elemente ale lui V (G).

V (G) se numeşte mulţimea v̂ırfurilor grafului

G şi numărul elementelor sale

∣
∣
∣V (G)

∣
∣
∣, este ordinul grafului G;

E(G) este mulţimea muchiilor grafului G şi

numărul său de elemente,
∣
∣
∣E(G)

∣
∣
∣, este dimen-

siunea grafului G.

Atunci ĉınd nu există posibilitatea confuziilor,

vom nota simplu, G = (V,E).
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Dacă e = {u, v} ∈ E(G) este o muchie a gra-

fului G vom nota e = uv (pentru simplificarea

scrierii) şi vom spune că:

• muchia e uneşte v̂ırfurile u şi v;

• v̂ırfurile u şi v sunt adiacente ı̂n G;

• muchia e este incidentă cu v̂ırfurile u şi v;

• v̂ırfurile u şi v sunt vecine ı̂n G;

• v̂ırf. u şi v sunt extremităţile muchiei e.

Dacă v ∈ V (G), atunci mulţimea

NG(v) = {w|w ∈ V (G), vw ∈ E(G)}
se numeşte vecinătatea v̂ırfului v ı̂n G.

Se mai notează NG(v) = ΓG(v).
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Remarcăm faptul că graful G poate fi definit

(̂ın mod echivalent) ca o pereche
(

V (G),ΓG
)

unde,

ΓG : V (G)→ P
(

V (G)
)

asociază fiecărui v̂ırf vecinătatea sa, şi sat-

isfăcând condiţiile: ∀v ∈ V (G) : v 6∈ ΓG(v) şi

∀u, v ∈ V (G) u ∈ ΓG(v)⇔ v ∈ ΓG(u).

Două muchii e şi e′ care au o extremitate co-

mună se numesc adiacente.

Intuitiv, un graf G = (V (G), E(G)) poate fi

reprezentat (după cum sugerează şi numele

său) cu ajutorul unei figuri plane formată dintr-

o mulţime de mici forme geometrice aflată

ı̂n corespondenţă cu mulţimea de v̂ırfuri V (G),

două forme fiind unite printr-o curbă simplă

dacă şi numai dacă, perechea de v̂ırfuri core-

spunzătoare lor este o muchie a grafului G.

Corespondenţa dintre vârfurile grafului şi fig-

urile geometrice considerate este vizualizată
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uneori cu etichete ataşate vârfurilor. De aseme-

nea, muchiile pot fi etichetate. În plus, sunt

utilizate diferite atribute grafice pentru expre-

sivitatea desenului, diagramei.

De exemplu,

figura şi

reprezintă acelaşi graf, deşi lipsa etichetelor

face dificilă realizarea acestui fapt.

Următoarele trei reprezentări ale grafului

G = ({1,2,3,4}, {12,13,14,23,24,34}) sunt mult

mai clare:

1 2

3 4

1

4

3

2
1

2

4

3
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O mulţime independentă de v̂ırfuri (sau

mulţime stabilă) ı̂n G este o mulţime S ⊆
V (G) de v̂ırfuri cu proprietatea că

P2(S) ∩ E(G) = ∅
(adică o mulţime de v̂ırfuri neadiacente două

ĉıte două).

Cardinalul maxim al unei mulţimi stabile se

numeşte numărul de stabilitate sau numărul

de independenţă al grafului G şi se notează

cu α(G).

De exemplu, ı̂n graful G de mai jos mulţimea

{a} este mulţime stabilă (maximală ı̂n raport

cu incluziunea), dar numărul de stabilitate este

n, mulţimea {1, . . . , n} fiind stabilă de cardinal

maxim (n ≥ 1). În graful H s-au evidenţiat

două mulţimi stabile care partiţionează mulţimea

vârfurilor, iar α(H) = 6.
1

a

n

2

G

a

1

2

3

b

c

d

4

5

6

e

H
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Problema următoare este naturală, uşor de for-

mulat şi apare deseori ı̂n diferite aplicaţii:

P1 Intrare: G un graf.

Ieşire: α(G) şi un ”martor”:

S m.stabilă ı̂n G, cu |S| = α(G).

Deşi foarte simplă (de formulat, la o primă

vedere), problema este NP-dificilă. Problema

de decizie corespunzătoare,

SM Intrare: G un graf, k ∈ N.

Intrebare: Există S m.stabilă ı̂n G,

cu |S| ≥ k?

este NP-completă (Karp, 1972). Probabil că o

cauză a dificultăţii acestei probleme este faptul

că două mulţimi stabile maximale (̂ın raport

cu incluziunea) pot avea raportul cardinalelor

oricât de mare (vezi graful G din figura de la

pagina precedentă).
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O mulţime independentă de muchii sau cu-
plaj ı̂n graful G este o mulţime de muchii nea-
diacente două ĉıte două . Cardinalul maxim al

unei mulţimi independente de muchii ı̂n G se
numeşte numărul de muchie-independenţă
al grafului G şi se notează ν(G).
Exemplu, pentru graful G:

numărul de muchie independenţă, ν(G) este 6,
un cuplaj cu acest număr de muchii fiind pus
ı̂n evidenţă. Problema

P2 Intrare: G un graf.
Ieşire: ν(G) şi un ”martor”:

M cuplaj ı̂n G, cu |M |= ν(G).
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este foarte asemănătoare cu P1 (este de fapt,

o restricţie a lui P1 pentru intrări care sunt

line-grafuri) şi totuşi s-a arătat că este ı̂n P(

Edmons, 1965).

Diferenţa de complexitate provine, probabil,

din faptul că raportul dintre cardinalele a două

cuplaje maximale ı̂n raport cu incluziunea nu

poate depăşi 2.

Dacă G = (V (G), E(G))este un graf şi p ∈
N∗, se numeşte p−colorare a (v̂ırfurilor) lui

G o aplicaţie c : V (G) → {1, . . . , p} cu pro-

prietatea că c−1(i) este o mulţime stabilă ı̂n

G, ∀i ∈ {1, . . . , p} (remarcăm că, din definiţia

mulţimilor stabile, ∅ este o mulţime stabilă ).

Numărul cromatic al grafului G, notat χ(G),

este cea mai mică valoare a lui p ∈ N∗ pentru

care G admite o p-colorare.
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Exemplu: În graful G desenat mai jos, sunt
evidenţiate 2 colorări una cu 5 culori şi una cu
4 culori. Se poate argumenta că χ(G) = 4.

5-colorare

 rosu= culoarea 1
galben= culoarea 2
verde=culoarea 3
albastru=culoarea 4
negru=culoarea 5

4-colorare

Problema următoare apare ı̂n diverse situaţii
practice (de exemplu ı̂n problemele de orar,
sau ı̂n problemele de acoperire din wireless net-
works):

P3 Intrare: G un graf.
Ieşire: χ(G) şi un ”martor”:

o χ(G)-colorare a lui G.
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Din problema P1 ştim că mulţimile stabile ale

grafului sunt greu de ”stăpânit”, şi cum prob-

lema P3 cere de fapt să partiţionăm mulţimea

de vârfuri a grafului ı̂ntr-un număr cât mai mic

de mulţimi stabile, este normal ca şi această

problemă să fie NP-dificilă. Problema de de-

cizie

COL Intrare: G un graf, k ∈ N.

Intrebare: Admite G o k-colorare?

este NP-completă chiar dacă o restricţionăm

la cazul particular k = 3. Există ı̂nsă restricţii

ale problemei pentru care avem apartenenţă la

P (de exemplu, dacă G este un graf perfect).

O p−colorare a muchiilor lui G este o aplicaţie

c : E(G)→ {1, . . . , p} cu proprietatea că c−1(i)
este un cuplaj al lui G, ∀i ∈ {1, . . . , p}.
Indicele cromatic al grafului G, notat χ′(G),

este cea mai mică valoare a lui p ∈ N∗ pentru

care G admite o p-colorare a muchiilor.
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Exemplu: In graful de mai jos

este evidenţiată o 3-colorare a muchiilor; este

clar că este şi optimă, ı̂ntrucât muchiile inci-

dente ı̂n acelaşi vârf trebuie să aibă culori dis-

tincte. Problema

P4 Intrare: G un graf.

Ieşire: χ′(G) şi un ”martor”:

o χ′(G)-colorare a muchiilor lui G.
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s-a dovedit a fi NP-dificilă, deşi era de aşteptat

ca (lucrând cu cuplaje, iar problema P2 fiind

din P) ca ea să fie rezolvabilă polinomial.

Diferenţa faţă de P3 (P4 este de fapt o restricţie

a lui P3 pe clasa line-grafurilor) este că ı̂n timp

ce P3 s-a demonstrat că nu poate fi uşor aprox-

imabilă (̂ın timp polinomial), problema P4 poate

fi rezolvată ”aproximativ” cu o eroare de o uni-

tate (deci dacă se greşeste, atunci colorarea

obţinută are cel mult o culoare ı̂n plus faţă de

cea optimă).

Două grafuri, G = (V (G), E(G)) şi H =

(V (H), E(H)) se numesc izomorfe, şi notăm

aceasta prin G ∼= H, dacă există o bijecţie

ϕ : V (G)→ V (H)

cu proprietatea că aplicaţia

ψ : E(G)→ E(H),

definită pentru orice uv ∈ E(G) prin ψ(uv) =

ϕ(u)ϕ(v) este o bijecţie.
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(deci, două grafuri ŝınt izomorfe dacă există o

bijecţie ı̂ntre mulţimile lor de v̂ırfuri care induce

o bijecţie ı̂ntre mulţimile lor de muchii).

Grafurile următoare sunt izomorfe, aşa cum se

sugerează ı̂n figură

a

b d

c e

1

2 4

3 5

G H

Problema următoare este utilă ı̂n multe prob-

leme de modelare discretă (de exemplu ı̂n chimie)

ISO Intrare: G, H grafuri.

Intrebare: G ∼= H?
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Nu s-a demonstrat dacă această problemă este

sau nu NP-completă (aparteneţa la NP este

clară). Se pare că face parte dintr-o clasă

de probleme aflată ı̂ntre P şi NP). Exemplul

următor arată dificultatea problemei (cele două

grafuri au acelaşi ordin, aceeaşi dimensiune,

vârfurile au acelaşi număr de muchii incidente,

şi totuşi ele nu-s izomorfe: in primul apar cir-

cuite de lungime 4, iar ı̂n al doilea nu !)

G H

Dacă G = (V (G), E(G))este un graf, un auto-

morfism al lui G este o permutare a lui V (G)
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( ϕ : V (G)→ V (G), ϕ bijectivă) cu proprietatea

că induce o permutare a lui E(G)

( ψ : E(G) → E(G), ψ(uv) = ϕ(u)ϕ(v), ∀uv ∈
E(G), este bijectivă ).

Mulţimea automorfismelor grafului G formează,

ı̂n raport cu operaţia de compunere a aplicaţiilor,

un grup numit grupul automorfismelor gra-

fului G, notat Aut(G).

Aut(G) este tranzitiv dacă

∀v ∈ V (G), {w |∃ϕ ∈ Aut(G) : ϕ(v) = w} = V (G)

Exemplu:

0 1

2

3

4

5

6
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2. Variaţii ı̂n definiţia unui graf

a) Dacă ı̂n definiţia unui graf, se consideră

E(G) o multimulţime pe P2

(

V (G)
)

, adică este

dată o funcţie m : P2

(

V (G)
)

→ N, se obţine

noţiunea de multigraf.

Un element e ∈ P2

(
V (G)

)
cu m(e) > 0 este muchie a

multigrafului, simplă dacă m(e) = 1, multiplă dacă

m(e) > 1.

Oricărui multigraf M i se poate asocia un graf G(M),

numit graful suport al lui M , obţinut prin ı̂nlocuirea

fiecărei muchii multiple cu o singură muchie cu ace-

leaşi extremităţi. Pictural, modificările de reprezentare

sunt evidente; graful suport al multigrafului desenat mai

jos, este graful desenat pe pagina precedentă la care se

adauga muchiile 61, 62 şi 63.
0 1

2

3

4

5

6
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b) Dacă ı̂n definiţia unui graf se consideră E(G)
ca o multimulţime pe mulţimea părţilor nevide
cu cel mult două elemente ale lui V (G), atunci
G se numeşte graf general sau pseudograf.
O muchie e ∈ E(G), e = {v} se numeşte buclă
ı̂n v̂ırful v.
Exemplul următor arată un graf general M şi
graful său suport.

0 1

4

5

32

3

0 1

3 2

M

G(M)

Pentru evitarea confuziilor, uneori grafurile –
aşa cum le-am definit– se mai numesc şi grafuri
simple .
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c) Un digraf este o pereche D = (V (D), A(D))

unde V (D) este o mulţime finită nevidă (mulţimea

v̂ırfurilor digrafului D), iar

A(D) ⊆ V (D) × V (D) este mulţimea arcelor

digrafului D.

Dacă a = (u, v) este arc ı̂n D, notăm a = uv şi

spunem că

u şi v ŝınt adiacente;

a este incident din u ;

a este incident spre v;

u domină pe v;

a este incident cu u spre exterior;

a este incident cu v spre interior;

u este extremitatea iniţială a lui a şi v este

extremitatea finală a lui a.

Pictural, digrafurile se reprezintă la fel ca şi

grafurile, adăuĝınd curbei ce uneşte două fig-

uri asociate vârfurilor o săgeată pentru a pre-

ciza perechea de v̂ırfuri corespunzătoare arcu-

lui desenat.
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Exemplu:

0

1

2

3

4

5

6

7

8

99

O pereche de arce de forma vw şi wv se numeşte

pereche simetrică de arce.

Dacă D este un digraf, inversul său D′ este

digraful obţinut din D prin ı̂nlocuirea fiecărui

arc vw cu opusul său wv.

Dacă D este un digraf, atunci ı̂nlocuind fiecare

arc cu mulţimea de v̂ırfuri care ı̂l formează,

obţinem, ı̂n general, un graf general M(D).

Graful suport al acestuia se numeşte graful

suport al digrafului D.
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Dacă M(D) este graf atunci D se numeşte graf

orientat (poate fi ĝındit ca obţinut prin ”ori-

entarea” fiecărei muchii a grafului M(D)).

Un digraf complet simetric este un digraf ı̂n

care fiecare pereche de v̂ırfuri este unită prin

exact o pereche de arce simetrice.

Un turneu este un digraf ı̂n care orice două

v̂ırfuri ŝınt unite prin exact un arc.

0
1

2

3

4

Dinamo

Rapid

Petrolul

StiintaSteaua
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d) Grafurile infinite se obţin prin ı̂nlăturarea

condiţiei de finitudine a mulţimii de v̂ırfuri şi

(sau) muchii. Acestea se consideră a fi numărabile,

iar tratarea lor utilizează instrumente care nu

sunt neaparat combinatorii ( de exemplu, mecan-

isme generative). Un graf G local finit este

un graf infinit ı̂n care NG(v) este finită pentru

orice v̂ırf v.

e) Hipergrafurile se obţin renunţând la condiţia

că muchiile pot avea cel mult două vârfuri,

( se obţin astfel hipermuchiile). Ele se mai

numesc sisteme finite de mulţimi şi vom arăta

că pot fi studiate via grafurile bipartite, deşi

există rezultate combinatorii importante şi cu

aplicaţii directe (de exemplu ı̂n bazele de date)

ı̂n formalismul care urmează extinderea tratării

grafurilor (din punct de vedere combinatoriu

sau algebric).
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3. Grade

Dacă G = (V,E)este un graf şi v ∈ V un v̂ırf

al său, atunci valenţa sau gradul lui v ı̂n G,

notat dG(v) sau ρG(v) este

|{e | e ∈ E, e incidentă cu v}|.
Un v̂ırf de grad 0 se numeşte izolat; un v̂ırf

de grad 1 se numeşte pendant. Dacă toate

v̂ırfurile lui G au aceeaşi valenţă ρ atunci G

se numeşte graf ρ−valent sau ρ−regulat. Un

graf 0−valent se numeşte graf nul. Un graf

3−valent se numeste graf trivalent sau cu-

bic. Un exemplu de graf trivalent este graful

lui Petersen:

Gradul maxim al unui vârf al grafului G se

notează cu ∆(G), iar gradul minim δ(G) .
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Concepte analoage se pot defini şi pentru di-

grafuri. Dacă v este un v̂ırf al digrafului D

atunci valenţa interioară sau gradul interior

notat ρin(v) sau ρ−D(v) sau d−D(v), este numărul

arcelor incidente cu v spre interior; valenţa

exterioară sau gradul exterior notat ρout(v)

sau ρ+
D(v) sau d+

D(v), este numărul arcelor in-

cidente cu v spre exterior.

De exemplu, ı̂n digraful D desenat mai jos avem

d−D(v) = 1, d+
D(v) = 2;

d−D(u) = 3, d+
D(u) = 0;

d−D(w) = 1, d+
D(w) = 3;

 v

u

w

39



4. Subgrafuri

Un subgraf al grafului G = (V (G), E(G))este

un graf H = (V (H), E(H)) care satisface:

V (H) ⊆ V (G) şi E(H) ⊆ E(G).

Dacă ı̂n plus, V (H) = V (G) atunci H se numeşte

graf parţial al lui G (̂ın limba engleză, span-

ning subgraph).

Dacă A ⊆ V (G) atunci [A]G = (A,P2(A) ∩
E(G)) se numeşte subgraf indus ı̂n G de mulţimea

de v̂ırfuri A (se mai notează şi G[A]).

În figura următoare, H este subgraf al lui G iar

subgraful indus de mulţimea de vârfuri {3,4,6,8,10}
este G[{3,4,6,8,10}]:

2
1 3

654

7 8 9

10

G

1 2 3

4 6

7

10

8

H

8

4 10

6

3

G[{4,8,6,3,10}]
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Subgraful [V (G) \A]G se notează G−A şi este

subgraful lui G obţinut prin ı̂ndepărtarea

v̂ırfurilor din A; ı̂n particular, dacă A = {v},
atunci G− {v} se notează G− v.

Dacă E′ ⊆ E(G) atunci 〈E′〉G = (V (G), E′) este

graful parţial secţionat de E′ ı̂n G. G − E′
este prin definiţie 〈E(G) \ E′〉G, iar G − e =

G−{e} (e ∈ E(G)). Pentru G graful din figura

precedentă şi E′ = {12,14,23,25,36,59,710,810,910},
obţinem că 〈E′〉G este graful G′ :

2
1 3

654

7 8 9

10

G’

Concepte similare se pot defini ı̂n mod analog

pentru multigrafuri, grafuri generale sau digra-

furi.
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5. Operaţii cu grafuri

Dacă G = (V (G), E(G))este un graf, atunci :

-complementarul său este graful G cu

V (G) = V (G) şi E(G) = P2

(

V (G)
)

\ E(G).

Graful initial Complementarul Graful complet

-graful reprezentativ al muchiilor lui G este

graful L(G) cu V (L(G)) = E(G) şi

E(L(G)) = {ee′ | e, e′ ∈ E(G), e şi e′ adiacente ı̂n G}.
a

e

f

g

h

b

c
d

Graful initial Line-graful sau

a
b

c h

g

f

d
e
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-graful total al grafului G este graful T(G)

cu V (T(G)) = V (G) ∪ E(G) şi

E(T(G)) = {xy|x, y ∈ V (G) ∪ E(G), x şi y
adiacente sau incidente ı̂n G}.

a

b

c

d

1 2

34

Graful initial

d
a

2

b

3

c

4

1

Graful total

-graful obţinut din G prin inserţia unui v̂ırf

(z) pe o muchie (e = vw) este graful G′ = (V (G)∪
{z}, E(G) \ {vw} ∪ {vz, zw}) (z /∈ V (G), e ∈ E(G)).

v w v

z

w

Două grafuri obţinute prin inserţii succesive de v̂ırfuri

pe muchiile aceluiaşi graf se numesc homeomorfe.
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-graful obţinut din G prin contracţia muchiei

e = vw ∈ E(G) este graful G|e =

(V (G) \ {v,w} ∪ {z}, E([V (G) \ {v,w}]G)∪
{yz | yv sau yw ∈ E(G)}).

v w

z

G|eG

Dacă H se poate obţine prin contracţii suc-

cesive de muchii din graful G, se spune că

G este contractibil la H.

Fie G = (V (G), E(G))şi G′ = (V (G′), E(G′))

două grafuri.

- Dacă V (G) = V (G′) atunci reuniunea celor

două grafuri şi intersecţia lor se definesc

G ∪G′ = (V (G), E(G) ∪ E(G′)),

G ∩G′ = (V (G), E(G) ∩ E(G′)).
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1

5 2

34

1

5

4

2

3

G G’ Intersectia Reuniunea

-Dacă V (G)∩V (G′) = ∅ atunci G ∪G′ = (V (G)∪
V (G′), E(G)∪E(G′)) se numeşte reuniunea

disjunctă a grafurilor G şi G′. Reuniunea

disjunctă a k grafuri izomorfe cu G se notează kG.

1

5 2

34

a

e

d

b

c

G G’ Reuniunea disjuncta

-Suma a două grafuri G şi G′ este graful

G + G′ = G ∪G′.
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G G’ G+G’

-Produsul cartezian al grafurilor G şi G′ este
graful G×G′ cu V (G×G′) = V (G)×V (G′)
şi

E(G×G′) = {(v, w)(v′, w′)|v, v′ ∈ V (G), w, w′ ∈ V (G′)

v = v′şi ww′ ∈ E(G′)sau

w = w′ şi vv′ ∈ E(G)}

G: G’

G x G’
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6. Clase de grafuri

Graful complet de ordin n : Kn

cu
∣
∣
∣V (Kn)

∣
∣
∣ = n şi E(Kn) = P2

(

V (Kn)
)

.

K1 K2 K3 K4 K5

Graful nul de ordin n : Nn = Kn.

N2 N3 N4 N5N1
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Circuitul de ordin n (n ≥ 3) : Cn

cu V (Cn) = {1, . . . , n} şi

E(Cn) = {12,23, . . . , n− 1n, n1}.

C4 C5 C6 C7C3

Drumul de ordin n : Pn

P1 = K1, P2 = K2;

n ≥ 3 : Pn = Cn − e (e ∈ E(Cn)).

P2 P3 P4 P5P1
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Un subgraf complet (de ordin q) al unui graf G

se numeşte clică ( q-clică) a lui G.

Cardinalul maxim al unei clici a lui G se numeşte

numărul de clică sau numărul de densitate

al lui G şi se notează ω(G). Cum, evident

ω(G) = α(G), rezultă că determinarea numărului

de clică al unui graf şi a unei clici de cardinal

maxim este problema P1 cu intrarea G.

Exemple:

omega
2

omega
4

omega
2

omega
5

omega
3

Un graf bipartit este un graf G cu propri-

etatea că V (G) se poate partiţiona ı̂n două

mulţimi independente ı̂n G.

Dacă S şi T satisfac S ∪ T = V (G), S ∪ T = ∅
şi S, T ŝınt independente şi nevide ı̂n G, atunci

graful bipartit G se notează G = (S, T ;E(G)).
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Deci, dacă G = (S, T ;E(G)) este un graf bi-

partit, atunci ∀e ∈ E(G) are o extremitate ı̂n S

şi cealaltă ı̂n T .

Dacă ∀v ∈ S şi ∀w ∈ T vw ∈ E(G), atunci

graful bipartit G = (S, T ;E(G)) se numeşte

graf bipartit complet şi se notează Ks,t unde

s = |S| şi t = |T |.

K2,2 K1,3 K2,3 K3,3K1,1

Pentru orice hipergraf H = (V, E), se poate

asocia un graf bipartit GH = (V, E;E(GH)),

unde ∀v ∈ V , ∀F ∈ E vF ∈ E(GH)⇔ v ∈ F .

F3

G 

2 3

4

5

76

1

F1

F2

Hipergraful H

1

2

3

4

5

6

7

F1

G

F2

F3

Graful bipartit
asociat lui H
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O construcţie inversă evidentă, ne arată că şi

pentru orice graf bipartit se poate asocia un

hipergraf.

Un graf G = (V (G), E(G))se numeşte planar

dacă poate fi reprezentat ı̂n plan astfel ı̂nĉıt

fiecărui v̂ırf să-i corespundă un punct al planu-

lui, iar muchiilor le corespund curbe simple ce

unesc punctele corespunzătoare extremităţilor

lor şi ı̂n plus aceste curbe se interesectează

(eventual) numai ı̂n v̂ırfuri. Un graf care nu-i

planar se numşte neplanar. Exemple minimale

de grafuri neplanare ŝınt grafurile K5 şi K3,3.

Planar Planar K5 neplanarPlanar
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Deşi problema

PLAN Intrare: G un graf.

Intrebare: Este G planar ?

pare mult mai dificilă decât problema stabilei

maxime (P1 din cursul trecut), ea subsumând

noţiuni de topologie, s-a dovedit că este din P

( Hopcroft & Tarjan , 1972, O(n+m)).

O modalitate uzuală de a defini clase de gra-

furi este de a interzice apariţia unor subgrafuri

induse, pentru grafurile acelei clase.

Dacă F este o mulţime de grafuri, atunci un

graf G se numeşte F-liber (sau F-free) dacă

G nu are ca subgraf indus pe niciunul din-

tre grafurile lui F. De exemplu, clasa grafu-

rilor nule poate fi definită ca fiind clasa gra-

furilor K2-free; clasa grafurilor ale căror com-

ponente conexe sunt subgrafuri complete este

clasa grafurilor P3-free;

clasa grafurilor triangulate (sau cordale) este

clasa grafurilor (Ck)k≥4-free.
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7. Drumuri şi circuite

Fie G = (V (G), E(G))un graf.

Se numeşte mers (walk) de lungime r de la

v la w ı̂n G un şir de v̂ırfuri şi muchii

(v =)v0, v0v1, v1, . . . , vr−1, vr−1vr, vr(= w);

v şi w se numesc extremităţile mersului.

Dacă muchiile mersului ŝınt distincte atunci

mersul se numeşte parcurs (trail) ı̂n G de la v

la w.

Dacă v̂ırfurile ŝınt distincte atunci mersul se

numeşte drum (path) de la v la w.

2

1 6

8

9

4

3

5

1
2 8 2 3 6 5

8

9
82198 4

5

M:

T:

6
3 2 8 9

4P:

mers

parcurs

drum
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Dacă v = w atunci mersul (parcursul) se numeşte

ı̂nchis.

Dacă ı̂ntr-un mers toate v̂ırfurile ŝınt distincte,

cu excepţia extremităţilor, atunci mersul se numeşte

circuit (sau drum ı̂nchis).

Un circuit este par sau impar după cum lungimea

sa (numărul muchiilor) este pară sau impară.

2

1 6

8

9

4

3

5

2

1

9
4

8

9

4

8

circuite
impare :

1 9

82

circuit par :

Lungimea celui mai scurt circuit al grafului G

(dacă G are circuite) se numeşte graţia (girth)

grafului G şi se notează cu g(G); lungimea celui

mai lung circuit al lui G se numeşte

circumferinţa lui G şi se notează c(G).
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Dacă v şi w ŝınt v̂ırfuri ale lui G, lungimea

celui mai scurt drum de la v la w ı̂n G se

numeşte distanţa ı̂n G de la v la w şi se notează

dG(v,w).

Diametrul grafului G, notat d(G) este d(G) =

max{dG(v,w)|v, w ∈ V (G)}.

d(G)=3 d(G)=4

În proiectarea reţelelor de interconectare a procesoarelor

este important ca graful G reprezentând reţeaua să aibă

gradul maxim ∆(G) mic (̧restricţie tehnologică) şi di-

ametrul d(G) mic ı̂n raport cu numărul vârfurilor (restricţie

de calitate a interconectării).

Definiţiile de mai sus se extind, ı̂n mod evi-

dent,pentru digrafuri singura modificare fi-

ind aceea că se ı̂nlocuiesc muchiile cu arce.
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Un graf este conex dacă există (măcar) un

drum ı̂ntre orice două v̂ırfuri ale sale; un graf

care nu este conex se numeşte neconex.

Orice graf G poate fi unic exprimat ca o reuni-

une disjunctă de subgrafuri induse, conexe şi

maximale cu această proprietate; aceste sub-

grafuri se numesc componentele conexe ale

grafului G (mai precis, se pot defini componen-

tele conexe ca subgrafurile induse de clasele de

echivalenţă determinate pe V (G) de relaţia de

echivalenţă ρ ⊆ V (G)× V (G) definită prin :

v ρ w ⇔ există ı̂n G un drum de la v la w ).

Graful din figura de mai sus are 4 componente conexe:

una cu 1 vârf, una cu 2 vârfuri şi două cu 5 vârfuri.
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Concepte analoage se pot defini şi pentru di-

grafuri; dacă D este un digraf atunci :

• D este tare conex dacă ∀(v,w) ∈ V (D) ×
V (D) există un drum ı̂n D de la v la w;

• D este unilateral conex dacă ∀(v,w) ∈
V (D) × V (D) există ı̂n D un drum de la

v la w sau un drum de la w la v;

• D este conex dacă G(D), graful suport al

lui D, este conex.

Unilateral
conex Tare conex Conex
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Un graf conex care nu are circuite se numeşte

arbore. Un graf ale cărui componente conexe

ŝınt arbori se numeşte pădure.

Time to leave the trees !!!

Dacă G este un graf conex, un v̂ırf v ∈ V (G) cu

proprietatea că G− v este neconex se numeşte

v̂ırf (punct) de articulaţie; mai general, o

mulţime A de v̂ırfuri ale unui graf G se numeşte

mulţime separatoare de v̂ırfuri (mulţime de

articulaţie) dacă G− A este neconex.

Pct. de 
articulatie

Fara pcte. 
de articulatie

Multime de
articulatie

Fara multimi
de articulatie
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Fie p un număr ı̂ntreg pozitiv;

un graf G cu măcar p v̂ırfuri este p−conex dacă

G = Kp sau are cel puţin p+ 1 v̂ırfuri şi nu are

mulţimi separatoare de v̂ırfuri de cardinal mai

mic deĉıt p.

Evident, G este 1-conex dacă şi numai dacă

este conex. Un graf 2-conex se mai numeşte

şi bloc.

Numărul de conexiune al lui G, notat k(G),

este cel mai mare număr natural p pentru care

G este p−conex.

k(G)=3 k(G)=4
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Dacă G este un graf conex, o muchie e ∈
E(G) cu proprietatea că G − e este neconex

se numeşte punte ı̂n graful G; mai general,

o mulţime A de muchii ale unui graf G se

numeşte mulţime separatoare de muchii dacă

G− A este neconex.

Un graf G cu cel puţin p v̂ırfuri este

p−muchie-conex dacă nu admite mulţimi sep-

aratoare de muchii de cardinal mai mic deĉıt p.

Numărul de muchie-conexiune al lui G, no-

tat λ(G), este cel mai mare număr natural p

pentru care G este p−muchie-conex .

                          Punte Multime separatoare
de muchii

lambda(G)=3
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Un graf (sau digraf) se numeşte eulerian dacă

admite un parcurs ı̂nchis care foloseşte fiecare

muchie a grafului (respectiv, fiecare arc al di-

grafului).

Un (di)graf G se numeşte hamiltonian dacă

are un circuit care trece prin fiecare v̂ırf.

10
7

8 
9

6

4

5

3

11

2

1

Graf Eulerian
Graf care nu-i
hamiltonian

1

8 5

4

7

2 3

6

Graf hamiltonian

În timp ce problema testării dacă un graf este

elerian este foarte simplă (Euler 1736 : conex

şi cu toate vârfurile de grad par), problema

HAM Intrare: G un graf.

Intrebare: Este G hamiltonian ?
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este NP-completă. Apartenenţa la NP este

evidentă: un circuit hamiltonian, se poate in-

dica printr-o permutare a vârfurilor care poate

fi testată ı̂n timp liniar. În schimb pentru prob-

lema

NH Intrare: G un graf.

Intrebare: Este adevărat că G nu-i hamiltonian?

nu se cunoaşte o demonstraţie a apartenenţei

la NP ( se observă că este din co-NP). Nu se

poate da o demonstraţie succintă că graful de

mai jos nu e hamiltonian:

3-conex, planar, si nehamiltonian
(Tutte)
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8. Matrici asociate.

Dacă G = ({v1, . . . , vn}, {e1, . . . , em}) este un

graf, atunci

Matricea de adiacenţă a grafului G este ma-

tricea A = (aij)n×n, unde

aij =







1 dacă vi şi vj ŝınt adiacente

0 altminteri.

Matricea de incidenţă a grafului G este ma-

tricea B = (bij)n×m, unde

bij =







1 dacă vi şi ej ŝınt incidente

0 altminteri.

În cazul digrafurilor, se pot asocia similar astfel

de matrici, ı̂n care, evident se poate indica şi

orientarea arcelor, folosind elementele 0, 1 şi

-1.
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Pentru graful din figura de mai jos,

2
4

5
37

6

1

1 2 4

5

3

matricea de adiacenţă este:

A =











0 1 1 0 0
1 0 0 1 1
1 0 0 1 1
0 1 1 0 1
0 1 1 1 0











,

iar matricea de incidenţă:

B =











0 0 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0 0











.

Valorile proprii şi polinomul caracteristic ale matricii de

adiacenţă se numesc valorile proprii ale grafului, re-

spectiv, polinomul caracteristic al grafului.
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9 Structuri de date utilizate ı̂n reprezentarea

(di)grafurilor.

Fie G = (V,E) un (di)graf cu V = {1,2, . . . , n}
şi |E| = e.

Cele mai uzuale structuri de date utilizate pen-

tru reprezentarea (di)grafului G sunt:

a) matricea de adiacenţă

Dacă A = (aij)n×n este matricea de adiacenţă

a lui G atunci, reprezentarea acesteia cu aju-

torul unui tablou bidimensional va necesita

O(n2) operaţii pentru orice iniţializare, deci orice

algoritm, care foloseşte o astfel de reprezentare,

are complexitatea Ω(n2).

Cu această structură de date testarea dacă

două vârfuri sunt sau nu adiacente se face ı̂n

O(1), dar parcurgerea lui NG(v) (sau N+
G (v)),

pentru un vârf oarecare v ∈ V , necesită Ω(n)

operaţii.

65



b) listele de adiacenţă

Pentru fiecare v̂ırf v ∈ V se consideră o listă

A(v) a vecinilor săi ı̂n G.

Dacă G este graf, atunci A(v) conţine

NG(v) = {v|w ∈ V şi vw ∈ E} iar dacă G este

digraf atunci A(v) conţine

N+
G (v) = {v|w ∈ V şi vw ∈ E}.

Pentru cazul ı̂n care G este graf, fiecare muchie

vw ∈ E va genera două elemente ı̂n listele

de adiacenţă, unul ı̂n A(v) şi celălalt ı̂n A(w).

Spaţiul total de memorie utilizat va fi de O(n+

2e). Pentru cazul ı̂n care G este digraf, spaţiul

de memorie utilizat este de O(n+ e).

Listele de adiacenţă pot fi reprezentate cu aju-

torul tablourilor sau ca structuri dinamice de

date (liste ı̂nlănţuite).

Testarea dacă un vârf fixat v este adiacent cu

un vârf oarecare w ı̂n G se face ı̂n Ω(dG(v)), dar

se poate parcurge NG(v) ı̂n timpul O(dG(v)) şi

nu O(n) ca ı̂n cazul matricii de adiacenţă.
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Pentru digraful desenat mai jos, sunt reprezen-

tate listele de adiacenţă:

1

2 3

5 6

A(1) 3 2

A(2) 
5 3

A(3) 6

A(5) 

A(6) 

Cu noţiunile si terminologia minimală descrisă

ı̂n secţiunile 1-9 ale acestui prim capitol, se

poate trece la probleme algoritmice specifice.
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II Probleme de drum ı̂n (di)grafuri

1. Parcurgeri sistematice ale (di)grafurilor.

Graph search- paradigmă algoritmică utilizată

pentru a desemna o metodă sistematică de

parcurgere a mulţimii vârfurilor la care se poate

ajunge prin drumuri ı̂ntr-un (di)graf de la un

vârf fixat.

Dat G = (V,E) un (di)graf cu mulţimea v̂ırfurilor

V = {1, . . . , n} şi s ∈ V , se cere să se genereze

”eficient” mulţimea

S = {v ∈ V |∃D drum ı̂n G de la s la v}.
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(Di)graful G e reprezentat cu listele de adiacenţă (e
nevoie de aflarea eficientă a mulţimii vecinilor nodului
curent, ı̂n procesul sistematic de vizitare).

Prezentăm succint cele două tehnici principale de par-

curgere.

bfs - breadth first search

Iniţial, ∀v ∈ V are eticheta label(v) < 0.

label(s)← 0 parent(s)← 0;

creează coada Q conţinând s;

while Q 6= ∅ do

{ v←vârful din capul cozii Q;

şterge vârful din capul cozii Q;

for w ∈ A(v) do

{ if label(w) < 0 then

{ label(w)← label(v) + 1;

parent(w)← v;

introdu w ı̂n coada Q

}
}

}
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Evident:

- S = {v ∈ V |label(v) ≥ 0};
- ∀v ∈ V label(v) = dG(s, v);

- variabila parent defineşte arborele bfs aso-

ciat căutării din s: dacă G e graf atunci acesta

este arbore parţial al componentei conexe a
lui G la care aparţine s; dacă G este digraf

atunci acesta este o arborescenţă (arbore ori-

entat cu toate vârfurile accesibile prin drumuri

din rădăcină);

- deoarece fiecare listă de adiacenţă a unui vârf

din mulţimea S este traversată exact o dată,

complexitatea timp a lui bfs(s) este O(nS +

mS), unde nS = |S| iar mS = |E([S]G)|;
În figura următoare sunt desenaţi arborii core-

spunzători lui bfs(1) şi bfs(2).

1

2 3

5 6

A(1) 3 2

A(2) 
5 3

A(3) 6

A(5) 

A(6) 

1

3 2

6 5

0

1 1

2 2

2

5 3

6

0

1 1

2
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dfs - depth first search

Iniţial, ∀v ∈ V are eticheta label(v) < 0

şi toţi pointerii de parcurgere a listelor de adiacenţă sunt la ı̂nceput.

label(s)← 0 parent(s)← 0;

creează stiva S conţinând s;
nS ← 1

while S 6= ∅ do

{ v←vârful din capul stivei S;

w ← next[A(v)]

if ∃w then

if label(w) < 0 then

{ label(w)← nS; nS++;

parent(w)← v;

introdu w ı̂n stiva S
}
else NOP (aici; dar se poate utiliza !!)

else şterge vârful din capul stivei S
// s-a terminat căutarea din v;

}

Iarăşi, rezultă imediat că

S = {v ∈ V |label(v) ≥ 0} şi complexitatea timp

a lui dfs(s) este O(nS +mS).
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Pentru exemplul nostru de lucru, arborii dfs(1)

şi dfs(2) sunt ilustraţi mai jos.
1

2 3

5 6

A(1) 3 2

A(2) 
5 3

A(3) 6

A(5) 

A(6) 

1

3 2

6 5

0

1 3

2 4

2

5 3

6

0

1 2

3

Parcurgerile sistematice sunt importante pentru obţinerea
unor algoritmi eficienţi pentru determinarea componen-
telor conexe ı̂n grafuri, pentru determinarea componen-
telor tari conexe ı̂n digrafuri, componentelor 2-conexe ı̂n
grafuri etc., (care sunt preprocesări uzuale pentru prob-
leme mai complicate).

Ele sunt esenţiale ı̂n problemele din Inteligenţa Artifi-

cială, unde spaţiul stărilor de căutare poate fi văzut ca

un graf . De data aceasta graful este dat implicit; ı̂n

fiecare nod (stare) se dispune de un predicat precondiţie

care este utilizat de o funcţie neighbours care intoarce

lista nodurilor accesibile ı̂n contextul curent din acel nod.

Graful explicit care se poate construi ı̂n principiu, este

folosit pentru descrierea algoritmului şi analizele de com-

plexitate.
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2. Probleme de drum minim.

Fie G = (V,E) un digraf cu mulţimea v̂ırfurilor

V = {1, . . . , n}. Considerăm dată o funcţie

a : E → R cu interpretarea:

∀ij ∈ E a(ij) =costul arcului ij (ponderea,

lungimea, etc).

Dacă digraful G este reprezentat cu ajutorul

listelor de adiacenţă, atunci costul arcului ij

este un ĉımp ı̂n nodul din lista de adiacenţă a

lui i ce reprezintă acest arc.

Pentru uşurinţa notaţiilor vom folosi reprezentarea

digrafului G cu ajutorul matricii de cost-adiacenţă

A = (aij)n×n cu

aij =







a(ij) dacă ij ∈ E
∞ altfel

Aici ∞ desemnează un număr real mare ı̂n ra-

port cu celelalte costuri (de exemplu ∞ > n×
maxij∈E a(ij)) şi vom presupune ı̂n plus că
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∞∓ a =∞, ∞+∞ =∞.

(Este posibil, de asemenea, ca ∞ să semnifice

acces terminat cu insucces ı̂n structura de date

ı̂n care se reprezintă matricea A).

Dacă i, j ∈ V , vom nota cu

Dij = {Dij | Dij drum ı̂n G de la i la j}.
Pentru Dij ∈ Dij
Dij : (i =)v0, v0v1, v1, . . . , vr−1, vr−1vr, vr(= j)

mulţimea v̂ırfurilor este V (Dij) = {v0, v1, . . . , vr}
şi mulţimea arcelor

E(Dij) = {v0v1, v1v2, . . . , vr−1vr}.

Orice v̂ırf k 6= i, j al lui Dij, determină pe Dij
două drumuri Dik ∈ Dik şi Dkj ∈ Dkj. Vom

nota Dij = Dik ◦Dkj.

Costul unui drum Dij ∈ Dij se defineşte

a(Dij) = 0 +
∑

ij∈E(Dij)

aij.

În particular, a(Dii) = 0.
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Principalele probleme de drum (de cost) minim

care apar ı̂n aplicaţii practice (sau ŝınt utile ı̂n

rezolvarea altor probleme de optimizare com-

binatorie) ŝınt:

P1 Date G digraf;a : E(G)→ R; s, t ∈ V (G),s 6= t.

Să se determine D∗st ∈ Dst, astfel ı̂nĉıt

a(D∗st) = min{a(Dst) | Dst ∈ Dst}.

P2 Date G digraf; a : E(G)→ R; s ∈ V (G).

Să se determine D∗si ∈ Dsi ∀i ∈ V (G), a.̂ı.

a(D∗si) = min{a(Dsi) | Dsi ∈ Dsi}.

P3 Date G digraf; a : E(G)→ R.

Să se determine D∗ij ∈ Dij ∀i, j ∈ V (G), a.̂ı.

a(D∗ij) = min{a(Dij) | Dij ∈ Dij}.

Observaţii:

1. Cu convenţia folosită ı̂n reprezentarea ma-

tricilor de cost adiacenţă, se poate considera

că Dij 6= ∅ ∀i, j ∈ V .
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Dacă a(Dij) <∞ atunci Dij este drum (adevărat)

ı̂n G de la i la j, iar dacă a(Dij) =∞, atunci Dij
este drum ı̂n digraful complet simetric obţinut

din G prin adăugarea arcelor lipsă, cu costul

∞.

Rezultă că toate mulţimile pe care se con-

sideră minimele ı̂n problemele precedente, ŝınt

nevide şi, cum digrafurile considerate ŝınt fi-

nite, rezultă că aceste mulţimi ŝınt finite (̂ın

fiecare drum v̂ırfurile ŝınt distincte), deci min-

imele considerate există.

2. Algoritmii de rezolvare a problemei (P1)

se obţin din algoritmii de rezolvare a proble-

mei (P2) adăuĝındu-li-se un test suplimentar

(evident) de oprire.

3. Problema (P3) se poate rezolva iter̂ınd un

algoritm de rezolvare a problemei (P2). Ŝınt

posibile ı̂nsă soluţii mai eficiente.
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Aplicaţii. Vom schiţa ı̂n continuare trei aplicaţii

practice posibile ale acestor probleme.

a) G = (V,E) reprezintă o reţea de comunicaţie

cu nodurile V şi rutele directe ı̂ntre noduri

form̂ınd mulţimea E.

Dacă a(e) reprezintă lungimea arcului e, atunci

cele trei probleme de mai sus reprezintă prob-

leme naturale, care se pun ı̂n astfel de reţele:

”determinarea drumurilor celor mai scurte”.

Dacă pij ∈ (0,1] este probabilitatea de funcţionare

a arcului ij ∈ E atunci, presupun̂ınd că arcele

funcţionează independent unele de altele, prob-

abilitatea de funcţionare a drumului D este

p(D) =
∏

ij∈E(D)

pij.

Consider̂ınd aij = − log pij, problema drumului

de cost minim de la s la t semnifică deter-

minarea drumului cel mai sigur de la s la t.
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b) Reţele PERT (Project Evaluation and Re-

view Technique).

Fie P = {A1, . . . , An}mulţimea activităţilor atom-

ice ale unui proiect de anvergură (n este mare).

P este o mulţime parţial ordonată cu relaţia de

ordine

Ai < Aj ⇔ activitatea Aj nu poate ı̂ncepe

deĉıt după terminarea activităţii Ai.
Se cunoaşte, pentru fiecare activitate Ai tim-

pul de execuţie ti.

Se cere să se determine un plan de orga-

nizare a proiectului astfel ı̂nĉıt timpul to-

tal de execuţie să fie minim. (Notăm că

problemele practice ŝınt mai complexe datorită

restricţiilor de utilizare concurentă a resurselor

- oameni, utilaje, etc. - de către diversele ac-

tivităţi).

Ideea generală pe care se bazează pachetele

soft care rezolvă astfel de probleme este de

a asocia proiectului un digraf aciclic (reţeaua

PERT) astfel:
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Fiecărei activităţi Al i se asociază arcul iljl de

cost a(iljl) = tl.
Nodul il reprezintă evenimentul de ı̂nceput al

activităţii Al, iar nodul jl reprezintă evenimen-

tul de sf̂ırşit al activităţii Al.

Dacă activitatea Ak poate ı̂ncepe imediat după

terminarea activităţii Al, se introduce ı̂n digraf

arcul jlik ( activitate fictivă) de cost 0.

Se asociază un eveniment s (START) unit prin

arce de cost 0 cu elementele minimale ale lui

(P,<) şi un eveniment t (END) de care vor fi

unite prin ĉıte un arc fiecare element maximal

al lui P .

În digraful obţinut (care este evident aciclic)

costul maxim al unui drum de la s la t reprezintă

cel mai scurt timp posibil de execuţie a proiec-

tului.

Un drum de cost maxim se numeşte drum

critic, ı̂ntruĉıt ı̂nt̂ırzierea oricărei activităţi core-

spunzătoare unui arc de pe drumul critic con-

duce la ı̂nt̂ırzierea ı̂ntregului proiect.
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Figura de mai jos ilustrează tipul de digraf

(aciclic) care se formează şi se evidenţiază un

posibil drum critic. Dificultatea majoră este

ı̂n construcţia digrafului (modelarea problemei

reale) şi problema devine extrem de interesantă

dacă (dar şi NP-dificilă) dacă se introduc şi

alte tipuri de restricţii ı̂ntre activităţi (nu nu-

mai temporale).

0

A1: t1

0
A2: t2

0
A3: t3

A4: t4

A5: t5

A6: t6

A7: t7

A8: t8

A9: t9

A10:t10

0       

0

0

0

0 0

                                                0  0

0

0

0

Start

End

0

0

c) Problema rucsacului. Dispunem de n obiecte

de volume a1, . . . , an şi de un rucsac de volum

b (ai ∈ Z+, i = 1, n, b ∈ Z+, ai ≤ b ∀i = 1, n).
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Cunosĉınd ”profitul” pi ∈ R+ adus de intro-

ducerea obiectului i ı̂n rucsac, se cere să se

determine o ı̂ncărcare a rucsacului de profit

total maxim:

max
{ n∑

i=1

pixi |
n∑

i=1

aixi ≤ b, xi ∈ {0,1}∀i = 1, n
}

.

Problema, deşi interesantă ı̂n unele aplicaţii

(de exemplu la ı̂ncărcarea vapoarelor ı̂ntr-un

port) a fost aleasă pentru a pune ı̂n evidenţă

legătura dintre metoda programr̆ii dinamice (dis-

crete) şi problemele de drum minim ı̂ntr-un di-

graf.

Considerăm G = (V,E) un digraf cu

V = {s} ∪ V1 ∪ V2 ∪ . . . ∪ Vn ∪ {t}, unde

Vi = {i0, i1, . . . , ib} este asociat obiectului i, i =

1, n.

Arcele lui G ŝınt:
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• s10 şi s1a1 cu a(s10) = 0 şi a(s1a1) = p1.

( se pune obiectul 1 ı̂n rucsac şi se obţine profitul

p1, ajungându-se la nivelul a1 de umplere, sau nu se

pune obiectul 1 ı̂n rucsac, profitul fiind 0 şi nivelul

de umplere rămânând 0).

• ∀i = 2, n ∀j = 0, b:

(i− 1)jij cu a((i− 1)jij) = 0;

(dacă decidem să nu introducem obiectul i ı̂n ruc-

sac, atunci de la ı̂ncărcarea rucsacului cu primele

i − 1 obiecte se trece la o ı̂ncărcare cu primele i

obiecte ı̂n care nu este selectat obiectul i, deci se

rămâne pe acelaşi nivel de ı̂ncărcare j, iar profitul

ce se va adăuga este 0).

Dacă j − ai ≥ 0 atunci avem şi arcul

(i− 1)j−ai ij cu a
(

(i− 1)j−ai ij
)

= pi.

(se poate ajunge la o ı̂ncărcare j prin introducerea

obiectului i de volum ai la o ı̂ncărcare a primelor

i− 1 obiecte de nivel j − ai).

• ∀j = 0, b: njt cu a(njt) = 0.
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Figura următoare ilustrează construcţia aces-

tui digraf.

0

0

0

0

0

0

0

0

p1

0

p2

p2

1:b 2:b n:b

t

2:a2 n:2

1:1 2:1 n:1

s 1:0 2:0 n:0

1:a1 2:a1

2:a1+a2

83



Se observă din construcţie, că orice drum de

la s la t ı̂n G corespunde unei submulţimi de

obiecte cu suma volumelor mai mică sau egală

cu b şi de profit egal cu costul acestui drum.

Reciproc, oricărei mulţimi de obiecte cu suma

volumelor nedepăşind b ı̂i corespunde un drum

de la s la t ı̂n G.

Rezultă că dacă ı̂n digraful G se determină un

drum de cost maxim de la s la t se rezolvă

problema rucsacului.

Notăm că descrierea (statică) a digrafului G

poate fi uşor transformată ı̂n una procedurală

astfel ı̂nĉıt digraful să reprezinte doar ilustrarea

unei metode de programare dinamincă (prospec-

tivă) pentru rezolvarea problemei rucsacului.

Atenţie ! Problema rucsacului este referită uzual

ca una din problemele NP-dificile. Soluţia polinomială

descrisă mai sus conduce la un digraf aciclic cu O(nb)

vârfuri, care nu-i dimensiunea intrării !!!
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Rezolvarea problemei P2

Teoremă. 1. Fie G = (V,E) digraf, V =

{1, . . . , n}, s ∈ V şi a : E → R, astfel ı̂nĉıt

(I) ∀C circuit ı̂n G, a(C) > 0.

Atunci (u1, . . . , un) este o soluţie a sistemului

(∗)







us = 0

ui = min
j 6=i

(uj + aji) ∀i 6= s.

dacă şi numai dacă ∀i ∈ V , ∃D∗si ∈ Dsi astfel

ı̂nĉıt a(D∗si) = ui şi a(D∗si) = min{a(D) | D ∈
Dsi}.

Demonstraţie: ”⇐” Fie D∗si ( i ∈ V ) soluţii

ale problemei (P2) cu a(D∗si) = min{a(D) | D ∈
Dsi}. Notăm cu ui = a(D∗si) (i ∈ V ).
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Ipoteza (I) asigură faptul că us = 0, adică

prima ecuaţie a sistemului (*) este verificată.

Pentru i 6= s drumul D∗si are un penultim v̂ırf

j. Dacă Dsj este drumul de la s la j determi-

nat pe D∗si de v̂ırful j, avem: ui = a(D∗si) =

a(Dsj) + aji ≥ a(D∗sj) + aji = uj + aji.

Arătăm că ui = uj + aji.

Presupunem că ui > uj + aji, adică a(Dsj) >

a(D∗sj). Avem două cazuri posibile:

1. i 6∈ V (D∗sj). Atunci D1 = D∗sj ◦ (j, ji, i) ∈ Dsi
şi a(D1) = a(D∗sj)+aji < a(Dsj)+aji = a(D∗si),
ceea ce contrazice alegerea drumului D∗si (vezi

figura următoare).

s

  j 
 i

D sj

Dsj
*
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2. i ∈ V (D∗sj). Fie D∗sj = Dsi ◦ Dij cele două

drumuri determinate pe D∗sj de v̂ırful i. Atunci

circuitul C = Dij ◦ (j, ji, i) are costul a(C) =

a(Dij) +aji = a(D∗sj)−a(Dsi) +aji = uj +aji−
a(Dsi) ≤ uj+aji−a(D∗si) = uj+aji−ui < 0, con-

traziĉınd ipoteza (I) (vezi figura următoare).

s

  j 
 i

D sj

Dsj
*

C

Dij

Deci am demonstrat că ∀i 6= s⇒ ui = uj + aji.

Dacă ui nu satisface (*), atunci ar exista j1
astfel ı̂ncât ui > uj1 + aj1i. Atunci, ca mai sus,

se poate construi un drum de cost mai mic

decât ui de la s la i.
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Rezultă că suficienţa teoremei este demonstrată.

Notăm că de fapt am dovedit mai sus că a(Dsj) =

a(D∗sj) adică, dacă j este v̂ırful dinaintea lui i

pe un drum de cost minim de la s la i atunci

şi porţiunea de drum de la s la j este drum de

cost minim de la s la j. Inductiv, rezultă :

(Principiul optimalităţii al lui Bellman) dacă

D∗si este drum de cost minim de la s la i atunci

∀j ∈ V (D∗si), dacă D∗si = Dsj ◦ Dji atunci Dsj
(respectiv Dji) ŝınt drumuri de cost minim de

la s la j (respectiv de la j la i).

”⇒”. Dovedim că dacă (u1, . . . , un) este o

soluţie a lui (*) atunci

(a) ∃Dsi ∈ Dsi : ui = a(Dsi), ∀i ∈ V.
(b) ∀i ∈ V ui = min{a(D) | D ∈ Dsi}(= a(D∗si)).
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(a) Dacă i = s, atunci us = 0 şi drumul Dss
satisface a(Dss) = 0 = us.

Dacă i 6= s, considerăm următorul algoritm:

v ← i; k ← 0;

while v 6= s do

{ determină w astfel ı̂nĉıt uv = uw + awv;

// ∃w pentru că uv satisface (*)

ik ← v; k + +; v ← w

}
ik+1 ← s

Să observăm că algoritmul determină drumul

D : (s =)ik+1, ik+1ik, . . . , i1, i1i0, i0(= i)

cu D ∈ Dsi satisfăĉınd a(D) = a(ik+1ik)+ · · ·+
a(i1i0) = (uik − uik+1

) + (uik−1
− uik) + · · · +

(ui0 − ui1) = ui0 − uik+1
= ui − us = ui.

Nu este posibil ca ı̂ntr-o iteraţie oarecare w ∈
{i0, . . . , ik−1}, căci atunci s-ar obţine un circuit

C de cost total 0, contraziĉınd ipoteza (I).
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Din construcţie, se observă că ui = ui1 + ai1i.

(b) Fie ui = a(D∗si) ∀i ∈ V . Conform primei

părţi a demonstraţiei ui, i = 1, n, satisfac sis-

temul (∗). Presupunem că u = (u1, . . . , un) 6=
u = (u1, . . . , un). Cum us = us = 0, rezultă că

există i 6= s astfel ı̂nĉıt ui 6= ui şi ∀j ∈ V (Dsi),

j 6= i, uj = uj, unde Dsi este drumul construit

la (a) pentru ui. Atunci avem:

ui > ui = ui1 + ai1i = ui1 + ai1i
(din alegerea lui i)

≥ ui pentru că ui satisface (*).

Contradicţia găsită arată că u = u, deci că ui
reprezintă costuri de drumuri minime.
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Observaţii 1. Din demonstraţie rezultă că pen-

tru rezolvarea problemei P2 este suficient să

obţinem o soluţie a sistemului (∗). Drumurile

corespunzătoare se obţin ca la (a).

Algoritmii pe care ı̂i vom prezenta se vor ocupa

de rezolvarea sistemului (∗). Totuşi, dacă avem

ui = uk + aki atunci aşa cum am văzut, k este

v̂ırful dinaintea lui i de pe drumul minim de la

s la i de cost ui.

Rezultă că dacă ı̂n algoritmul de rezolvare a lui

(∗) construim un tablou ı̂nainte[1..n] cu com-

ponente din V ∪ {0, } cu interpretarea finală

”̂ınainte[i]=v̂ırful dinaintea lui i de pe drumul

minim de la s la i”, atunci v̂ırfurile acestui drum

pot fi determinate ı̂n O(n) construind şirul i,
ı̂nainte[i], ı̂nainte[̂ınainte[i]],. . . p̂ınă se depis-

tează v̂ırful s.

2. Dacă algoritmii de rezolvare a lui (∗) vor

evita (prin modul de actualizare a vectorului

ı̂nainte) apariţia circuitelor de cost total 0, atunci

se observă că,
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deşi nu mai are loc unicitatea soluţiei sistemu-

lui (∗), problema (P2) este rezolvată. Rezultă

că aceşti algoritmi vor rezolva problema (P2)

ı̂n condiţia

(I ′) ∀C circuit ı̂n G, a(C) ≥ 0.

3. În cazul grafurilor, rezolvarea problemelor

(P1)-(P3) corespunzătoare se poate face uti-

liẑınd algoritmii pentru digrafuri, prin ı̂nlocuirea

fiecărei muchii cu o pereche de arce simet-

rice de acelaşi cost ca şi muchia pe care o

ı̂nlocuiesc.

Dificultatea unei astfel de abordări rezultă din

introducerea pentru muchii de cost negativ a

unor circuite de lungime 2 de cost negativ.

Deci, ı̂n cazul grafurilor, algoritmii pentru

digrafuri ŝınt valabili doar dacă toate cos-

turile ŝınt nenegative.
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4. Av̂ınd ı̂n vedere că mulţimile Dij ŝınt finite,

se pot considera probleme analoge problemelor

(P1)-(P3) ı̂nlocuind min cu max.

Utilizarea ideii uzuale,

max
x∈A

x = −(min
x∈A

(−x))

prin ı̂nlocuirea costurilor aij cu −aij este posi-

bilă doar ı̂n cazul digrafurilor ı̂n care pentru

orice circuit C avem a(C) ≤ 0.

În particular, această abordare este posibilă ı̂n

cazul digrafurilor fără circuite (ca ı̂n aplicaţiile

b) şi c) prezentate).

Dacă digraful iniţial are circuite, problemele

de drum de cost maxim se pot dovedi uşor

(prin reducerea polinomială la probleme hamil-

toniene) a fi NP -dificile.
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Rezolvarea problemei (P2) ı̂n cazul digra-

furilor fără circuite

O numerotare aciclică a (v̂ırfurilor) digrafu-

lui G = (V,E) este un vector ord[v] v ∈ V ,

(cu interpretarea ord[v] = numărul de ordine

al v̂ırfului v) astfel ı̂nĉıt

∀vw ∈ E ⇒ ord[v] < ord[w].

Are loc următoarea

Lemă. G este un digraf fără circuite dacă şi

numai dacă admite o numerotare aciclică .

Demonstraţie. Este evident că dacă G ad-

mite o numerotare aciclică atunci G nu are cir-

cuite (dacă v1, v2, . . . , vk, v1 ŝınt v̂ırfurile unui

circuit atunci, cum G are o numerotare aci-

clică, obţinem ord[v1] < ord[v2] < . . . < ord[vk] <

ord[v1], contradicţie ).
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Reciproc, dacă G nu are circuite atunci ex-

istă un v̂ırf v0 ∈ V astfel ı̂nĉıt d−G(v0) = 0

(altfel, datorită finitudinii digrafului, se poate

construi un circuit); punem ord[v0] ← 1, con-

siderăm G ← G-v0 şi repetăm raţionamentul

(proprietatea de a nu avea circuite se trans-

mite la subdigrafuri induse).

Aflarea unei numerotări aciclice a unui digraf

se numeşte şi sortare topologică ı̂ntrucât se

sortează mulţimea V ı̂ntr-un mod compatibil

cu ”topologia” digrafului.

Vom presupune că digraful este reprezentat

cu ajutorul listelor de adiacenţă. Dimensiunea

problemei este O(n+ e).

Vom construi un algoritm care să rezolve prob-

lema ı̂n timp O(n+ e).

Acest lucru este posibil datorită unei utilizări

judicioase a structurilor de date.

Linia algoritmului:
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- determinăm gradele interioare ale v̂ırfurilor,

parcurgând toate listele de adiacenţă (la ı̂ntâlnirea

lui w ı̂n lista de adiacenţă a unui vârf oarecare

v se execută d−G(w)++ ;

- Parcurgem vectorul d−G şi v̂ırfurile de grad in-

terior 0 le memorăm ı̂ntr-o stivă S0;

(a)- scoatem v̂ırful din topul stivei S0 şi-l nu-

merotăm;

(b)- scădem 1 din gradele interioare ale v̂ırfurilor

din lista de adiacenţă a v̂ırfului tocmai numero-

tat(”̂ıl scoatem din digraf”) ;

(c)- ı̂n modificarea anterioară, crearea unui v̂ırf

de grad interior 0 va implica memorarea lui ı̂n

stiva S0;

(d)- reluăm secvenţa (a) − (c) p̂ınă ĉınd stiva

devine vidă.

Dacă nu s-au numerotat toate v̂ırfurile rezultă

că digraful conţine circuite; ı̂n cazul epuizării

v̂ırfurilor, s-a obţinut numerotarea aciclică dorită

(sortarea topologică).
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Revenim la rezolvarea problemei P2.

În acest caz, după sortarea topologică a digrafului, vom

că considera vârfurile sunt ordonate conform numerotării

aciclice(vârful 1 numerotat cu 1, vârful 2 numerotat cu

2 etc.) şi ı̂n plus vârful s din enunţul problemei P2 este

vârful 1(pentru că nu vor exista drumuri de la vârful s la

vârfuri cu număr de ordine mai mic decât el). În aceste

ipoteze sistemul (∗) se poate rezolva prin substituţie:

1. Sortează topologic G; {O(n+ e) operaţii }
2. u1 ← 0; ı̂nainte[1]← 0;

for i := 2 to n do

{ ui←∞; ı̂nainte[i]← 0;

for j := 1 to i− 1 do

if ui > uj + aji then

{ ui← uj + aji;

ı̂nainte[i]← j

}
}

Complexitatea pasului 2 este, evident

O(1 + 2 + · · ·+ n− 1) = O(n2).
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Rezolvarea problemei (P2) ı̂n cazul cos-

turilor nenegative.

Algoritmul lui Dijkstra

Dacă aij ≥ 0 ∀ij ∈ E, atunci condiţia (I’) este

ı̂ndeplinită şi o soluţie a sistemului (∗) se poate

obţine cu ajutorul următorului algoritm (Dijk-

stra, 1961).

Se consideră S ⊆ V astfel ı̂nĉıt pe parcursul
algoritmului are loc
(D) :
{ ∀i ∈ S ui = min{a(Dsi) | Dsi ∈ Dsi}
∀i ∈ V \ S ui = min{a(Dsi) | Dsi ∈ Dsi, V (Dsi) \ S = {i}}

Dacă se reuşeşte construirea lui S astfel ı̂nĉıt

S = V , atunci problema e rezolvată.

Iniţial, se va considera S = {s} şi ı̂n n− 1 paşi

se adaugă la S ĉıte un nou v̂ırf din V .
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Algoritmul lui Dijkstra

1. S ← {s}; us ← 0; ı̂nainte[s]← 0;

for i ∈ V \ {s} do
{ ui← asi; ı̂nainte[i]← s }

// după aceste iniţializări (D) are loc

2. while S 6= V do
{

determină j∗ ∈ V \ S : uj∗ = min{uj | j ∈ V \ S};
S :← S ∪ {j∗};
for j ∈ V \ S do

if uj > uj∗ + aj∗j then

{ uj ← uj∗ + aj∗j; ı̂nainte[j]← j∗ }
}

Corectitudinea algoritmului va rezulta dacă vom

arăta că, dacă ı̂naintea unei iteraţii din pa-

sul 2 are loc (D), atunci, după execuţia acelei

iteraţii, (D) are loc de asemenea.

Arătăm mai ı̂nt̂ıi că ı̂n ipoteza că (D) are loc,

atunci adăugarea lui j∗ la S nu contrazice (D).

Deci trebuie dovedit că dacă uj∗ = min{uj | j ∈
V \ S} atunci uj∗ = min{a(Dsj∗) | Dsj∗ ∈ Dsj∗}.
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Presupunem că există D1
sj∗ ∈ Dsj∗ astfel ı̂nĉıt

a(D1
sj∗) < uj∗.

Cum S satisface (D), avem

uj∗ = min{a(Dsj∗) | Dsj∗ ∈ Dsj∗, V (Dsj∗) \ S =

{j∗}}. Rezultă că V (D1
sj∗) \ S 6= {j∗}.

Fie k primul v̂ırf al drumului D1
sj∗ (̂ın parcurg-

erea sa din s) astfel ı̂nĉıt k /∈ S.

Atunci a(D1
sj∗) = a(D1

sk) + a(D1
kj∗).

Din alegerea lui k, avem V (D1
sk) \ S = {k} şi

cum (D) are loc, avem a(D1
sk) = uk. Obţinem

uj∗ > a(D1
sj∗) = uk+a(D∗kj) ≥ uk (costurile ŝınt

nenegative), ceea ce contrazice alegerea lui j∗.
Contradicţia obţinută arată că, după atribuirea

S := S ∪ {j∗}, prima parte a condiţiei (D) are

loc.

Pentru ca şi cea de-a doua parte a condiţiei (D)

să aibă loc după această atribuire, să observăm

că ∀j ∈ V \ (S ∪ {j∗}) avem

min{a(Dsj) | Dsj ∈ Dsj, V (Dsj) \ (S ∪ {j∗}) =

{j}} = min
(

min{a(Dsj) | Dsj ∈ Dsj, V (Dsj) \
S = {j}},min{a(Dsj) | Dsj ∈ Dsj, V (Dsj) \ S =

{j, j∗}
)

.
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Cum (D) are loc, primul din cele două minime

de mai sus este uj. Fie αj valoarea celui de-

al doilea minim şi fie D1
sj drumul pentru care

se realizează. Cum j∗ ∈ V (D1
sj), avem αj =

a(D1
sj∗) + a(D1

j∗j).

Întruĉıt S ∪ {j∗} satisfce prima parte a lui (D),

avem a(D1
sj∗) = uj∗ (altfel s-ar contrazice alegerea

lui D1
sj ı̂nlocuind ı̂n D1

sj, porţiunea D1
sj∗ cu un

drum de cost mai mic). Deci αj = uj∗ +

a(D1
j∗j).

Dacă drumul D1
j∗j este de lungime 1 atunci

avem αj = uj + aj∗j.
Altfel, consider̂ınd k v̂ırful dinaintea lui j de

pe drumul D1
sj avem k 6= j∗, k ∈ S şi αj =

a(D1
sk) + akj. Cum S ∪ {j∗} satisface prima

parte a lui (D), obţinem αj = uk + akj.

Întruĉıt S satisface (D), uk este costul unui

drum minim de la s la k cu v̂ırfurile conţinute

ı̂n S deci αj este costul unui drum de la s la j
cu v̂ırfurile conţinute ı̂n S. Rezultă că αj ≥ uj,
căci S satisface (D).
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Am obţinut că singurul caz ı̂n care αj < uj este

atunci ĉınd αj = uj∗+aj∗j < uj, situaţie testată

ı̂n ciclul for al pasului 2.

Rezultă că (D) are loc pe tot parcursul algo-

ritmului şi deci valorile finale ale variabilelor

ui reprezintă soluţia sistemului (∗). Evident,

tabloul ı̂nainte este actualizat pentru memo-

rarea implicită a drumurilor de cost minim.

Complexitatea timp a algoritmului, ı̂n de-

scrierea dată este O(n2) datorită selectării min-

imelor din pasul 2.

Este posibilă organizarea unor cozi cu priori-

tate (de exemplu heap-urile) pentru a memora

valorile ui, i ∈ U = V \S, astfel ı̂nĉıt extragerea

minimului să se facă ı̂n O(1), iar actualizările

necesare ı̂n pasul 2 să se facă ı̂n timpul to-

tal de O(m logn) unde m = |E| (executându-

se O(m) descreşteri de valori ui, fiecare nece-

sitând O(logn) operaţii; Johnson ,1977).
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Cea mai bună implementare se obţine utilâzând

heap-uri Fibonacci, ceea ce conduce la o com-

plexitate timp de O(m + n logn) (Fredman şi

Tarjan, 1984).

Opădure cu rădăcini ( rooted forest) este un

digraf aciclic D = (V,A) cu proprietatea că

fiecare vârf are gradul interior cel mult 1.

Vârfurile de grad interior 0 sunt rădăcinile lui

D, iar cele cu grad exterior 0 sunt frunzele lui

D.

Dacă uv ∈ A atunci u este părintele lui v iar v

este copilul lui u.

Dacă pădurea are o singură rădăcină, atunci

ea este un arbore cu rădăcină.

O pădure Fibonacci este o pădure cu rădăcini

F = (V,A) ı̂n care copiii fiecărui vârf v pot fi

ordonaţi astfel ı̂ncât copilul numărul i are la

rândul său cel puţin i− 2 copii.
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Teoremă. Într-o pădure Fibonacci F = (V,A)

fiecare vârf are cel mult 1 + 2 log |V | copii.

Dem. Notăm cu σ(v) numărul vârfurilor acce-

sibile din v ı̂n F (ordinul subarborelui cu rădăcina

v).

Arătăm că σ(v) ≥ 2(d+(v)−1)/2, care va implica

prin logaritmare afirmaţia din enunţul teore-

mei.

Se observă că inegalitatea precedentă are loc

pentru v frunză, aşa că utilizăm un raţionament

inductiv.

Fie k = d+(v) şi fie vi copilul numărul i al lui

v (i = 1, . . . , k).

Avem, σ(vi) ≥ 2(d+(vi)−1)/2 ≥ 2(i−1)/2, ı̂ntrucât

d+(vi) ≥ i− 2.

Deci σ(v) = 1+
∑k
i=1 σ(vi) ≥ 1+

∑k
i=1 2(i−3)/2 ≥

· · · ≥ 2(k−1)/2, şi teorema e demonstrată.
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Un heap Fibonacci conţinând valorile reale

(uj; j ∈ U) este o pădure Fibonacci F = (U,A)

(fiecare vârf j are ordonaţi copii astfel ı̂ncât

copilul numărul i are cel puţin i−2 copii) ı̂n care

este precizată o mulţime T ⊂ U astfel ı̂ncât:

( i) dacă jk ∈ A atunci uj ≤ uk;

(ii) dacă h este copilul numărul i al lui j şi h 6∈ T
atunci h are cel puţin i− 1 copii;

(iii) dacă j1 şi j2 sunt două rădăcini distincte

atunci d+(j1) 6= d+(j2).

Teorema anterioară ne asigură că numărul

rădăcinilor nu va depăşi 2 + 2 log |U |.

Heapul Fibonacci va fi reprezentat cu ajutorul

următoarei structuri de date:

- câte o listă dublu ı̂nlănţuită Cj a copiilor

fiecărui j ∈ U ;

-funcţia p : U → U , unde p(j) = părintele lui j

(dacă j e rădăcină p(j) = j);
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-funcţia d+ : U → N;

-funcţia b : {0, . . . , t} → U (cu t = 1+⌈2 log |U |)
cu proprietatea că b(d+(j)) = j pentru fiecare

rădăcină j;

-funcţia l : U → {0,1} cu l(j) = 1 dacă şi nu-

mai dacă j ∈ T .

Teoremă. Pentru găsirea şi ştergerea de n ori

a unui j care minimizează uj şi descreşterea de

m ori a unei valori uj, structura de date poate

fi actualizată ı̂n timpul O(m+p+n log p), unde

p este numărul de vârfuri din pădurea iniţială.

Dem. Pentru găsirea unui j care minimizează

uj este suficient să parcurgem ub(i) pentru i =

0, . . . , t, deci ı̂n O(log p). Un astfel de element

j (cu uj minim) se poate şterge astfel:

-fie v1, . . . , vk copii lui j;

-ştergem j şi arcele ce ies din j din pădure;

-acum v1, . . . , vk au devenit rădăcini, iar condiţiile

(i) şi (ii) nu-s afectate;

106



-pentru repararea condiţiilor (iii) se execută

pentru fiecare r = v1, . . . , vk:

repară(r): dacă ∃s rădăcină cu d+(r) = d+(s)

atunci: dacă ur ≤ us, adaugă s ca ultim copil

al lui r şi repară(r), altfel ( ur > us), adauă r

ca ultim copil al lui s şi repară(s).

În acest fel condiţiile (i) şi (iii) sunt menţinute,

iar existenţa rădăcinii s de mai sus, se face cu

ajutorul funţiilor b, d şi p (̂ın timpul procesului,

se actualizează structura de date).

Descreşterea unei valori uj pentru un j ∈ U se

face astfel:

declară rădăcină(j):

dacă j are un părinte, fie acesta v, atunci

se şterge arcul vj şi se aplică repară(r);

dacă v /∈ T se adaugă v la T , altfel se scoate v

din T şi se aplică declară rădăcină(v):
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Notăm cu incr(..) şi decr(..) numărul creşterilor,

respectiv descreşterilor lui .. ı̂n timpul operaţiilor

din enunţul teoremei. Avem:

numărul de apeluri ale lui declară rădăcină=

decr(uj)+decr(T) ≤
≤decr(uj)+incr(T)+p ≤2decr(uj)+p=2m+ p,

deoarece creştem T cel mult o dată după ce a

descrescut un uj.

Dacă R este mulţimea rădăcinilor, avem:

numărul de apeluri ale lui repară=

decr(A)+decr(T) ≤
≤decr(A)+incr(R)+p =2decr(A)+p

≤2(n log p+ numărul de apeluri ale lui declară rădăcină)+p

≤ 2(n log p+ 2m+ p) + p.

Cum decizia dacă să se apeleze una sau alta

dintre cele două funcţii se face ı̂n O(1), rezultă

că algoritmul are complexitatea O(m+p+n log p)

şi teorema e demonstrată.
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Corolar. Algoritmul lui Dijkstra pentru rezolva

rea problemei P2 se poate imlementa cu aju-

torul heap-urilor Fibonacci ı̂n complexitatea timp

O(m+ n logn).

Demonstraţia rezultă din teorema precedentă

şi din următoarea figură care indică un mod de

construcţie a heap-ului iniţial (binomial):

B3 B2 B1 B0B4

109



Dacă se doreşte rezolvarea problemei (P1) cu

ajutorul algoritmului lui Dijkstra, atunci, la in-

troducerea lui t ı̂n S, se poate opri algoritmul.

Complexitatea, ı̂n cazul cel mai nefavorabil,

răm̂ıne aceeaşi. Totuşi, ı̂n situaţii practice con-

crete există posibilitatea de a grăbi introduc-

erea lui t ı̂n S utiliẑınd o funcţie de dirijare a

procesului de construcţie a lui S.

O funcţie g : V → R+ se numeşte estimator

consistent dacă

(i) ∀i ∈ V ui + g(i) ≤ min{a(Dst) | Dst ∈
Dst şi i ∈ V (Dst)};
(ii) ∀ij ∈ E g(i) ≤ aij + g(j).

Să observăm că g(i) = 0 ∀i este un estimator

consistent (trivial).

Dacă ı̂nsă V (G) este o mulţime de puncte din

plan, atunci g(i)=distanţa (euclidiană) de la

i la t este un estimator consistent, dacă ŝınt

satisfăcute condiţiile (ii).
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Dacă g este un estimator consistent atunci se

poate modifica alegerea lui j∗ ı̂n algoritm ast-

fel: uj∗ + g(j∗) = min{uj + g(j) | j ∈ V \ S}.
Algoritmul răm̂ıne valabil (demonstraţia este

identică situaţiei g(i) = 0 ∀i şi se foloseşte (ii)

repetat).

Avantajul este acela că se vor introduce ı̂n S
v̂ırfuri care să ne apropie de t.

În implementarea care rezultă din descrierea

algoritmului lui Dijkstra, s-a presupus că se

dispune de matricea de cost-adiacenţă a di-

grafului. În cazul digrafurilor cu multe v̂ırfuri

(̂ın care, de exemplu, listele de adiacenţă ŝınt

memorate ı̂n memoria secundară), sau ı̂n cazul

digrafurilor date funcţional (se dispune de o

procedură care construieşte pentru un v̂ırf dat,

lista sa de adiacenţă) această implementare

este neeficientă, respectiv neaplicabilă. O im-

plementare care nu are aceste deficienţe este

următoarea datorată lui Glover, Klingman şi

Philips (1985)
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Partition Shortest Path ( PSP) algorithm:

1. us ← 0; ı̂nainte(s)← 0;
S ← ∅;NOW ← {s};NEXT ← ∅;

2. while NOW ∪NEXT 6= ∅ do
{ while NOW 6= ∅ do
{ Extrage i din NOW;

S ← S ∪ {i};
L← N+

G (i);// se generează ı̂n L, lista de
adiacenţă şi costurile corespunzătoare

for j ∈ L do
if j /∈ NOW ∪NEXT then
{ uj ← ui + aij; ı̂nainte(j)← i;

introdu j ı̂n NEXT
}
else if uj > ui + aij then
{ uj ← ui + aij

ı̂nainte(j)← i
}

}
if NEXT 6= ∅ then
{ determină d = min{ui | i ∈ NEXT};

transferă ∀i ∈ NEXT cu ui = d ı̂n NOW
}

}
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Rezolvarea problemei (P2) ı̂n cazul gen-

eral.

Dacă există ij ∈ E astfel ı̂nĉıt aij < 0, algorit-

mul lui Dijkstra nu mai este valabil ı̂n general

(introducerea lui j∗ ı̂n S poate conduce la vio-

larea condiţiei (D)).

Consider̂ınd ı̂ndeplinită condiţia (I’) vom re-

zolva sistemul (∗) prin aproximaţii succesive.

Considerăm ∀i ∈ V şi ∀m = 1, n− 1

(BM)

umi = min{a(D) | D ∈ Dsi, nr arcelor lui D este ≤ m}.

Cum orice drum ı̂n G are cel mult n − 1 arce

rezultă că dacă reuşim construcţia lui

u1 = (u1
1, . . . , u

1
n), u2 = (u2

1, . . . , u
2
n), . . .,

un−1 = (un−1
1 , un−1

2 , . . . , un−1
n ), atunci un−1 este

soluţia sistemului (∗).

Algoritmul care rezultă este următorul:
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Algoritmul lui Bellman, Ford, Moore (∼ 1960)

1. u1
s ← 0; for i ∈ V \ {s} do u1

i ← asi;

// evident (BM) are loc

2. for m := 1 to n− 2 do

for i := 1 to n do

um+1
i ← min

(

umi ,minj 6=i(u
m
j + aji)

)

Pentru a demonstra corectitudinea algoritmu-

lui, arătăm că dacă um(m ≥ 1) satisface (BM)

atunci şi um+1 o satisface. Fie i ∈ V şi con-

siderăm mulţimile de drumuri:

A = {D | D ∈ Dsi,numărul arcelor lui D ≤ m+1}.

B = {D | D ∈ Dsi,numărul arcelor lui D ≤ m}.

C = {D | D ∈ Dsi,numărul arcelor lui D = m+1}.
Atunci A = B ∪ C şi

min{a(D) | D ∈ A} = min(min{a(D) | D ∈
B},min{a(D) | D ∈ C})
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Cum um satisfac (BM), rezultă că

min{a(D) | D ∈ A} = min(umi ,min{a(D) | D ∈
C}).
Fie min{a(D) | D ∈ C} = a(D0), D0 ∈ C.

Dacă j este v̂ırful ce-l precede pe i ı̂n D0 (ex-

istă, ı̂ntruĉıt D0 are măcar 2 arce) atunci

a(D0) = a(D0
sj) + aji ≥ umj + aji ,

ı̂ntruĉıt D0
sj are m arce şi um satisface (BM).

Rezultă că

min{a(D) | D ∈ A} = min{umi ,minj 6=i(u
m
j +

aji)} valoare care ı̂n algoritm se atribuie lui

um+1
i .

Observăm că algoritmul are complexitatea de

O(n3) dacă determinarea minimului din pasul

2 necesită O(n) operaţii.

Determinarea drumurilor minime se face menţin̂ınd

vectorul ı̂nainte, iniţializat ı̂n mod evident ı̂n

pasul 1 şi actualizat corespunzător, la stabilirea

minimului din pasul 2.
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Observaţii:

1. Dacă la algoritm se adaugă şi pasul 3:

3. if (∃i ∈ V a.̂ı. un−1
i > minj 6=i(u

n−1
j + aji))

then”există circuit de cost negativ “.

se obţine posibilitatea testării ı̂n O(n3) a

existenţei unui circuit C de cost negativ ı̂n di-

graful G (altfel, din demonstraţia corectitudinii

algoritmului ar trebui să nu se poată micşora

un−1
i ).

Depistarea circuitului C se face simplu (O(n))

utiliẑınd vectorul ı̂nainte.

2. Dacă există k < n−1 astfel ı̂nĉıt uk = uk+1

atunci algoritmul se poate opri. Mai mult, se

poate obţine o implementare a acestui algo-

ritm, care să aibă complexitatea O(nm), folosind

o coadă UQ ı̂n care se vor păstra v̂ırfurile i

cărora li se modifică ui curent (se va renunţa,

evident, la memorarea tuturor aproximaţiilor

succesive).
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Rezolvarea problemei (P3).

Considerăm

uij = min{a(Dij) | Dij ∈ Dij} ∀i, j ∈ V.

Problema se reduce la determinarea matricii

U = (uij)n×n, atunci ĉınd se cunoaşte A ma-

tricea de cost-adiacentă.

Drumurile de cost minim vor fi obţinute ı̂n O(n)

dacă odată cu determinarea matricii U se va

construi matricea

Înainte=(̂ınainte(i,j))n×n cu elementele av̂ınd

semnificaţia

ı̂nainte(i,j)=v̂ırful dinaintea lui j de pe drumul

de cost minim de la i la j ı̂n G.

Să observăm că dacă aij ≥ 0 ∀ij, atunci, iter̂ınd

algoritmul lui Dijkstra pentru s ∈ {1, . . . , n}, se

obţine un algoritm de complexitate O(n3).
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Dacă G nu conţine circuite de cost negativ, dar

există şi arce de cost negativ, iter̂ınd algoritmul

lui Bellman Ford pentru s = 1, n se obţine un

algoritm de complexitate O(n4).

Arătăm ı̂n continuare că se poate proceda şi

mai eficient.

Soluţia Ia.

Fie α : V → R a. ı̂. ∀ij ∈ E α(i) + aij ≥ α(j).

Considerăm a : E → R+ dată de

aij = aij + α(i)− α(j), ∀ij ∈ E.

Avem aij ≥ 0 şi, ı̂n plus, oricare ar fi Dij ∈ Dij,

(2) a(Dij) = a(D) + α(i)− α(j).

Rezultă că se poate itera algoritmul lui Dijkstra

pentru obţinerea drumurilor de cost a minim şi

din relaţia (2) se observă că un drum este de

cost a minim dacă şi numai dacă este drum de

cost a minim. Rezultă următorul algoritm:
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1. Determină α şi construieşte A.

2. Rezolvă (P3) pt. A construind U şi Înainte.

3. Determină U (uij := uij − α(i) + α(j) ∀ij).

Pasul 2 al algoritmului necesită O(n)3) operaţii

prin iterarea algoritmului lui Dijkstra.

Pasul 1 se poate realiza ı̂n timpul O(n3), fix̂ınd

s ∈ V şi rezolv̂ınd (P2) cu alg. Bellman-Ford.

În adevăr, dacă (ui, i ∈ V ) este soluţie a lui

(P2), atunci (uj, j ∈ V ) este soluţie a sistemu-

lui (∗) ⇒ uj = mini 6=j{ui + aij}, adică ∀ij ∈ E
uj ≥ ui + aij, sau, aij + ui − uj ≥ 0.

Deci, se poate considera α(i) = ui ∀i ∈ V .

Soluţia a IIa.

Fie

umij = min{a(Dij) | Dij ∈ Dij, V (Dij) \ {i, j} ⊆
{1,2, . . . ,m−1}} ∀i, j ∈ {1,2, . . . , n},m = 1, n+ 1.
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Atunci, evident u1
ij = aij ∀i, j ∈ V (presupunem

matricea A av̂ınd elementele diagonale egale

cu 0). În plus,

um+1
ij = min{umij , umim+ummj} ∀i, j ∈ V, m = 1, . . . , n.

Această ultimă relaţie se poate justifica induc-

tiv: un drum de cost minim de la i la j care nu

are v̂ırfuri interioare ≥ m poate să nu conţină

v̂ırful m, şi atunci are costul umij , sau poate

conţine v̂ırful m, şi atunci, din principiul op-

timalităţii al lui Bellman şi ipoteza inductivă,

este umim + ummj.

Evident, dacă se obţine umii < 0 atunci digraful

conţine un circuit de cost negativ C care trece

prin v̂ırful i, cu V (C) \ {i} ⊆ {1, . . . ,m− 1}.

Această soluţie a problemei (P3) este cunos-

cută ca algoritmul lui Floyd-Warshal şi poate

fi descris astfel:
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1: for i := 1 to n do
for j := 1 to n do

{ ı̂nainte(i, j)← i;
if i = j then { aii ← 0;̂ınainte(i, i)← 0 }

}

2: for m := 1 to n do

for i := 1 to n do
for j := 1 to n do

if aij > aim + amj then
{ aij ← aim + amj;

ı̂nainte(i, j) ←̂ınainte(m, j)
if (i = j ∧ aij < 0) then

return ”circuit negativ“

}

Evident, complexitatea algoritmului este de O(n3).

Observaţie. Dacă digraful nu conţine circuite

de cost negativ, atunci iniţialiẑınd aii ←∞, val-

orile finale ale elementelor diagonale dau costul

minim al unui circuit ce trece prin v̂ırful core-

spunzător.
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Soluţia a IIIa. Considerăm aii = 0 ∀i ∈ V (G

nu conţine circuite de cost < 0).

Iterarea algoritmului lui Bellman Ford corespunde

următoarei abordări. Fie

umij = min{a(Dij) | Dij ∈ Dij, Dij are cel mult m arce}
∀i, j ∈ V , ∀m = 1,2, . . . , n− 1.

Dacă notăm Um = (umij) cu m ∈ {0,1,2 . . . , n−
1}, unde U0 are toate elementele∞ cu excepţia

celor de pe diagonală care-s egale cu 0 atunci,

iterarea algoritmului lui Bellman Ford revine la:

1. for i, j ∈ V do u0
ij ←∞ if i 6= j else 0;

2. for m := 0 to n− 2 do

for i, j ∈ V do um+1
ij = mink(umik + akj);

(̂ın minimul anterior, comparaţia cu umij din

algoritmul Bellman Ford, se realizează pen-

tru k = j, şi utiliẑınd ipoteza că ajj = 0).

Întregul proces de calcul se poate rescrie ma-

tricial dacă se consideră următorul produs pe

mulţimea matricilor pătrate cu elemente reale:

122



∀B,C ∈ Mn×n B ⊗ C = P = (pij)

unde, pij = mink=1,n(aik + bkj).

Se observă că, dacă se foloseşte determinarea

uzuală a minimului, atunci calculul matricii P

este similar ı̂nmulţirii uzuale a matricilor. În

plus operaţia ⊗ este asociativă.

Cu aceste notaţii avem

Um+1 = Um ⊗ A şi inductiv rezultă că

U1 = A,U2 = A(2), . . . , Un−1 = A(n−1)

unde A(k) = A(k−1) ⊗A şi A(1) = A.

În ipoteza că graful nu are circuite de cost neg-

ativ, atunci A(2k) = A(n−1) ∀k : 2k ≥ n− 1.

Rezultă că determinarea succesivă a matricilor

A,A(2), A(4) = A(2)⊗A(2), . . . conduce la un al-

goritm de complexitate O(n3 logn) pentru re-

zolvarea problemei (P3)
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(desigur, matricea Înainte se va obţine ı̂n O(n3)

operaţii ca ı̂n demonstraţia teoremei 1, după

determinarea lui Un−1.)

Dacă ”produsul“ matricial considerat se face

cu algoritmi mai performanţi atunci se obţine

o rezolvare eficientă a problemei (n3 din eval-

uarea precedentă se poate ı̂nlocui cu nlog2 7 =

n2,81(Strassen 1969); sau chiar cu n2,38

(Cooppersmith, Winograd 1987)).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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3. Probleme de conexiune.

Teorema lui Menger şi aplicaţii.

Definiţie. Fie G = (V,E) (di)graf şi X,Y ⊆ V .

Numim XY-drum ı̂n G orice drum D ı̂n G de

la un v̂ırf x ∈ X la un v̂ırf y ∈ Y , astfel ı̂nĉıt

V (D) ∩X = {x} şi V (D) ∩ Y = {y}.

În figura alăturată, D1 : a, v, u, t, c şi D2 : a, d
sunt singurele XY -drumuri ce pornesc din a :

a

b

c

d

v

 u

t

X
Y

Vom nota cu D(X,Y ;G) mulţimea tuturor XY -

drumurilor ı̂n G.

Să observăm că dacă x ∈ X ∩ Y atunci drumul

de lungime 0 D = {x} este XY -drum.
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Vom spune că drumurile D1 şi D2 ŝınt disjuncte

dacă V (D1) ∩ V (D2) = ∅.

Probleme practice evidente, din reţelele de co

municaţie, dar şi unele probleme legate de conex-

iunea grafurilor şi digrafurilor, necesită deter-

minarea unor mulţimi de XY -drumuri disjuncte

şi cu număr maxim de elemente.

Vom nota cu p(X, Y ;G) numărul maxim de

XY -drumuri disjuncte ı̂n (di)graful G.

Teorema care precizează acest număr a fost

stabilită de Menger ı̂n 1927 şi constituie unul

din rezultatele fundamentale din teoria grafu-

rilor.

Definiţie. Fie G = (V,E) un digraf şi X, Y ⊆
V . Numim mulţime XY-separatoare ı̂n G o

mulţime Z ⊆ V astfel ı̂nĉıt ∀D ∈ D(X, Y ;G) ⇒
V (D) ∩ Z 6= ∅.
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Notăm cu

S(X,Y; G) = {Z | Z XY -separatoare ı̂n G}
şi cu

k(X,Y; G) = min{|Z|;Z ∈ S(X, Y ;G)}.
Din definiţie, rezultă următoarele proprietăţi

imediate ale mulţimilor XY -separatoare:

(a) Dacă Z ∈ S(X, Y ;G) atunci ∀D ∈ D(X, Y ;G)

D nu este drum ı̂n G− Z.

(b) X, Y ∈ S(X, Y ;G).

(c) Dacă Z ∈ S(X, Y ;G) atunci ∀A astfel ı̂nĉıt

Z ⊆ A ⊆ V avem A ∈ S(X, Y ;G).

(d) Dacă Z ∈ S(X, Y ;G) şi T ∈ S(X,Z;G) sau

T ∈ S(Z, Y ;G) atunci T ∈ D(X, Y ;G).

127



Proprietatea (d) este esenţială pentru obţinerea

teoremei următoare şi este evidenţiată mai jos

X

Y
      TZ

Teoremă. 1. Fie G = (V,E) (di)graf şi X, Y ⊆
V . Atunci

p(X, Y ;G) = k(X, Y ;G).

Demonstraţie: 10. Dacă p = p(X, Y ;G) şi

D1, D2, . . . , Dp ŝınt XY -drumuri disjuncte ı̂n G,

atunci ∀Z ∈ S(X, Y ;G) avem Z ∩ V (Di) 6= ∅ şi

cum Di ŝınt disjuncte (i = 1, p):

|Z| ≥ |Z ∩ ∪pi=1V (Di)| =
∑

i=1,p |Z ∩ V (Di)| ≥
∑

i=1,p 1 = p.

Deci ∀Z ∈ S(X, Y ;G) |Z| ≥ p; ı̂n particular

k(X, Y ;G) ≥ p(X, Y,G).
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20. Arătăm prin inducţie după a(G) = |V |+ |E|
că ∀G = (V,E) ∀X,Y ⊆ V

(∗) ∃ k(X, Y ;G) XY -drumuri disjuncte ı̂n G.

(Evident, din (∗) rezultă că

p(X, Y ;G) ≥ k(X, Y ;G) şi deci, ı̂mpreună cu

10, teorema e demonstrată).

Cum (∗) se verifică pentru (di)grafuri G cu

a(G) = 1,2, considerăm ı̂n pasul inductiv că

(∗) are loc pentru orice (di)graf G′ şi orice

X ′, Y ′ ⊆ V (G′), cu a(G′) < a(G). Pentru a

exclude cazurile banale, vom presupune că

X 6⊆ Y , Y 6⊆ X şi k = k(X, Y ;G) > 0.

Cazul 1. Există Z ∈ S(X, Y ;G) astfel ı̂nĉıt

|Z| = k, Z 6= X, Y .

Considerăm VXZ = {v | ∃D ∈ D(X,Z;G) : v ∈
V (D)} şi VZY = {v | ∃D ∈ D(Z, Y ;G) : v ∈
V (D)}.
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Să observăm că VXZ ∩ VZY = Z

(dacă există v ∈ VXZ ∩ VZY − Z, atunci se

obţine că Z nu este XY-separatoare; dacă ex-

istă z ∈ Z astfel ı̂nĉıt z /∈ VXZ ∩ VZY atunci

Z−{z} este XY-separatoare, contraziĉınd |Z| =
k(X, Y ;G)).

X

YZ

Vxz
Vzy

Pe de altă parte, există x ∈ X−Z (dacă X ⊆ Z,

atunci cum X ∈ S(X, Y ;G) şi |Z| = k(X, Y ;G)

rezultă X = Z, contraziĉınd ipoteza cazului

1) şi evident x /∈ VZY (altfel, Z nu ar fi XY -

separatoare). Rezultă |VZY | < |V |. În mod

similar |VXZ| < |V |.
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Fie GXZ = [VXZ]G şi GZY = [VZY ]G. Din

observaţiile precedente: a(GXZ), a(GZY ) < a(G).

Avem k(X,Z;GXZ) = k şi k(Z, Y ;GZY ) = k
(Z este XZ- separatoare ı̂n GXZ, respectiv ZY -separatoare

ı̂n GZY şi are cardinalul k; dacă ı̂n unul din cele două gra-

furi, ar exista o mulţime T separatoare de cardinal < k,

atunci, utiliẑınd observaţia (d), se contrazice definiţia

lui k pentru G, X şi Y ).

Din ipoteza inductivă, rezultă că există k XZ-

drumuri disjuncte ı̂n GXZ şi k ZY -drumuri dis-

juncte ı̂n GZY . Cum VXZ ∩VZY = Z şi |Z| = k,

rezultă că aceste 2k drumuri se pot concatena

două ĉıte două ı̂n G (vezi figura de mai jos) şi

deci (∗) are loc.

X

YZ
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Cazul 2. Oricare ar fi Z XY -separatoare

astfel ı̂nĉıt |Z| = k avem Z = X sau Z = Y .

Presupunem, pentru precizarea notaţiilor, Z =

X. Cum X 6⊆ Y , există x ∈ X − Y . X − {x}
nu este XY -separatoare (are mai puţin de k

elemente). Există deci un XY-drum ı̂n G. Fie

e = xy prima muchie (arc) a acestui drum (ex-

istă!). Să observăm că y /∈ X. Considerăm

G′ = G − e. Avem a(G′) < a(G), deci (∗) are

loc pentru G′, X şi Y .

Dacă k(X, Y ;G′) = k, atunci cele k XY -drumuri

disjuncte din G′ ŝınt XY -drumuri disjuncte şi ı̂n

G deci (∗) are loc pentru G, X şi Y .

Dacă k(X, Y ;G′) < k, atunci ı̂n G′ există Z ′

XY -separatoare cu |Z ′| = k−1 (se aplică, even-

tual, proprietatea (c)).
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Deci Z ′ nu este XY -separatoate ı̂n G (|Z ′| < k).

Singurele XY -drumuri pe care Z nu le inter-

sectează ŝınt cele care au drept primă muchie

(arc) pe e.

Din definiţia lui k, rezultă că x /∈ Z ′, y /∈ Z ′ şi

|Z ′ ∪ {x}| = |Z ′ ∪ {y}| = k.

Din alegerea lui x şi y avem Z ′ ∪ {x} 6= Y şi

Z ′ ∪ {y} 6= X.

Din ipoteza cazului 2, rezultă atunci că

Z ′ ∪ {x} = X şi Z ′ ∪ {y} = Y .

Cele k drumuri din (∗) ŝınt ı̂n acest caz

{z}z∈Z′ şi (x, xy, y).

x y

Z’

e

X
Y

Cu acestea, teorema este demonstrată.
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Observaţii: 10. Egalitatea min-max din enunţul

teoremei este interesantă şi conduce, aşa cum

vom vedea, la rezultate importante, ı̂n cazuri

particulare.

20 Teorema se poate demonstra şi algoritmic

ca o consecinţă a teoremei fluxului maxim-

secţiunii minime, aşa cum vom arăta ı̂n capi-

tolul relativ la probleme de flux.

Forma echivalentă ı̂n care a fost enunţată şi

demonstrată iniţial de Menger (1927) teorema

1 este:

Teoremă. 1’. Fie G = (V,E) un (di)graf şi

s, t ∈ V , astfel ı̂nĉıt s 6= t, st /∈ E. Există k

drumuri intern disjuncte de la s la t ı̂n graful G

dacă şi numai dacă ı̂ndepărt̂ınd mai puţin de k

v̂ırfuri diferite de s şi t, ı̂n graful rămas există

un drum de la s la t.
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Notăm că două drumuri ŝınt intern disjuncte

dacă nu au v̂ırfuri comune cu excepţia extremităţilor.

Se observă că dacă se consideră X = NG(s) şi

Y = NG(t) (respectiv, N+
G (s) şi N−G(t) ı̂n cazul

digrafurilor) teorema 1’ se obţine imediat din

teorema 1.

s t

X

Y

Reciproc, o construcţie inversă celei de mai sus

asupra tripletului G, X, Y din teorema 1, arată

că teorema 1 se obţine din teorema 1’.
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Am definit un graf G p-conex (p ∈ N∗) dacă

G = Kp sau dacă |G| > p şi G nu poate fi

deconectat prin ı̂ndepărtarea a mai puţin de p

v̂ırfuri. Utiliẑınd teorema 2’ obţinem

Corolar. Un graf G este p-conex dacă G = Kp
sau ∀st ∈ E(G) există p drumuri intern dis-

juncte de la s la t ı̂n G.

Determinarea numărului k(G) de conexiune a

grafului G (cea mai mare valoare a lui p pentru

care G este p-conex) se reduce deci la deter-

minarea lui

min
st∈E(G)

p({s}, {t};G)

problemă care vom dovedi că se poate rezolva

ı̂n timp polinomial.

Un caz particular interesant al teoremei 1, se

obţine atunci ĉınd G este un graf bipartit iar X

şi Y ŝınt cele două clase ale bipartiţiei:
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Teoremă. 2. (Konig, 1931) Dacă G =
(S,R;E) este un graf bipartit, atunci cardinalul
maxim al unui cuplaj este egal cu cardinalul
minim al unei mulţimi de v̂ırfuri incidente cu
toate muchiile grafului.

Demonstraţie: Evident, cardinalul maxim al
unui cuplaj ı̂n G este
p(S,R;G), care este egal, conform teoremei 1,
cu k(S,R;G).
Teorema rezultă imediat dacă observăm că o
mulţime de v̂ırfuri este SR-separatoare dacă şi
numai dacă este incidentă cu orice muchie a
grafului.

O aplicaţie, fundamentală ı̂n numeroase raţionamente

combinatorii, a acestei teoreme este teorema lui Hall

(1935).

Definiţie: Fie I şi S mulţimi finite nevide. Nu-
mim familie de submulţimi ale lui S (indexată
după I) orice aplicaţie A : I → 2S. Vom nota
familia A = (Ai; i ∈ I) şi vom folosi notaţia
funcţională uzuală
A(J) = ∪j∈JAj (pentru J ⊆ I).
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Dacă A = (Ai; i ∈ I) este o familie de submulţimi

ale lui S, o funcţie rA : I → S cu proprietatea

că rA(i) ∈ Ai, ∀i ∈ I se numeşte funcţie de

reprezentare pentru familia A.

În acest caz, (rA(i); i ∈ I) formează un sistem

de reprezentanţi ai familiei A.

Dacă funcţia de reprezentare rA este injec-

tivă atunci rA(I) ⊆ S se numeşte sistem de

reprezentanţi distincţi ai familiei A, sau transver-

sală.

Problema centrală ı̂n teoria transversalelor este

aceea de a caracteriza familiile A care admit

transversale (eventual cu anumite proprietăţi).

Prima teoremă de acest tip a fost stabilită de

Hall ı̂n 1935:
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Teoremă. 3. Familia A = (Ai; i ∈ I) de submulţimi

ale lui S admite o transversală dacă şi numai

dacă

(H) |A(J)| ≥ |J | ∀J ⊆ I.

Demonstraţie: Necesitatea este evidentă: dacă

A admite o funcţie rA de reprezentare injectivă

atunci ∀J ⊆ I rA(J) ⊆ A(J) şi deci |A(J)| ≥
|rA(J)| ≥ |J | (̂ıntruĉıt rA este injectivă).

Suficienţa. Considerăm graful bipartit GA =

(I, S;E) unde am presupus I ∩ S = ∅ (altfel,

se consideră copii izomorfe disjuncte) iar E =

{is | i ∈ I, s ∈ S ∧ s ∈ Ai}. Se observă că

NGA(i) = Ai şi că A are o transversală dacă

şi numai dacă GA are un cuplaj de cardinal

|I|. În ipoteza că (H) are loc, arătăm că orice

mulţime de v̂ırfuri incidentă cu toate muchiile

lui GA are măcar |I| elemente,
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ceea ce dovedeşte existenţa cuplajului de car-

dinal |I| (utiliẑınd teorema 2).

Fie X = I ′ ∪ S′ ⊂ I ∪ S o mulţime de v̂ırfuri in-

cidentă cu toate muchiile. Rezultă că NGA(I−
I ′) ⊆ S′, adică A(I − I ′) ⊆ S′. Atunci, |X| =

|I ′|+ |S′| ≥ |I ′|+ |A(I − I ′)|. Folosind condiţia

(H) obţinem ı̂n continuare: |X| ≥ |I ′|+ |A(I −
I ′)| ≥ |I ′|+ |I − I ′| = |I|.

I
S

I’

S’
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O altă teoremă celebră care poate fi obţinută

ca o consecinţă imediată a teoremei 2 este teo-

rema lui Dilworth, 1950.

Preferăm totuşi, o demonstraţie directă, pen-

tru a evidenţia asemănarea cu cea a teoremei

1. Fie (P,≤) o mulţime finită parţial ordonată

(≤ este o relaţie de ordine pe P ).

Dacă x, y ∈ P , spunem că x şi y ŝınt compara-

bile dacă x ≤ y sau y ≤ x.

Un lanţ ı̂n (P,≤) este o submulţime L a lui P

cu proprietatea că orice două elemente ale sale

ŝınt comparabile.

Un antilanţ ı̂n (P,≤) este o submulţime A a lui

P cu proprietatea că ∀x, y ∈ A x ≤ y ⇒ x = y.

Teoremă. 4. (Dilworth, 1950) Dacă (P,≤)

este o mulţime parţial ordonată finită, atunci

numărul minim de lanţuri a căror reuniune (dis-

junctă) este P este egal cu cardinalul maxim

al unui antilanţ.
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Demonstraţie. Fie a(P,≤) cardinalul maxim al

unui antilanţ al lui (P,≤).

Arătăm prin inducţie după |P |, că există a(P,≤)

lanţuri a căror reuniune este P (inegalitatea

inversă este imediată).

Dcaă |P | = 1, afirmaţia este trivială, deci pre-

supunem, ı̂n pasul inductiv, că teorema are loc

pentru orice mulţime parţial ordonată cu mai

puţin de |P | ≥ 2 elemente.

Fie L un lanţ maximal (̂ın raport cu incluzi-

unea) al lui P .

Dacă a(P −L,≤) = a(P,≤)−1, atunci teorema

are loc din ipoteza inductivă.

Deci, presupunem că ı̂n P−L există un antilanţ

A = {a1, a2, . . . , am} cu m = a(P,≤). Fie

P− = {x | x ∈ P, ∃ai ∈ A : x ≤ ai}

P+ = {x | x ∈ P, ∃aj ∈ A : aj ≤ x}.
Se observă că P = P−∪P+, P−∩P+ = A şi că

|P−|, |P+| < |P | [ elementul maximal (minimal

) al lui L nu aparţine lui P− (respectiv, P+)].
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L

a a a1 2 m
A

P-

P
+

Se poate, deci, aplica ipoteza inductivă pentru

a scrie

P− = ∪i=1,mL
−
i L−i lanţ ∧ ai ∈ L−i ∀i = 1,m

P+ = ∪i=1,mL
+
i L+

i lanţ ∧ ai ∈ L+
i ∀i = 1,m.

În plus, ai este element maximal ı̂n L−i şi ele-

ment minimal ı̂n L+
i .

Rezultă că (L−i ∪ L
+
i )i=1,m ŝınt cele a(P,≤)

lanţuri a căror reuniune este P .
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Structura grafurilor p-conexe.

Lemă. 1. Fie G = (V,E) p-conex, |V | ≥ p+1,
U ⊆ V |U | = p şi x ∈ V −U . Există ı̂n G p xU-
drumuri cu singurul v̂ırf comun x.

Demonstraţie: Considerăm graful G′ = (V ∪
{z}, E′), unde E′ = E ∪ {zy | y ∈ U}.

x  zU

G

G′ este p-conex. În adevăr, ∀A cu |A| ≤ p − 1
G′ − A este conex (dacă z ∈ A, acest lucru
este evident din p-conexiunea lui G; dacă A ⊆
V , atunci G′ − A este conex ı̂ntruĉıt G − A
este conex şi ∃y ∈ U cu zy ∈ E(G′ − A) ).
Lema rezultă, apliĉınd teorema 1’ grafului G′
şi perechii x, z.
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Lemă. 2. Dacă G = (V,E) este un graf p-
conex p ≥ 2, atunci oricare ar fi două muchii
e1 şi e2 şi p−2 v̂ırfuri x1, x2, . . . , xp−2 există un
circuit ı̂n G care le conţine.

Demonstrţie: Inducţie după p.
Dacă p = 2, trebuie să dovedim că ı̂n orice graf
2-conex, prin orice două muchii trece un cir-
cuit. Considerăm G′ obţinut din G prin inserţia
ĉıte unui v̂ırf pe muchiile e1 ( a ) şi e2 ( b ).

e1

e2

G

a

b

G’

Noul graf este tot 2-conex, deoarece orice v̂ırf
am scoate, nu se pierde conexiunea . Există
deci ı̂n G′ două ab-drumuri disjuncte, care ı̂n G
oferă un circuit ce conţine e1 şi e2.
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Fie p > 2 şi presupunem afirmaţia adevărată

pentru orice graf k-conex k < p. Fie G p-conex.

Putem presupune că extremitătile muchiilor e1

şi e2 nu ŝınt printre x1, x2, . . . , xp−2, deoarece

altfel, afirmaţia ar rezulta prin inducţie.

Graful G − xp−2 este (p − 1)-conex. Conform

ipotezei inductive exista un circuit µ ce conţine

x1, x2, . . . , xp−3 şi e1, e2. Fie Y muţimea v̂ırfurilor

lui µ, |Y | ≥ p.

Folosind lema 1, există ı̂n G p xp−2y drumuri cu

y ∈ Y , disjuncte. Putem presupune că pentru

orice xp−2y astfel de drum, y este primul v̂ırf

din Y ı̂nt̂ılnit, aşa că aceste drumuri au ĉıte un

singur v̂ırf comun cu Y . Dăm o orientare cir-

cuitului µ şi numerotăm v̂ırfurile sale conform

acestei orientări.Avem deci drumurile

Dxp−2y1, Dxp−2y2, . . . , Dxp−2yp.
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xp-2

y1

y2

yp

yi

V̂ırfurile y1, y2, . . . , yp descompun circuitul ı̂n dru-

murile Dy1y2, Dy2y3, . . . , Dyp−1yp, Dypy1.

Există un drum dintre acestea, ı̂n care nu e

conţinut nici unul din elementele

x1, . . . , xp−3, e1, e2.

Fie acest drum Dy1y2; atunci

Dxp−2y2, Dy2y3, . . . , Dypy1, Dy1xp−2 este un circuit

ce conţine x1, x2 . . . , xp−2, e1 şi e2 ,

şi lema este demonstrată.
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Teoremă. 5. (Dirac 1953) Dacă G = (V,E)

este un graf p-conex p ≥ 2, atunci prin orice p

v̂ırfuri ale sale trece un circuit.

Demonstraţie. Fie x1, x2, . . . , xp−2, xp−1, xp p

v̂ırfuri oarecare ale lui G. Deoarece graful G

este conex, există e1 = xxp−1 şi e2 = yxp şi

aplicăm lema 2.

Aplicăm această teoremă, precum şi ideea uti-

lizată ı̂n demonstraţia lemei 2, pentru a demon-

stra o condiţie suficientă de hamiltonietate in-

teresantă, datorată lui Erdös şi Chvatal (1972).

Teoremă. 6. Fie G p-conex. Dacă α(G) ≤ p
atunci G este hamiltonian.

Demonstraţie: Presupunem că G nu e hamilto-

nian. Vom obţine o contradicţie. Cum G este

p-conex , există un circuit de lungime cel puţin

p (conform teoremei lui Dirac de mai sus).
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Fie C un circuit de lungime maximă ı̂n G. Dacă G nu
e hamiltonian, există v /∈ C. Întruĉıt |C| ≥ p, conform
lemei 2, există p vC-drumuri disjuncte (cu excepţia lui v)
fie ele Dvv1

, Dvv2
, . . . , Dvvp (numerotarea v̂ırfurilor este ı̂n

ordinea ı̂nt̂ılnirii lor ı̂ntro parcurgere fixată a circuitului
). Notăm, pentru fiecare vi, cu wi v̂ırful succesor al lui
vi ı̂n parcurgerea lui C.

w v

     v   

  w   

wv

v

s
s

t

t

kk

Atunci, vwi /∈ E (altfel am avea circuitul
vwi, wi, C−wivi, Dviv de lungime mai mare deĉıt C). Cum
α(G) ≤ p, mulţimea {v, w1, w2, . . . , wp} nu este stabilă.
Deci, există wswt ∈ E.

Dar atunci:
Dvvs,drumul (invers) pe C de la vs la wt, muchia wtws,drumul
(invers) pe C de la ws la vt,şi Dvtv este un circuit de
lungime mai mare deĉıt C, contraziĉınd ipoteza că C
este de lungime maximă.
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III. ARBORI

1. Proprietăţi elementare ale arborilor

Definiţie: Un arbore este un graf conex şi fără

circuite.

Teoremă. 1. Fie G = (V,E) un graf.

Următoarele afirmaţii ŝınt echivalente:

(i) G este arbore.

(ii) G este conex şi este minimal cu această

proprietate.

(iii) G este fără circuite şi este maximal cu

această proprietate.

Observaţie:Maximalitatea şi minimalitatea din condiţiile

(ii) şi (iii) se referă la mulţimea muchiilor grafului G şi

se consideră ı̂n raport cu relaţia de ordine dată de in-

cluziune. Mai precis, cele două afirmaţii se pot formula

echivalent astfel:

(ii’) G este conex şi ∀e ∈ E(G), G − e este

neconex.

(iii’) G este fără circuite şi ∀e ∈ E(G), G + e

are un circuit.
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Definiţie: Fie G = (V,E) un (multi)graf. Se

numeşte arbore parţial al lui G, un graf parţial

T = (V,E′) (E′ ⊆ E) care este arbore.

Vom nota cu TG mulţimea arborilor parţiali

ai lui G.

Obs. TG 6= ∅ dacă şi numai dacă G este conex.

În adevăr, dacă TG 6= ∅, atunci există un arbore

parţial T = (V,E′) al lui G. T este conex, deci

ı̂ntre orice două v̂ırfuri ale lui G există un drum

cu muchii din E′ ⊆ E. Prin urmare G este

conex.

Reciproc, dacă G este conex, atunci considerăm

următorul algoritm:

1. T ← G

2. while (∃e ∈ E(T) astfel ı̂nĉıt T \ {e} este conex) do

T ← T \ {e}
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Graful T obţinut este graf parţial al lui G, este

conex (din ipoteză, după atribuirea din 1, aşa

este şi din condiţia lui while, T este conex după

fiecare iteraţie) şi ı̂n plus la oprirea algoritmu-

lui, T satisface condiţia ii) din teorema 1, deci

este arbore.

O altă demonstraţie a reciprocei anterioare se

bazează pe observaţia că G = (V,E) este conex

dacă şi numai dacă oricare ar fi o partiţie (V1, V2)

a lui V există e = v1v2 ∈ E cu vi ∈ Vi i = 1,2.

Dacă |V | = n > 0 atunci următorul algoritm

construieşte un arbore parţial al lui G:

1. T1 ← ({v}, ∅) (v ∈ V , oarecare); k ← 1;

2. while k < n do

{ Fie v1v2 ∈ E cu v1 ∈ V (Tk), v2 ∈ V \ V (Tk);

//∃ o astfel de muchie din conexiunea lui G

V (Tk+1)← V (Tk) ∪ {v2} ;

E(Tk+1)← E(Tk) ∪ {v1v2};
k := k + 1

}
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Se observă că Tk este arbore ∀k = 1, n

(inductiv, dacă Tk este arbore, atunci din construcţie

Tk+1 este conex şi nu are circuite)

şi, ı̂n plus, se verifică imediat că:

|V (Tk)| = k iar |E(Tk)| = k−1 ∀k = 1,2, . . . , n.

Această demonstraţie aplicată unui arbore G

cu n v̂ırfuri dovedeşte ca G are n− 1 muchii.

Proprietatea obţinută poate fi folosită pentru

completarea teoremei 1 cu alte caracterizări ale

arborilor:

Teoremă. 1’. Următoarele afirmaţii ŝınt echiva-

lente pentru un graf G = (V,E) cu n v̂ırfuri:

(i) G este arbore.

(ii) G este conex şi are n− 1 muchii.

(iii) G este fară circuite şi are n− 1 muchii.

(iv) G = Kn pentru n = 1,2 şi G 6= Kn pentru

n ≥ 3 şi adăugarea unei muchii la G produce

exact un circuit.
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2. Numărarea şi enumerarea arborilor parţiali

Familia TG a arborilor parţiali ai unui (multi)graf

are proprietăţi interesante. Vom prezenta o
metodă (tip backtrack) de generare a ele-
mentelor lui TG, problemă de interes practic
ı̂n multe aplicaţii (de exemplu, ı̂n chimie).
Fie G = (V,E), V = {1,2, . . . , n}, |E| = m.
Reprezentăm E printr-un tablou E[1..m,1..2]

cu componente din V cu semnificaţia că dacă
v = E[i,1] şi w = E[i,2], atunci vw este muchia
i a grafului G ( i = 1,m ).
Vom presupune ı̂n plus, că primele dG(v0) muchii
din tabloul E satisfac E[i,1] = v0 unde v0 ∈ V
este un v̂ırf oarecare. Exemplu:

1

4

5

6

2

3

a b

dc

1

2

3

4

5

6

c

c

c

a

a

b

a

d

b

d

b

d

E
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Un arbore parţial T ∈ TG va fi identificat cu
mulţimea indicilor ce reprezintă muchiile sale

ı̂n tabloul E (submulţime a lui {1, . . . ,m} de

cardinal n− 1).
Pe tot parcursul generării dispunem de un vec-

tor global T [1..n−1] cu componente din mulţimea
1..m şi de un indicator i av̂ınd semnificaţia: ı̂n

arborele curent care se construieşte, primele

i− 1 muchii ŝınt
T [1] < T [2] < . . . < T [i− 1] (i ∈ {1, . . . , n}).

generare-arbori-parţiali(int i);

// se generează toţi arborii parţiali ai lui G

av̂ınd drept prime i− 1 muchii,elementele

T(1), . . . , T(i− 1)

ale tabloului E (ordonate crescător).

variabile locale:

j ∈ {1, . . .m}; S, listă de v̂ırfuri; x ∈ V ;

if i = n then
//{T(1), . . . , T(n− 1)} formează un

arbore parţial ;
prelucrează T ( listează, memorează etc.)
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else

if i = 1 then

for j := 1 to dG(v0) do

{ T [i]← j;

A:

generare-arbori-parţiali(i+ 1);

B:

}
else

for j := T [i− 1] + 1 to m− (n− 1) + i do

if
〈
{T [1], . . . , T [i− 1]} ∪ {j}

〉

G
nu are circuite

then

{ T [i]← j;

A:

generare-arbori-parţiali(i+ 1);

B:

}

Apelul generare-arbori-parţiali(1) rezolvă prob-

lema enumerării elementelor lui TG.
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Pentru exemplul considerat mai sus (G = K4

şi numerotarea precizată pentru muchii) arborii

generaţi sunt următorii 16 :

        2

1

2

1

5

2

1 6 1
3

                                                                        3
4

Figura poate fi interpretată şi ca lista tuturor

arborilor etichetaţi distincţi care se pot forma

cu cele 4 noduri (nu s-au mai trecut etichetele

nodurilor şi muchiilor, pentru decongestionarea

figurii; totuşi s-a marcat muchia T(1) pentru

a se evidenţia modul de funcţionare a algorit-

mului).
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Pentru implementarea eficientă a testului dacă

graful parţial

〈

{T [1], . . . , T [i − 1]} ∪ {j}
〉

G
nu are circuite să

observăm că din construcţie,
〈

{T [1], . . . , T [i− 1]}
〉

G

nu are circuite , deci componentele sale conexe

ŝınt arbori.

Vom considera un vector global rad[1..n] cu

componente din V cu semnificaţia

rad[v] = rădăcina arborelui la care aparţine

v̂ırful v (unul din v̂ırfurile acestui arbore).

Înaintea apelului generare-arbori-parţiali(1) se

iniţializează rad[v] ← v(∀v ∈ V ), ceea ce core-

spunde faptului că {T [1], . . . , T [i− 1]} = ∅.

Pe parcursul apelurilor (recursive) se ı̂ncearcă

plasarea muchiei j ı̂n mulţimea curentă

T [1], . . . , T [i− 1].

158



Fie v = E[j,1] şi w = E[j,2].

Atunci
〈

{T [1], . . . , T [i − 1]} ∪ {j}
〉

G
nu are cir-

cuite dacă şi numai dacă

muchia vw nu are extremităţile ı̂n aceeaşi com-

ponentă a lui
〈

{T [1], . . . , T [i− 1]}
〉

G
,

adică dacă şi numai dacă rad[v] 6= rad[w].

Vectorul rad trebuie ı̂ntreţinut pentru a avea

semnificaţia dorită.

Acest lucru se obţine ı̂nlocuind ı̂n algoritmul

descris, instrucţiunile (vide) etichetate A şi B.

Astfel, A: se va ı̂nlocui cu secvenţa :

S ← ∅;x← rad[v];

for u ∈ V do

if rad[u] = x then

{ S ← S ∪ {u} ;

rad[u]← rad[w]

}
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(̂ın cuvinte, arborele cu rădăcina x se ”uneşte”

cu arborele cu rădăcina rad[w]; se salvează ı̂n

S v̂ırfurile arborelui cu rădăcina x).

După apelul lui generare-arbori-parţiali(i + 1)

trebuie refăcut vectorul rad la valoarea dinainte

de apel, deci se va ı̂nlocui B: cu

for u ∈ S do rad[u] := x;

Numărul elementelor lui TG, problemă intere-

santă chiar şi numai pentru analiza algorit-

mului precedent, se poate determina eficient.

Prezentăm ı̂n continuare una din soluţiile posi-

bile.

Fie G = (V,E) un multigraf cu V = {1,2, . . . , n}.
Cosiderăm A = (aij)n×n matricea de adiacenţă

a lui G (aij = multiplicitatea muchiei ij dacă

ij ∈ E, altfel 0). Fie

D = diag(dG(1), dG(2), ..., dG(n)).
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Matricea L[G] = D − A se numeşte matricea

de admitanţă a multigrafului G sau ma-

tricea Laplace a lui G.

Să observăm că ı̂n L[G] suma elemetelor de pe

fiecare linie şi fiecare coloană este 0.

Teoremă. 2. (Kirchoff-Trent) (Matrix Tree

Theorem) Dacă G este un multigraf cu mulţimea

de v̂ırfuri {1, . . . , n} şi L[G] matricea Laplace,

atunci

|TG| = det(L[G]ii) ∀i ∈ {1, . . . , n}.

L[G]ij notează minorul lui L[G] obţinut prin

ı̂ndepărtarea liniei i şi coloanei j.

Demonstraţia (pe care o omitem) se bazează

pe regula clasică de dezvoltare a unui determi-

nat după o linie, după descompunerea lui TG ı̂n

arborii care conţin o muchie fixată şi cei care

nu conţin aceeaşi muchie.
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Corolar.
∣
∣
∣TKn

∣
∣
∣= nn−2 (Cayley).

În adevăr,

L[Kn] =








n− 1 −1 . . . −1
−1 ... . . . ...

... . . . . . . −1
−1 . . . −1 n− 1








şi (după un simplu calcul):

det(L[Kn]11) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

n− 1 −1 . . . −1
−1 .. . . . . ...
... . . . . . . −1
−1 . . . −1 n− 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= nn−2.

(Dacă n = 4, caz ilustrat ı̂n figura precedentă, se obţine
∣
∣TK4

∣
∣= 42 = 16, adică au fost generaţi toţi arborii !)

Observaţie. Teorema oferă un algoritm poli-

nomial de determinare a lui |TG|.
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3. Arbori parţiali de cost minim.

Considerăm următoarea problemă:

(P1) Date G = (V,E) graf şi c : E → R

(c(e) – costul muchiei e), să se determine

T ∗ ∈ TG astfel ı̂nĉıt

c(T ∗) = min{c(T) | T ∈ TG},
unde c(T) =

∑

e∈E(T) c(e).

Algoritmii cunoscuţi pentru rezolvarea proble-

mei (P1) au la bază următoarea ideie:

Se consideră iniţial, familia T 0 = (T0
1 , T

0
2 , . . . , T

0
n )

de arbori disjuncţi T0
i = ({i}, ∅) i = 1, n (am

presupus, ca de obicei că V = {1,2, . . . , n}) .

În pasul general k ( k = 0, n− 2) al algoritmului

se dispune de familia T k = (T k1 , T
k
2 , . . . , T

k
n−k)

de n−k arbori disjuncţi astfel ı̂nĉıt V (T ki )i=1,n−k
constituie o partiţie a lui V şi se construieşte

T k+1 astfel:
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- se alege T ks unul din arborii familiei T k.

- dintre toate muchiile lui G cu o extremitate ı̂n

T ks şi cealaltă ı̂n V −V (T ks ) se alege una de cost

minim, e∗ = vsvj∗ unde vj∗ ∈ V (T kj∗) j
∗ 6= s.

- T k+1 = (T k \ {T ks , T kj∗}) ∪ T unde T este ar-

borele obţinut din T ks şi T kj∗ la care adăugăm

muchia e∗.

Ts
k

Tj*
k

vs

v
j*

Se verifică imediat că noua familie este formată

din arbori disjuncţi care partiţionează mulţimea

de v̂ırfuri ale grafului G. Dacă alegerea muchiei

e∗ nu este posibilă, atunci rezultă că G nu este

conex şi deci problema (P1) nu are soluţie.
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Evident, familia T n−1 construită ı̂n pasul n−2

este formată dintr-un singur arbore Tn−1
1 .

Teoremă. 3. Dacă G = (V,E) este un graf

conex cu V = {1,2, . . . , n} atunci Tn−1
1 con-

struit de algoritmul descris mai sus este arbore

parţial de cost minim.

Demonstraţie. Vom arăta că ∀k ∈ {0,1, .., n −
1} ∃T ∗ arbore parţial de cost minim al lui G,

astfel ı̂nĉıt E(T k) = ∪n−ki=1E(T ki ) ⊆ E(T ∗).

În particular, pentru k = n − 1, E(T n−1) =

E(Tn−1
1 ) ⊆ E(T ∗) va implica Tn−1

1 = T ∗ (cei

doi arbori av̂ınd acelaşi număr de muchii, rezultă

că incluziunea are loc cu egalitate) şi teorema

e demonstrată.

Pentru k = 0, afirmaţia este trivial adevărată:

E(T 0) = ∅ şi din conexiunea grafului G, TG
este nevidă deci există T ∗ soluţie a problemei

P1.
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Dacă afirmaţia este adevărată pentru 0 ≥ k ≤
n − 2, atunci avem E(T k) ⊆ E(T ∗) (T ∗ arbore

parţial de cost minim) şi

E(T k+1) = E(T K) ∪ {e∗}.

Dacă e∗ ∈ E(T ∗), atunci, evident, E(T k+1) ⊆
E(T ∗) şi deci afirmaţia are loc pentru k + 1.

Presupunem, deci, că e∗ /∈ E(T ∗). Atunci T ∗+

{e∗} conţine exact un circuit C ce trece prin

muchia e∗ = vsvj∗. Cum vj∗ /∈ V (T ks ) rezultă

că C va conţine o muchie e1 6= e∗ cu o ex-

tremitate ı̂n V (T ks ) şi cealaltă ı̂n V \ V (T ks ).

Din alegerea muchiei e∗, avem c(e∗) ≤ c(e1) şi

e1 ∈ E(T ∗) \ E(T k).

Ts
k

vs

v
j*

C

T*
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Fie T1 = (T ∗+ {e∗})− {e1}.

T1 ∈ TG (este conex şi are n-1 muchii).

Din construcţie, avem că E(T k+1) ⊆ E(T1).

În plus, c(T1) = c(T ∗) + c(e∗) − c(e1) ≤ c(T ∗)
deci c(T1) = c(T ∗), adică T1 este de cost minim

şi teorema e demonstrată.

Observaţii:

10 Demonstraţia anterioară răm̂ıne valabilă pen-

tru funcţii de cost c : TG → R astfel ı̂nĉıt:

∀T ∈ TG,∀e ∈ E(T), ∀e′ /∈ E(T)

c(e′) ≤ c(e)⇒ c((T + e′)− e) ≤ c(T).

20 În algoritmul descris nu s-a precizat modul

de alegere al arborelui T k. Vom considera, ı̂n

continuare două strategii de alegere a acestui

arbore.
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Algoritmul lui Prim(1957) (implementarea

este datorată lui Dijkstra, 1961).

Arborele T ks va fi ı̂ntotdeauna arborele cu
cele mai multe v̂ırfuri dintre arborii familiei
curente.
Rezultă deci, că la fiecare pas k > 0, vom avea
un arbore cu k + 1 v̂ırfuri, ceilalţi n − k − 1
av̂ınd ĉıte un singur v̂ırf. Notăm Ts = (Vs, Es)
arborele curent. Considerăm vectorii α[1..n] cu
componente din V şi β[1..n] cu componente
reale, cu următoarea semnificaţie:
(S)
∀j ∈ V −Vs, β

[
j
]

= c(α[j]j) = min{c(ij) | i ∈ Vs, ij ∈ E}.

Ts

 v

u

 w

 x

alfa(u)

alfa(w)

alfa(v)

beta(v)

beta(w)

beta(u)

beta(x)=+infinit

Descrierea algoritmului:
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1. Vs :← {s}; (s ∈ V , oarecare )

Es← ∅;
for v ∈ V \ {s} do { α[v] := s; β[v] := c(sv)};

// dacă ij /∈ E atunci c(ij) =∞).

2. while Vs 6= V do

{ determină j∗ ∈ V \ Vs a.̂ı.

β[j∗] = min{β[j] | j ∈ V − Vs} ;

Vs← Vs ∪ {j∗};
Es := Es ∪ {α[j∗]j∗};
for j ∈ V − Vs do

if β[j] > c[j∗j] then
{ β[j]← c[j∗j];

α[j] :← j∗
}

}

Se observă că (S) este satisfăcută de iniţializările

pasului 1, iar ı̂n pasul 2, se respectă, pe de o

parte, strategia generală de alegere a muchiei

de cost minim cu exact o extremitate ı̂n Vs
(alegerea lui j∗) şi pe de altă parte se menţine

valabilitatea condiţiei (S) pentru iteraţia următoare

(testul asupra valorii curente a lui β[j]).
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Complexitatea algoritmului este O(n−1)+O(n−
2) + . . .+O(1) = O(n2) dată de operaţiile din

pasul 2 necesare determinării minimului şi ac-

tualizării tabloului β. Se poate introduce testul

de conexiune a grafului, după determinarea lui

β[j∗]. Algoritmul este recomandat ı̂n cazul gra-

furilor cu multe muchii, m = O(n2).

Algoritmul lui Kruskal (1956)

În metoda generală prezentată, se va alege la

fiecare pas drept arbore T ks unul din cei doi ar-

bori cu proprietatea că ŝınt ”uniţi” printr-o

muchie de cost minim printre toate muchi-

ile cu extremităţile pe arbori diferiţi.

Această alegere, complicată la prima vedere, se

realizează simplu prin sortarea muchiilor gra-

fului nedescrescător ı̂n raport cu costurile şi

apoi prin examinarea ı̂n mod ”greedy“ a listei

obţinute.

Dacă notăm cu T = E(T k), atunci algoritmul

poate fi descris, astfel:
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1. Sortează E = (e1, e2, . . . , em) astfel ı̂nĉıt:

c(e1) ≤ c(e2) ≤ . . . ≤ c(em).

1.2 T ← ∅; i← 1;

2. while i ≤ m do

{ if 〈T ∪ {ei}〉G nu are circuite then

T ← T ∪ {ei} ;

i+ +

}

Evident, pasul 1 necesită O(m logn) operaţii.

Pentru realizarea eficientă a testului din pasul

2 va fi necesar să reprezentăm la fiecare pas k

(din metoda generală ) V (T k1 ), V (T k2 ), . . . , V (T kn)

şi să testăm dacă muchia ei curentă are ambele

extremităţi ı̂n aceeaşi muţime. Se vor folosi

pentru reprezentarea acestor mulţimi, arbori

(care nu ŝınt ı̂n general subarbori ai lui G).

Fiecare astfel de arbore va avea un v̂ırf, numit

rădăcină, care va desemna mulţimea de v̂ırfuri

ale lui G pe care o memorează.
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Vom folosi o funcţie find(v) care determină ı̂n

ce mulţime este v̂ırful v, adică ı̂ntoarce rădăcina

arborelui care memorează mulţimea de v̂ırfuri

la care aparţine v.

Pentru realizarea reuniunilor (disjuncte) de

mulţimi de v̂ırfuri care apar ı̂n transformarea

familiilor T k (din metoda generală) vom folosi

o procedură union(v,w) cu semnificaţia:

”mulţimile de v̂ırfuri (diferite şi disjuncte)

la care aparţin v şi w se reunesc ı̂n una

singură”.
Cu aceste proceduri, pasul 2 al algoritmului se

scrie:

2. while i ≤ m do
{ fie ei = vw;

if find(v) 6= find(w) then
{ union(v,w);

T ← T ∪ {ei}
}
i+ +

}
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Complexitatea algoritmului va depinde de modul

de implementare a funcţiei find şi procedurii

union.

Soluţia Ia. Considerăm tabloul rad[1..n] cu

componente din V cu semnificaţia

rad[v] =rădăcina arborelui ce memorează

mulţimea la care aparţine v̂ırful v.

Adăugăm pasului 1, iniţializarea

1.3 for v ∈ V do rad[v]← v;

care corespunde familiei T 0. Funcţia find are

ı̂n acest caz complexitatea O(1) şi este:

function find(v : V );

return rad[v]
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Procedura union necesită O(n) operaţii:

procedure union(v,w : V );

variabilă locală i : V ;

for i ∈ V do

if rad[i] = rad[v] then rad[i] := rad[w]

Pasul 2 al algoritmului necesită O(m) apeluri

ale funcţiei find (exact m aşa cum l-am descris,

sau O(m) dacă se introduce şi un test asupra

cardinalului mulţimii T curente).

În secvenţa acestor O(m) apeluri ale funcţiei

find se vor intercala exact n − 1 apeluri ale

procedurii union.

Rezultă că ı̂n total pasul 2 necesită

O(m+ (n− 1)O(m)) = O(n2) operaţii.

Deci, complexitatea algoritmului este

O(max(m logn, n2)).

Dacă graful este plin, m = O(n2), se observă

că acest algoritm este mai puţin eficient deĉıt

cel al lui Prim.
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Soluţia a IIa. Considerăm pred[1..n] un tablou

ı̂ntreg cu interpretarea :
′′pred[v]= v̂ırful dinaintea lui v de pe dru-

mul unic la v, de la rădăcina arborelui care

memorează mulţimea la care aparţine v;
pred[v] = 0⇔ v este rădăcina arborelui”.

Adăugăm ı̂n pasul 1, iniţializarea

1.3 for v ∈ V do pred[v]← 0;

Modificăm şi pasul 2 al algoritmului astfel:

2. while i ≤ m do

{ fie ei = vw;

x :← find(v); y ← find(w);

if x 6= y then union(x, y);
{ union(x, y);

T ← T ∪ {ei}
}
i+ +

}
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Deci, procedura union va fi apelată numai pen-

tru argumente reprezent̂ınd rădăcini de arbori

diferiţi:

procedure union(v,w : V );

pred[v]← w

Evident, complexitatea procedurii union este

O(1). Funcţia, find este ı̂n acest caz mai com-

plicată:

function find(v : V );

variabilă locală i : V ;

i← v;

while pred[i] > 0 do i← pred[i];

return i

Complexitatea lui find(v) este O(h(v)) unde

h(v) este lungimea drumului (din arbore) de la

v̂ırful v la rădăcina arborelui care-l conţine pe

v.
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Dacă graful G este K1,n−1 desenat mai jos, şi
lista ordonată a muchiilor E = {12,13, . . . ,1n},
atunci execuţia algoritmului provoacă următorul
şir de apeluri ale procedurii union(U) şi funcţiei
find(F):
F (1), F (2), U(1,2), F (1), F (3), U(2,3), . . . , F (1), F (n),

U(n− 1, n).

1 2 3 n
F(1) F(n)  U(n-1,n)n

1     

3 1 2 3 n

2 1 2 3 n

1 2 3 n
F(1) F(2)  U(1,2)

F(1) F(4)  U(3,4)

4

4

4 n-1

F(1) F(3)  U(2,3)

Apelurile F(i)(i > 1) şi U(i, i + 1) i ≥ 1 nece-
sită ı̂n total O(n) operaţii. Şirul de F(1) nece-
sită ı̂nsă O(1) +O(2) + · · ·+O(n− 1) = O(n2)
operaţii.

Este deci posibil ca pasul 2 al algoritmului ı̂n
această implementare să fie de complexitate
Ω(n2) chiar dacă graful este rar.
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Deficienţa acestei implementări este datorată

posibilităţii ca ı̂n procedura union să declarăm

rădăcină nouă pentru cei doi arbori pe cea a

celui cu mai puţine v̂ırfuri, ceea ce are ca efect

posibilitatea ca h(v) să devină mare (O(n)) pe

parcursul algoritmului.

Acest defect poate fi evitat dacă, la execuţia

lui union ţinem seama de cardinalul celor două

mulţimi.

Se poate memora cardinalul unei mulţimi ı̂n

componenta tabloului pred corespunzătoare rădă

cinii arborelui care memorează acea mulţime.

Mai precis, considerăm iniţializarea

1.3 for v ∈ V do predd[v]← −1;

şi modificăm procedura union astfel ı̂nĉıt să

asigurăm ı̂ndeplinirea condiţiei

pred[v] < 0 ⇔ v este rădăcină a unui arbore

şi −pred[v] este cardinalul mulţimii memo-

rate ı̂n el.
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Procedura union are, ı̂n acest caz, tot com-

plexitatea O(1), dar selectează drept nouă rădăcină

pe cea care corespunde arborelui cu mai multe

v̂ırfuri:

procedure union(v,w : V );

//v şi w sunt rădăcini

variabila locală ı̂ntreagă t

t← pred[v] + pred[w];

if pred[v] > pred[w] then

{ pred[v]← w; pred[w]← t }
else { pred[w]← v; pred[v]← t }

Cu această implementare a funcţiei find şi pro-

cedurii union, pe tot parcursul algoritmului are

loc:

(∗) ∀v ∈ V − pred[find(v)] ≥ 2h(v)

(reamintim că h(v) notează lungimea drumu-

lui de la v la rădăcina find(v) a arborelui ce

memorează v ).
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După iniţializarea 1.3, ∀v ∈ V h(v) = 0 şi

find(v) = v iar −pred[v] = 1, deci (*) are loc

cu egalitate.

Dacă, ı̂naintea unei iteraţii din pasul 2, (*) are

loc, atunci, dacă ı̂n acea iteraţie nu se execută

union, nu se modifică tabloul pred şi deci (*)

răm̂ıne valabilă şi după execuţie.

Presupunem prin urmare că se apelează

union(x, y) şi că se execută pred[y] := x.

Aceasta ı̂nseamnă că ı̂naintea acestei iteraţii

avem −pred[x] ≥ −pred[y]. Să observăm că

singurele v̂ırfuri v cărora li se modifică h(v)

după execuţia iteraţiei curente ŝınt cele care

ı̂naintea iteraţiei satisfăceau find(v) = y, pen-

tru care aveam −pred[y] ≥ 2h(v).

Dupa execuţia iteraţiei avem h′(v) = h(v) +

1 iar find′(v) = x, şi deci trebuie să verifi-

cam că −pred′[x] ≥ 2h
′(v). Avem −pred′[x] =

−pred[x] − pred[y] ≥ 2· (−pred[y]) ≥ 2·2h(v) =

2h(v)+1 = 2h
′(v).
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Rezulta că (*) are loc pe tot parcursul algorit-

mului, deci, prin logaritmare obţinem

∀v ∈ V h(v) ≤ log(−pred[find[v]]) ≤ logn.

Complexitatea pasului 2 va fi deci O(n − 1 +

2m logn) = O(m logn) şi deci tot algoritmul

are complexitatea O(m logn) ceea ce-l face su-

perior algoritmului lui Prim pentru grafuri rare.

Soluţia a IIIa. Complexitatea pasului 2, cu

implementarea precedentă, este datorată apeluri

lor succesive ale lui find.

Tarjan (1976) a propus ca fiecare apel al lui

find care necesită parcurgerea unui drum de

lungime mai mare deĉıt 1, să ”distrugă ” acest

drum, aduĉındu-i v̂ırfurile drept descendenţi imedi

aţi ai rădăcinii, cu scopul ca apelurile viitoare

ale lui find pentru aceste vârfuri să nu mai

consume timp. Mai precis, avem
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function find(v : V );
variabile ı̂ntregi locale i, j, k;
i← v;
while pred[i] > 0 do i← pred[i];
j ← v;
while pred[j] > 0 do
{ k← pred[j]; pred[j]← i; j ← k; }
return i

Dacă A : NxN → N este funcţia lui Ackermann dată
de:
A(i, o) = 0 ∀i ≥ 0;
A(i,1) = 2 ∀i ≥ 1;
A(0, x) = 2x ∀x ≥ 0;
A(i+ 1, x+ 1) = A(i, A(i+ 1, x)) ∀i ≥ 0 ∀x ≥ 1,
atunci, consider̂ınd ∀m ≥ n > 0

α(m,n) = min{z | A
(
z,4⌈m/n⌉

)
≥ logn, z ≥ 1}

avem:

Complexitatea pasului 2, utiliẑınd union din soluţia
a II-a şi find descris mai sus, este O(m·α(m,n)).

Notăm că α(m,n) creşte extrem de ı̂ncet (pentru valorile

practice ale lui n,α(m,n) ≤ 3) şi deci se poate presupune

ca această ultimă implementare este practic liniară (̂ın

raport cu m).
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IV. Cuplaje (de cardinal maxim).

Fie G = (V,E) un (multi)graf. Dacă A ⊆ E şi

v ∈ V , vom nota cu

dA(v) = |{e | e ∈ A, e incidentă cu v}|,
adică gradul v̂ırfului v ı̂n graful parţial < A >G.

Definiţie. Se numeşte cuplaj (sau mulţime

independentă de muchii) al grafului G, orice

mulţime M de muchii cu proprietatea că

dM(v) ≤ 1, ∀v ∈ V .

Vom nota cu MG familia cuplajelor grafului G:

MG = {M |M ⊆ E,M cuplaj ı̂n G}.
Se observă că MG satisface proprietăţile:

i) ∅ ∈ MG.

ii) M ∈ MG, M
′ ⊆M ⇒ M ′ ∈ MG.

Dacă M ∈ MG atunci un v̂ırf v ∈ V cu dM(v) =

1 se numeşte saturat de cuplajul M . Mulţimea

S(M) a v̂ırfurilor saturate de cuplajul M ı̂n

graful G, satisface |S(M)| = 2|M |.
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Dacă dM(v) = 0, atunci v se numeşte ex-
pus faţă de cuplajul M . Mulţimea E(M) a
v̂ırfurilor expuse faţă de cuplajul M satisface
E(M) = V − S(M) şi |E(M)| = |V | − 2|M |.

Problema cuplajului maxim :
P1 Dat G = (V,E) un graf, să se determine
M∗ ∈ MG astfel ı̂nĉıt

|M∗| = max{|M | |M ∈ MG}.

(Vom nota cu ν(G) = max{|M | |M ∈ MG}).

Problema cuplajului maxim este str̂ıns legată
de problema acoperirii minime.

Definiţie. Se numeşte acoperire (a v̂ırfurilor
cu muchii) ı̂n graful G orice mulţime F ⊆ E de
muchii cu proprietatea că dF (v) ≥ 1 ∀v ∈ V .

FG = {F | F ⊆ E, F acoperire ı̂n G} notează
familia acoperirilor grafului G.

FG 6= ∅ ⇔ G nu are v̂ırfuri izolate (atunci,
măcar E este o acoperire).
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Problema acoperirii minime este:

P2 Dat G = (V,E) un graf, să se determine

F ∗ ∈ FG astfel ı̂nĉıt

|F ∗| = min{|F | | F ∈ FG}.

Teoremă. 1. (Norman-Rabin 1959) Fie

G = (V,E) un graf fără v̂ırfuri izolate, de ordin

n. Dacă M∗ este un cuplaj de cardinal maxim

ı̂n G, iar F ∗ o acoperire de cardinal minim ı̂n

G, atunci

|M∗|+ |F ∗| = n.

Demonstraţie: a) Fie M∗ un cuplaj de cardinal

maxim. Considerăm următorul algoritm:

F ←M∗;
for ∀v ∈ E(M) do

{ determină v′ ∈ S(M∗) astfel ı̂nĉıt vv′ ∈ E;

F ← F ∪ {vv′}
}
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Să observăm că pentru ∀v ∈ E(M∗), cum G nu

are v̂ırfuri izolate, există o muchie incidentă cu

v, şi cum M∗ este maximal ı̂n raport cu in-

cluziunea, această muchie are cealaltă extrem-

itate din S(M∗). Mulţimea de muchii F ast-

fel construită este o acoperire şi ı̂n plus |F | =

|M∗|+ |E(M∗)| = |M∗|+ n− 2|M∗| = n− |M∗|.

Rezultă că |F ∗| ≤ |F | = n− |M∗|.

b) Fie F ∗ o acoperire de cardinal minim. Con-

siderăm următorul algoritm:

M ← F ∗
while ∃v ∈ V : dM(v) > 1 do

{ determină e ∈M incidentă cu v;

M ←M − e
}

Algoritmul construieşte un cuplaj M ı̂n G.

Dacă muchia e incidentă cu v, care se ı̂nlătură

din M ı̂ntr-o iteraţie while, este e = vv′,
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atunci dM(v′) = 1 şi deci ı̂n pasul următor

dM(v′) va fi zero, adică la orice ı̂ndepărtare a

unei muchii din mulţimea M curentă de muchii

se obţine un v̂ırf expus faţă de cuplajul final M

(dacă v̂ırful v′ ar fi incident cu ı̂ncă o muchie,

atunci din acoperirea iniţială F ∗ se poate ı̂nlătura

muchia e şi să obţinem tot o acoperire, con-

traziĉınd alegerea lui F ∗).

Deci dacă M este cuplajul construit de algoritm

avem: |F ∗| − |M | = |E(M)| = n− 2|M |, adică

|F ∗| = n− |M | ≥ n− |M∗|.

Din (a) şi (b) rezultă concluzia teoremei.

Demonstraţia făcută arată, chiar mai mult, că

problemele (P1) şi (P2) ŝınt polinomial echiva-

lente, cuplajul M şi acoperirea F construite fi-

ind şi ele soluţii optime respectiv pentru cele

două probleme.
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Dacă vom considera matricea de incidenţă

(v̂ırf - muchie) a grafului G cu n v̂ırfuri şi m

muchii B = (bij)n×m cu bij = 1 dacă v̂ırful i

şi muchia j ŝınt incidente şi bij = 0 altminteri

(̂ıntr-o ordonare fixată a v̂ırfurilor şi muchiilor),

şi dacă notăm cu ep vectorul p-dimensional cu

toate componentele 1, atunci cele două prob-

leme se scriu analitic astfel

P1’ max{eTmx|Bx ≤ en, x ≥ 0, xi ∈ {0,1} i = 1,m}

P2’ min{eTmx|Bx ≥ en, x ≥ 0, xi ∈ {0,1} i = 1,m}

şi teorema 1 oferă o egalitate min-max intere-

santă.

În cele ce urmează ne vom ocupa numai de

problema (P1); ı̂n plus vom presupune că G

nu are v̂ırfuri izolate.
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Dacă s-ar ı̂ncerca rezolvarea problemei (P1’)

apel̂ınd la problema de programare liniară aso-

ciată

(LP1′) max{e′mx | Bx ≤ en, x ≥ 0}
se constată că soluţiile optime pot să nu fie

cu componente ı̂ntregi şi, chiar mai mult, val-

oarea maximă determinată de (LP1’) să fie su-

perioară lui ν(G).

Cel mai simplu exemplu ı̂n acest sens este G =

C2n+1. Evident, ν(C2n+1) = n şi totuşi xi =
1
2 ∀i = 1,2n + 1 este o soluţie optimă a lui

(LP1’) corespunzătoare, cu valoarea optimă

n+ 1
2 > n.

1 / 2

1 / 2

1 / 21 / 2

1 / 2
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Rezultă că existenţa circuitelor impare ı̂n graful

G poate provoca dificultăţi ı̂n rezolvarea prob-

lemei (P1). Mai precis, avem următoarea teo-

remă:

Teoremă. 2. (Balinski 1971) V̂ırfurile poli-

topului Bx ≤ en, x ≥ 0, x ∈ Rm, au coordo-

natele 0,1 şi 1
2. Coordonatele 1

2 apar dacă şi

numai dacă G are circuite impare.

Rezultă de aici că, ı̂n cazul grafurilor bipartite, problema

(P1) este uşor de rezolvat: se apelează la problema de

programare (LP1’) şi soluţia găsită este soluţie optimă

pentru problema P1 (reprezent̂ınd vectorul caracteristic

al unui cuplaj). Adaptarea combinatorie a algoritmu-

lui simplex din programarea liniară, direct pe graful bi-

partit considerat (̂ın scopul unei economii de memorie,

tablourile simplex ŝınt reprezentate implicit) a condus la

aşa numita ”metodă ungară” de rezolvare a problemei

(P1) pentru grafurile bipartite. Nu vom prezenta acest

algoritm, prefer̂ınd descrierea unuia mai performant da-

torat lui Hocroft şi Karp (1973).
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Totuşi teorema de dualitate din programarea

liniară, precum şi integritatea soluţiilor optime,

pot oferi demonstraţii instantanee pentru teo-

reme de caracterizare a soluţiilor optime ale

problemei (P1) ı̂n cazul grafurilor bipartite:

Teoremă. 3. (Hall, 1935) Fie G = (R, S;E)

un graf bipartit. Există un cuplaj care sat-

urează v̂ırfurile lui R dacă şi numai dacă

|NG(A)| ≥ |A| ∀A ⊆ R.

Teoremă. 4. (Konig,1930) Fie G = (R,S;E)

un graf bipartit. Cardinalul maxim al unui cu-

plaj este egal cu numărul minim de v̂ırfuri prin

ı̂ndepărtarea cărora se obţine graful nul:

ν(G) = n− α(G)
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Revenind la problema (P1) cu G un graf oare-

care şi observ̂ınd că ν(G) ≤ 1
2|V (G)|, rezultă

că este interesant de caracterizat grafurile cu

proprietatea că admit un cuplaj M astfel ı̂nĉıt

S(M) = V (G). Un astfel de cuplaj se numeşte

cuplaj perfect sau 1-factor.

Este evident că un graf care are un cuplaj perfect are ı̂n

orice componentă conexă un număr par de v̂ırfuri. Mai

mult, dacă S ⊆ V (G) atunci, ı̂n ipoteza că G are un

cuplaj perfect, va trebui ca pentru fiecare componentă

conexă cu un număr impar de v̂ırfuri a grafului G−S să

existe o muchie ı̂n cuplajul perfect cu o extremitate ı̂n

S şi cealaltă ı̂n componenta conexă impară. Rezultă că

numărul componentelor conexe impare ale grafului G−S
nu poate depăşi |S|.
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Dacă pentru un graf oarecare H notăm cu

q(H) numărul componentelor conexe impare

ale lui H, atunci observaţia anterioară arată

că o condiţie necesară pentru ca G să aibă un

cuplaj perfect este ca q(G−S) ≤ |S| ∀S ⊆ V (G).

Să observăm că atunci ĉınd S = ∅ condiţia

anterioară cere ca orice componentă conexă a

lui G să aibă un număr par de v̂ırfuri. Condiţia

este şi suficientă, aşa cum rezultă din următoarea

teoremă.

Teoremă. 5. (Tutte, 1947) Un graf G =

(V,E) are un cuplaj perfect dacă şi numai dacă

(T) q(G− S) ≤ |S| ∀S ⊆ V.

Demonstraţie. Arătăm, prin inducţie după n =

|V |, că, dacă G = (V,E) satisface (T), atunci

G are un cuplaj perfect.
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Cum teorema se verifică imediat pentru n =

1,2, vom presupune ı̂n pasul inductiv că orice

graf G′ cu |G′| < n şi care satisface (T) are un

cuplaj perfect.

Fie G = (V,E) cu |V | = n şi care satisface (T).

Alegem S0 ⊆ V (G) astfel ı̂nĉıt ı̂n (T) avem

egalitate: q(G − S0) = |S0| şi oricare ar fi S

astfel ı̂nĉıt S0 ⊆ S, S0 6= S avem q(G−S) < |S|.

Cum G satisface T , rezultă că G are numai

componente conexe de cardinal par. Într-o ast-

fel de componentă conexă, există ı̂ntotdeauna

un v̂ırf v0 care nu este v̂ırf de articulaţie (orice

v̂ırf pendant al unui arbore parţial ) şi se verifică

imediat că q(G− {v0}) = 1 = |{v0}| .

Prin urmare familia {S | S ⊆ V, q(G−S) = |S|}
este nevidă şi orice element maximal al ei poate

fi considerat S0.
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Fie m = |S0| > 0 şi C1, . . . , Cm componen-
tele conexe de cardinal impar ale lui G − S0,
iar D1, . . . , Dk componentele conexe de cardi-
nal par (k ≥ 0) ale lui G− S0.

C1

C2

C3

sm

s3

Cm

s2

D1

D2

s1

Dk

Vom construi un cuplaj perfect al grafului G
compus din : a) - ĉıte un cuplaj perfect ı̂n
fiecare componentă conexă pară Di;
b) - un cuplaj format din m muchii, muchia
ei (i = 1,m) av̂ınd o extremitate si ∈ S0 şi
cealaltă vi ∈ Ci;
c) - ĉıte un cuplaj perfect ı̂n fiecare subgraf
[Ci − vi]G.
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a) Pentru orice i = 1, k graful [Di]G are un cu-

plaj perfect.

În adevăr, cum m > 0, rezultă că |Di| < n şi

deci pentru a dovedi existenţa cuplajului per-

fect ı̂n [Di]G este suficient să dovedim ( din

ipoteza inductivă) că G′ = [Di]G satisface (T).

Fie S ⊆ Di. Dacă q(G′ − S) > |S| atunci q(G−
S0 ∪ S) = q(G− S0) + q(G′− S) = |S0|+ q(G′−
S) > |S0| + |S| = |S0 ∪ S|, contraziĉınd faptul

că G satisface (T).

Avem q(G′ − S) ≤ |S| şi deci G′ satisface T.

b) Fie H = (S0, {C1, . . . , Cm};E′) graful bipartit

av̂ınd o clasă a bipartiţiei S0, cealaltă clasă,

mulţimea componentelor conexe impare ale lui

G − S0, iar mulţimea muchiilor E′ formată din

perechile sCi (s ∈ S; i = 1,m) cu proprietatea

că există v ∈ Ci cu sv ∈ E(G).
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C1

C2

C3

sm

s3

Cm

s2

s1

Acest graf are un cuplaj perfect. În adevăr,

este suficient să arătăm că H satisface condiţia

lui Hall de existanţă a unui cuplaj M0 ce sat-

urează v̂ırfurile lui {C1, . . . , Cm} :

∀A ⊆ {C1, . . . , Cm}, |NH(A)| ≥ |A|
şi cum |S0| = m va rezulta că M0 este cuplaj

perfect ı̂n H.

Fie A ⊆ {C1, . . . , Cm}.
Observăm că B = NH(A) ⊆ S0 şi din definiţia

lui H, ı̂n graful G nu avem muchii de la un

v̂ırf v ∈ S0 − B la un v̂ırf v ∈ Ci cu Ci ∈ A.

Deci componentele conexe impare Ci din A ale

grafului G−S0 vor răm̂ıne componente conexe

impare şi ı̂n G−B.
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Rezultă că q(G − B) ≥ |A|. Pe de altă parte

G satisface condiţia lui Tutte (T) deci |B| ≥
q(G − B). Am obţinut deci |B| ≥ |A| adică

|NH(A)| ≥ |A|.
Cum A a fost aleasă arbitrar, rezultă că H are

un cuplaj perfect M0 = {s1v1, s2v2, . . . , smvm}
cu S0 = {s1, . . . , sm} şi vi ∈ Ci i = 1,m.

c) Pentru orice i ∈ {1, . . . ,m} graful G′ = [Ci−
vi]G are un cuplaj perfect.

Folosind ipoteza inductivă, afirmaţia va rezulta

dacă dovedim că G′ satisface (T).

Fie S ⊆ Ci − vi. Dacă q(G′ − S) > |S| atunci

cum q(G′ − S) + |S| ≡ 0 (mod 2), rezultă că

q(G′ − S) ≥ |S|+ 2 şi atunci consider̂ınd S′ =

S0 ∪ {vi} ∪ S, avem |S′| ≥ q(G − S′) = q(G −
S0) − 1 + q(G′ − S) = |S0| − 1 + q(G′ − S) ≥
|S0| − 1 + |S|+ 2 = |S′|, adică q(G − S′) = |S′|
ceea ce contrazice alegerea lui S0 căci S0 ⊂ S′.
Rezultă că ∀S′ ⊆ Ci− vi q(G′ − S) ≤ |S| deci G′

are un cuplaj perfect.
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Evident, cuplajul lui G obţinut prin reuniunea

cuplajelor puse ı̂n evidenţă ı̂n a), b), şi c) de

mai sus este un cuplaj perfect şi cu aceasta

teorema este demonstrată.

Notăm că Berge (1958) a generalizat această

teoremă stabilind că

ν(G) =
1

2
(|V (G)|−maxS⊆V (G)[q(G−S)−|S|] ).

Totuşi, algoritmii care rezolvă problema (P1)

se bazează pe o caracterizare mai simplă a cu-

plajelor de cardinal maxim.

Fie G = (V,E) un graf şi M ∈ MG un cuplaj al

său.

Definiţie: Se numeşte drum alternat al lui G

relativ la cuplajul M orice drum

P : v0, v0v1, v1, . . . , vk−1, vk−1vk, vk

a. ı̂. ∀i = 1, k − 1 {vi−1vi, vivi+1} ∩M 6= ∅.
199



Să observăm că, ı̂ntruĉıt M este cuplaj, din

definiţia dată rezultă că dintre orice două

muchii consecutive ale drumului P exact

una aparţine cuplajului

(muchiile lui P aparţin alternativ la M şi

E −M).

Vom desemna, ı̂n cele ce urmează, prin P

mulţimea muchiilor drumului P (pentru simpli-

ficarea notaţiilor).

Definiţie: Se numeşte drum de creştere al lui

G relativ la cuplajul M un drum alternat cu

extremităţile v̂ırfuri distincte, expuse relativ la

cuplajul M .

a

b

c

d

e
f

g

h

i

j

 a, b, c, d  - drum alternat par
f - drum alternat impar

j - drum de crestere

g, f, d - drum alternat impar 

a, b, c, d, e - drum alternat inchis

a, b, c, d, f, g, h - drum de crestere
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Observaţie: Din definiţie, rezultă că dacă P

este un drum de creştere relativ la cuplajul M

atunci |P −M |= |P ∩M |+ 1.

Teoremă. 6. (Berge 1959) Un cuplaj M

este de cardinal maxim ı̂n graful G dacă şi nu-

mai dacă nu există ı̂n G drumuri de creştere

relativ la M .

Demonstraţie: Dacă M este un cuplaj de car-

dinal maxim şi P ar fi un drum de creştere

ı̂n G relativ la M atunci M ′ = P∆M = (P −
M)∪(M−P) este un cuplaj ı̂n G. (Construcţia

lui P∆M revine la interschimbarea muchiilor

lui M − P şi P − M pe drumul P). În plus,

|M ′| = |P ∩M |+ 1 + |M − P | = |M |+ 1, con-

traziĉınd alegerea lui M .

a

b

c

d

e
f

g

h

i

j

P= a, b, c, d, f, g, h - drum de crestere (M-P) u (P-M)
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Reciproc, dacă M este cuplaj ı̂n G şi M nu

admite drumuri de creştere, considerăm M∗ un

cuplaj de cardinal maxim. Vom arăta că |M∗| =
|M |, ceea ce demonstrează teorema.

Fie G′ graful parţial al lui G, G′ = (V,M∆M∗).

Evident, dG′(v) ≤ 2 ∀v ∈ V şi deci componen-

tele conexe ale lui G′ ŝınt drumuri (eventual de

lungime 0), sau circuite şi avem următoarele

posibilităţi (muchiile ı̂ngroşate ŝınt din M∗ şi

cele subţiri, din M):

a

b

c

d

e

Situaţia b) nu poate avea loc, pentru că reprezintă un

drum de creştere relativ la M∗ care-i cuplaj de cardinal

maxim. Situaţia c) nu are loc, ı̂ntruĉıt M nu admite

drumuri de creştere.
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Deci, dacă notăm cu mM(C) numărul muchi-

ilor din M ale componentei conexe C a lui G′ şi

cu mM∗(C) numărul corespunzător, de muchii

din M∗ avem mM(C) = mM∗(C). Rezultă că

|M−M∗| =
∑

C

mC(M) =
∑

C

mC(M∗) = |M∗−M |

(suma se face după toate componentele conexe

C ale grafului G′) şi deci, |M | = |M∗|.

Această teoremă justifică urmt̆oarea strategie

de construire a unui cuplaj de cardinal maxim:

a) fie M un cuplaj oarecare a lui G (eventual M = ∅);

b) while ∃P drum de creştere relativ la M do

M ←M∆P

La fiecare iteraţie a ciclului while, cuplajul curent ”creşte”

(cardinalul său se măreşte cu o unitate) şi deci ı̂n cel

mult n
2

iteraţii se obţine un cuplaj de cardinal maxim,

care nu va admite drumuri de creştere.
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Neajunsul acestui algoritm este acela că tes-

tul de oprire a ciclului - inexistenţa drumu-

lui de creştere - poate conduce la un număr

exponenţial de operaţii.

Primul care a demonstrat posibilitatea imple-

mentării acestui algoritm astfel ı̂nĉıt numărul

total de operaţii să fie polinomial ı̂n raport cu

numărul de v̂ırfuri ale grafului G, a fost Ed-

monds (1965), obţin̂ınd astfel unul din primele

rezultate ale teoriei complexităţii (cantitative)

a algoritmilor.

În 1973 Hopcroft şi Karp, fac o analiză mai

detaliată a procesului succesiv de creşteri ale

cuplajului curent, cu ipoteza suplimentară că

se alege de fiecare dată un drum de creştere

cu număr minim de muchii (printre toate

drumurile de creştere posibile). Această idee

stă la baza celui mai eficient algoritm, cunos-

cut, pentru rezolvarea problemei.
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Lemă. 1. Fie M,N ∈ MG, |M | = r, |N | = s
şi s > r. Atunci ı̂n M∆N există cel puţin s− r
drumuri de creştere ale cuplajului M , disjuncte

ca v̂ırfuri.

Demonstraţie: Fie G′ = (V,M∆N) graful parţial

secţionat ı̂n G de M∆N .
Fie Ci i = 1, p componentele conexe ale lui G′.
Definim pentru fiecare i ∈ {1, . . . , p}

δ(Ci) = |E(Ci) ∩N | − |E(Ci) ∩M |.
Observăm că:
δ(Ci) ∈ {−1, 0,1} (M,N cuplaje, ⇒ Ci ŝınt dru-

muri sau circuite);

δ(Ci) = 1 dacă şi numai dacă Ci este un drum
de creştere relativ la M .
În plus,

∑

i=1,p

δ(Ci) = |N −M | − |M −N | = s− r.

Rezultă că există măcar s− r Ci cu δ(Ci) = 1,
adică există măcar s−r drumuri de creştere dis-

juncte ca v̂ırfuri (deci şi ca muchii) conţinute
ı̂n M∆N .
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Lemă. 2. Dacă ν(G) = s şi M ∈ MG |M | =

r < s, atunci există ı̂n G un drum de creştere

relativ la M de lungime ≤ 2⌊r/(s− r)⌋+ 1.

Demonstraţie. Fie N ∈ MG cu |N | = s =

ν(G). Conform lemei precedente, vor exista

s − r drumuri de creştere disjuncte pe muchii,

conţinute ı̂n M∆N . Acestea au ı̂mpreună cel

mult r muchii din M . Rezultă că există unul

care conţine cel mult ⌊r/(s− r)⌋ muchii din M ,

a cărui lungime este deci ≤ 2⌊r/(s− r)⌋+ 1.

Definiţie Dacă M ∈ MG, se numeşte drum

minim de creştere al lui M ı̂n G , un drum

de creştere cu număr minim de muchii printre

toate drumurile de creştere ale lui M ı̂n G.

Lemă. 3. Fie M ∈ MG, P drum minim de

creştere relativ la M , şi P ′ drum de creştere al

lui M∆P . Atunci, |P ′| ≥ |P |+ 2|P ∩ P ′|.
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Demonstraţie: Fie N = (M∆P)∆P ′.
Avem M∆N = P∆P ′ şi |N | = |M |+ 2.

Folosind lema 1 obţinem că există P1, P2 dru-

muri de creştere disjuncte ca muchii relativ

la M conţinute ı̂n M∆N . Cum P este drum

minim de creştere avem: |P∆P ′| ≥ |P1|+|P2| ≥
2|P | deci |P |+ |P ′| − 2|P ∩ P ′| ≥ 2|P |.

Considerăm următorul algoritm (∗):

M0 ← ∅;
Mi+1 ←Mi∆Pi

( Pi dr. minim de creşt. rel. la Mi; i ≥ 0.)

Se obţine şirul de drumuri minime de creştere

P0, P1, . . . , Pν(G)−1.

Lemă. 4.

a) ∀i = 1, ν(G)− 2 |Pi| ≤ |Pi+1|;
|Pi| = |Pi+1| ⇔ Pi şi Pi+1 ŝınt disjuncte ca

v̂ırfuri.

b) ∀i < j < ν(G)− 1 |Pi| = |Pj|, implică Pi şi

Pj ŝınt disjuncte ca v̂ırfuri.
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Demonstrţie: a) Consider̂ınd P = Pi şi P ′ =

Pi+1 ı̂n lema 3 se obţine |Pi+1| ≥ |Pi|+ 2|Pi ∩
Pi+1| ≥ |Pi|. Egalitatea are loc dacă şi nu-

mai dacă Pi şi Pi+1 ŝınt disjuncte ca muchii,

condiţie care, av̂ınd ı̂n vedere alternanţa dru-

murilor, implică faptul că nu au v̂ırfuri comune.

b) rezultă apliĉınd succesiv a).

Teoremă. 7. (Hopcroft, Karp 1973) Fie

G un graf şi ν(G) = s. Numărul ı̂ntregilor

distincţi din şirul |P0|, |P1|, . . . , |Ps−1|, construit

ı̂n algoritmul de mai sus este cel mult 2⌈√s ⌉+
2.

Demonstra̧tie: Fie r = ⌊s−√s⌋. Atunci |Mr| =
r şi |Pr| ≤ 2⌊r/(s − r)⌋+ 1 = 2⌊⌊s − √s⌋/(s −
⌊s−√s⌋)⌋+ 1 < 2⌈√s ⌉+ 1.

Rezultă că oricare ar fi i < r, |Pi| este unul din

cei ⌈√s ⌉+ 1 ı̂ntregi impari ≤ 2⌈√s ⌉+ 1. În

subşirul |Pr|, . . . , |Ps−1| mai ŝınt cel mult s−r ≤
⌈√s ⌉+ 1 ı̂ntregi distincţi, deci ı̂n total avem

cel mult 2⌈√s ⌉+ 2 ı̂ntregi distincţi.
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Dacă algoritmul (∗) se descompune ı̂n etape,

astfel ı̂nĉıt la fiecare etapă se determină o

mulţime maximală de drumuri minime de creştere

disjuncte ca v̂ırfuri, din lema 4, rezultă că, ı̂n

etapa următoare, lungimea drumurilor minime

de creştere utilizate va creşte strict (altfel s-

ar contrzice maximalitatea mulţimii de drumuri

alese).

Utiliẑınd teorema 7, rezultă că numărul fazelor

nu va depăşi 2⌈
√

ν(G)⌉+ 2.

Rezultă că următorul algoritm pentru aflarea

unui cuplaj maxim, ı̂ntr-un graf cu măcar o

muchie:

0. M ← ∅;
1. repeat

Determină P o familie maximală (⊆)

de drumuri minime de creştere;

for P ∈ P do M ←M∆P

until P = ∅.
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are complexitatea O(
√
nA) unde A este com-

plexitatea determinării familiei P.

Hopcroft şi Karp au arătat cum se poate im-

plementa pasul 1 pentru un graf bipartit, astfel

ı̂nĉıt A = O(m + n), deci s-a obţinut un algo-

ritm de complexitate O(mn1/2) pentru aflarea

unui cuplaj de cardinal maxim ı̂ntr-un graf bi-

partit.

Pentru un graf oarecare, structurile de date

necesare obţinerii aceleeaşi complexităţi ŝınt

mult mai elaborate şi au fost descrise de Micali

şi Vazirani 1980. Considerăm, ı̂n continuare,

numai cazul grafurilor bipartite.

Fie G = (R, S;E) un graf bipartit şi M ∈ MG.

Pornind din una din clase, R de exemplu, se

consideră mulţimea extremităţilor drumurilor

de creştere posibile, R ∩ E(M), şi din fiecare

astfel de v̂ırf, se incepe construcţia ı̂n paralel,

de drumuri alternate.
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Prima depistare a unui drum de creştere (sau, concluzia

de inexistenţă) opreşte construcţia, oferind lungimea

minimă a unui drum de creştere, şi un sistem evident

de etichetare va permite depistarea familiei P. Com-

plexitatea O(m + n) rezultă prin utilizarea listelor de

adiacenţă. Exemplu:

familie maximala de 
1- drumuri de crestere

familie maximala de 
3- drumuri de crestere

Cuplaj maxim !
toate virfurile rosii
sunt saturate

211



V. FLUXURI ÎN REŢELE
1. Problema fluxului maxim.

R E T E A

V V

Intrare Iesire

Data Reteaua,  care este  v  MAXIM ?

Numim reţea (de transport) cu intrarea s şi
ieşirea t, 4-uplul R = (G, s, t, c) unde:
- G = (V,E) este un digraf,
- s, t ∈ V ; s 6= t; d+

G(s) > 0; d−G(t) > 0,
- c : E → R+; c(e) este capacitatea arcului e.

Vom presupune că
V = {1,2, . . . , n} (n ∈ N∗) şi că |E| = m.
Extindem funcţia c la c : V × V → R+ prin

c((i, j)) =







c(ij) dacă ij ∈ E
0 dacă ij /∈ E

şi vom nota c((i, j)) = cij.
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Definiţie: Numim flux ı̂n reţeaua R = (G, s, t, c)
o funcţie x : V × V → R, care satisface

(i) 0 ≤ xij ≤ cij ∀ij ∈ V × V

(ii)
∑

j∈V
xji −

∑

j∈V
xij = 0 ∀i ∈ V − {s, t}.

Observaţii

10 Dacă ij ∈ E atunci xij se numeşte fluxul

(transportat)pe arcul ij.
Evident, condiţia (i) cere ca fluxul pe orice

arc să fie nenegativ şi subcapacitar, iar condiţia

(ii) (legea de conservare a fluxului) cere ca

suma fluxurilor pe arcele care intră ı̂n v̂ırful

i să fie egală cu suma fluxurilor pe arcele

care ies din v̂ırful i.

Se putea cere ca fluxul să fie definit numai pe arcele
reţelei, dar cu convenţia făcută la extensia funcţiei de
capacitate, se observă că pentru perechile (i, j) care nu
ŝınt arce ı̂n reţea condiţia (i) impune ca fluxul să fie 0,
şi evident cele două definiţii ŝınt echivalente.

O preferăm pe cea dată, pentru simplitatea notaţiilor,

deşi ı̂n implementări, structurile de date folosite vor ig-

nora perechile (i, j) care nu ŝınt arce ı̂n reţea.
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20 Dacă se sumează relaţiile (ii) (pentru i ∈
V − {s, t}) se obţine:

0 =
∑

i 6=s,t

(
∑

j∈V xji −
∑

j∈V xij
)

=

∑

i 6=s,t
∑

j 6=s,t xji −
∑

i 6=s,t
∑

j 6=s,t xij+

∑

i 6=s,t xsi +
∑

i 6=s,t xti −
∑

i 6=s,t xis −
∑

i 6=s,t xit =

−
(
∑

i xis −
∑

i xsi
)

−
(
∑

i xit −
∑

i xti
)

, adică

∑

j∈V
xjt −

∑

j∈V
xtj = −

( ∑

j∈V
xjs −

∑

j∈V
xsj

)

.

Definiţie: Dacă x este un flux ı̂n reţeaua R =

(G, s, t, c) se numeşte valoarea fluxului x numărul

v(x) =
∑

j∈V
xjt −

∑

j∈V
xtj.

v(x) se poate interpreta ca fiind fluxul net care

ajunge ı̂n ieşirea reţelei sau (conform egalităţii

obţinute mai sus) fluxul net care iese din in-

trarea reţelei.
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În orice reţea R = (G, s, t, c) există un flux,

fluxul nul xij = 0 ∀ij, de valoare 0.

Problema fluxului maxim:

Dată R = (G, s, t, c) o reţea, să se determine

un flux de valoare maximă.

Observaţii: 10. Problema se poate formula,

evident, ca o problemă de programare liniară:

max v
∑

j xji −
∑

j xij = 0, ∀i 6= s, t
∑

j xjs −
∑

j xsj = −v
∑

j xjt −
∑

j xtj = v

0 ≤ xij ≤ cij ∀ij

Particularităţile combinatorii ale problemei, numărul mare

de restricţii şi mai ales dificultăţile legate de restricţiile

de integritate ce s-ar putea impune variabilelor, care un-

eori ı̂n practică ŝınt esenţiale, au condus la dezvoltarea

de metode specifice de rezolvare.
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Definiţie. Dacă P este un drum ı̂n G, multi-

graful suport al digrafului G, şi e = vivj este o

muchie a lui P atunci:

dacă e corespunde arcului vivj al lui G, e se

numeşte arc direct al drumului P ;

dacă e corespunde arcului vjvi al lui G, atunci

e se numeşte arc invers.

P

G

G
-- arc direct arc invers

Definiţie. Fie R = (G, s, t, c) şi x flux ı̂n R.

Se numeşte C-drum (̂ın R relativ la fluxul x)

un drum D ı̂n G cu proprietatea că ∀ij ∈ E(D) :

xij < cij dacă ij este arc direct,

xji > 0 dacă ij este arc invers.
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Dacă D este un C-drum şi ij ∈ E(D), se numeşte

capacitatea reziduală a lui ij (relativ la C-

drumul D) numărul

r(ij) =







cij − xij dacă ij arc direct ı̂n D

xji dacă ij arc invers ı̂n D .

Capacitatea reziduală a drumului D este

r(D) = min
e∈E(D)

r(e).

Exemplu: Fie reţeaua de mai jos, ı̂n care pe arce este

precizată mai ı̂nt̂ıi capacitatea şi apoi fluxul:

1

2

3

4

5

6

2,2

1,0

2,2

1,1

2,1

3,2

s

2,1

3,1

t1,0

Atunci D : 1,12,2,24,4,45,5,56,6 este un C-drum de la

s la t cu arcele directe 12(x12 = 1 < c12 = 3); 24(x24 =

1 < c24 = 2); 56(x56 = 1 < c56 = 2) şi arcul invers

45(x54 = 1 > 0). Capacitatea reziduală a lui D este

r(D) = min(min(2,1,1),1) = 1.
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Definiţie. Se numeşte drum de creştere a

fluxului x, ı̂n reţeaua R = (G, s, t, c), un C-drum

de la s la t.

Lemă. 1. Dacă D este un drum de creştere

a fluxului x ı̂n reţeaua R = (G, s, t, c), atunci

x1 = x
⊗
r(D) definit prin

x1
ij =







xij dacă ij /∈ E(D)

xij + r(D) dacă ij ∈ E(D), ij arc direct ı̂n D

xij − r(D) dacă ji ∈ E(D), ji arc invers ı̂n D

este flux ı̂n R şi v(x1) = v(x) + r(D).

Demonstraţie. Definiţia lui r(D) implică

ı̂ndeplinirea de către x1, a condiţiilor (i).

Condiţiile (ii) verificate de x, nu ŝınt afectate

pentru niciun v̂ırf i /∈ V (D).

Dacă i 6= s, t este un v̂ırf al drumului D, i este

incident cu exact două arce ale lui D,fie ele li

şi ik.

Avem următoarele cazuri posibile:
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a) li şi ik arce directe:
∑

j x
1
ji−

∑

j x
1
ij =

∑

j 6=l xji−
∑

j 6=k xij+x1
li−x1

ik =
∑

j 6=l xji −
∑

j 6=k xij + xli + r(D)− xik − r(D) =
∑

j xji −
∑

j xij = 0.

b) li direct ik invers:
∑

j x
1
ji−

∑

j x
1
ij =

∑

j 6=l,k xji−
∑

j xij +x1
li+x1

ki =
∑

j 6=l,k xji −
∑

j xij + xli + r(D) + xki − r(D) =
∑

j xji −
∑

j xij = 0.

c) li invers, ik direct: similar cu b).

d) li invers, ik invers: similar cu a).

Valoarea fluxului x1 se obţine consider̂ınd lt
unicul arc al lui D incident cu t:

Dacă lt direct atunci
v(x1) =

∑

j x
1
jt−

∑

j x
1
tj =

∑

j 6=l xjt−
∑

j xtj+x1
lt =

∑

j 6=l xjt −
∑

j xtj + xlt + r(D) = v(x) + r(D).

Daca lt invers atunci
v(x1) =

∑

j x
1
jt−

∑

j x
1
tj =

∑

j xjt−
∑

j 6=l xtj−x1
tl =

∑

j xjt −
∑

j 6=l xtj − (xtl − r(D)) = v(x) + r(D).
Deci lema are loc.
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Pentru exemplul anterior, fluxul x1 = x
⊗
r(D)

de valoare 4 este precizat pe arce:

1

2

3

4

5

6

2,2

1,0

2,2

1,0

2,2

3,2

s

2,2

3,2

t1,0

Observaţii: 10 Această lemă justifică denu-

mirea de drum de creştere, precum şi cea de

capacitate reziduală.

20 Din definiţie, dacă D este drum de creştere,

r(D) > 0 şi deci avem v(x
⊗
r(D)) > v(x).

Rezultă că

dacă x admite un drum de creştere atunci

x nu este flux de valoare maximă.
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Pentru a demonstra că si reciproc este adevărat

avem nevoie de o nouă noţiune.

Definiţie. Fie R = (G, s, t, c). Se numeşte

secţiune ı̂n reţeaua R, o partiţie (S, T) a lui

V cu s ∈ S şi t ∈ T .

Capacitatea secţiunii (S, T) este

c(S, T) =
∑

i∈S

∑

j∈T
cij

(suma capacităţilor arcelor de la S la T).

Lemă. 2. Daca x este un flux ı̂n R = (G, s, t, c)
şi (S, T) este o secţiune a reţelei, atunci

v(x) =
∑

i∈S

∑

j∈T
(xij − xji).

(valoarea fluxului este egală cu fluxul net ce

trece prin orice secţiune.)

s t

+

-

S

T
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Demonstraţie:

v(x) = (
∑

j xjt −
∑

j xtj)− 0

= −(
∑

j xjs−
∑

j xsj)−
∑

i∈S,i 6=s(
∑

j xji−
∑

j xij)

=
∑

i∈S(
∑

j xij −
∑

j xji)

=
∑

i∈S
∑

j∈S(xij−xji) +
∑

i∈S
∑

j∈T(xij−xji)

=
∑

i∈S
∑

j∈T(xij − xji).

Lemă. 3. Dacă x este un flux ı̂n R = (G, s, t, c)

şi (S, T) este o secţiune, atunci v(x) ≤ c(S, T).

Demonstraţie:

v(x) =
∑

i∈S
∑

j∈T(xij − xji) (lema 2)

≤ ∑

i∈S
∑

j∈T(cij − xji) (xij ≤ cij)

≤ ∑

i∈S
∑

j∈T cij (xji ≥ 0).
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Observaţii:

1) Dacă x este un flux ı̂n R = (G, s, t, c) şi (S, T )

o secţiune astfel ı̂nĉıt v(x) = c(S, T ), atunci ∀x
flux ı̂n R v(x) ≤ c(S, T) = v(x), deci x este flux

de valoare maximă.

2) În exemplul dat, x1 este flux de valoare

maximă ı̂ntruĉıt v(x1) = 4 = c({1,2,3}, {4,5,6}).

Teoremă. 1. (Teorema drumului de creştere)

Un flux x este de valoare maximă ı̂ntr-o reţea

R, dacă şi numai dacă, nu există drumuri de

creştere a fluxului x ı̂n reţeaua R.

Demonstraţie: O implicaţie este deja stabilită.

Reciproc, fie x un flux ı̂n R care nu admite

drumuri de creştere. Considerăm S = {i | i ∈
V ∧ ∃ D C-drum ı̂n R de la s la i}.

Evident s ∈ S (există D de lungime 0) şi t /∈ S
(nu există C-drumuri de la s la t). Fie T =

V − S. Rezultă că (S,T) este o secţiune.
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Să observăm că ∀i ∈ S şi ∀j ∈ T avem:

dacă ij ∈ E atunci xij = cij şi

dacă ji ∈ E atunci xji = 0

(altminteri C-drumul de la s la i se poate ex-

tinde la un C-drum de la s la j).

Deci, conform lemei 2, v(x) =
∑

i∈S
∑

j∈T(xij−
xji) =

∑

i∈S
∑

j∈T(cij − 0) = c(S, T) şi prin ur-

mare x este flux de valoare maximă.

Teoremă. 2. (Teorema fluxului intreg)

Dacă toate capacităţile ŝınt ı̂ntregi, atunci ex-

istă un flux de valoare maximă cu toate compo-

nentele ı̂ntregi (flux ı̂ntreg de valoare maximă).

Demonstraţie: Fie algoritmul

1: x0 ← 0; i← 0;

2: while (∃Pi drum de creştere relativ la xi) do

{ xi+1← xi
⊗
r(Pi);

i+ +

}
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Se observă că ”xi are componente ı̂ntregi”

este un invariant al algoritmului (din definiţia

lui r(Pi), dacă toate capacităţile ŝınt ı̂ntregi,

rezultă că r(Pi) este ı̂ntreg ı̂n ipoteza că xi e

ı̂ntreg) şi că la fiecare iteraţie a pasului 2 val-

oarea fluxului curent creşte cu măcar o unitate,

deci pasul 2 se repetă de cel mult c({s}, V −
{s}) ∈ Z+ ori. Fluxul final obţinut este, con-

form teoremei 1, de valoare maximă.

Observaţie. Algoritmul, descris mai sus, este

finit şi ı̂n cazul capacităţilor raţionale.

Teoremă. 3. ( Ford-Fulkerson, 1956)

Valoarea maximă a unui flux ı̂n reţeaua R =

(G, s, t, c) este egală cu capacitatea minimă a

unei secţiuni a reţelei.

Demonstraţie: Dacă dispunem de un algoritm

care, pornind de la un flux iniţial x0 (x0 există

ı̂ntotdeauna, de exemplu x0 = 0), construieşte

ı̂ntr-un număr finit de paşi un flux x, care nu

admite drumuri de creştere, atunci secţiunea

construită ı̂n demonstraţia teoremei 1 satisface

ı̂mpreună cu x enunţul teoremei.

225



Pentru cazul capacităţilor raţionale algoritmul

descris ı̂n demonstraţia teoremei 2, satisface

această condiţie.

Pentru cazul capacităţilor reale vom prezenta,

mai t̂ırziu, un astfel de algoritm, datorat lui

Edmonds şi Karp (1972).

Observaţii: i) Î n demonstraţia teoremei 3 avem

nevoie de fapt, doar să arătăm că există un

flux x de valoare maximă şi apoi să-i aplicăm

construcţia din demonstraţia teoremei 1;

existenţa fluxului x maxim rezultă imediat, con-

sider̂ınd transcrierea problemei fluxului maxim

ca o problemă de programare liniară; am preferat

demonstraţia de mai sus care (deşi va fi com-

pletată abia după analiza algoritmului lui Edmonds-

Karp) este constructivă.

ii) Importanţa algoritmică a teoremei 3 este ev-

identă: mulţimea secţiunilor reţelei este finită,

pe ĉınd mulţimea fluxurilor din reţea este in-

finită.
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Algoritmul lui Ford şi Fulkerson pentru aflarea

unui flux de valoare maximă

Se va folosi un procedeu de etichetare a v̂ırfurilor

reţelei, ı̂n vederea depistării drumurilor de creştere

a fluxului curent x. Dacă nu există drumuri de

creştere, fluxul va fi de valoare maximă.

Eticheta atribuită unui v̂ırf j ∈ V are trei com-

ponente (e1, e2, e3) unde e1 ∈ V ∪ {0} ; e2 ∈
{direct, invers} ; e3 ∈ R+ şi au urmatoarea

semnificaţie:

- dacă e2 = direct şi e1 = i atunci ∃ un C-drum

P de la s la j cu ultimul arc ij, arc direct şi

r(P) = e3;

- dacă e2 = invers şi e1 = i atunci ∃ un C-drum

P de la s la j cu ultimul arc ij, arc invers şi

r(P) = e3.

Iniţial, se etichetează sursa s cu eticheta (0, .,∞).

Celelalte v̂ırfuri primesc etichetă prin

”cercetarea” v̂ırfurilor deja etichetate:
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Dacă i este un v̂ırf etichetat, atunci ∀j ∈ V
Dacă j neetichetat, ij ∈ E şi xij < cij atunci

j se etichet. e = (i, direct, min(e3[i], cij − xij));

Dacă j neetichetat, ji ∈ E şi xji > 0 atunci

j se etichet. e = (i, invers, min(e3[i], xji)).

Evident, ı̂n acest fel se respectă semnificaţia

celor trei componente ale etichetelor.

Numim această procedură etichetare(i).

Atunci ĉınd ı̂n procedura de etichetare s-a atribuit

etichetă v̂ırfului t, s-a obţinut un drum de creştere

P a fluxului curent, de capacitate reziduală

r(P) = e3[t] şi ale cărui v̂ırfuri se depistează ı̂n

O(n) explor̂ınd prima componentă a etichetelor.

Modificarea fluxului x
⊗
r(P) se execută ı̂n acest

mers ı̂napoi, tot ı̂n O(n).

Pentru noul flux se reia procedura de etichetare.
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Dacă toate v̂ırfurile etichetate au fost cercetate şi nu s-

a reuşit etichetarea v̂ırfului t, rezultă că fluxul curent

nu admite drumuri de creştere, este deci de valoare

maximă, iar dacă S = mulţimea v̂ırfurilor etichetate

atunci (S, V − S) este o secţiune de capacitate minimă.

Descrierea algoritmului

1: Se alege x = (xij) flux iniţial (de ex. fluxul nul);

Se etichetează s cu (0, .,∞)

2: while (∃ v̂ırfuri etichetate necercetate) do

{ ”alege” un v̂ırf etichetat şi necercetat i;

etichetare(i);

if (t a primit etichetă) then

{ modifică fluxul pe drumul dat de etichete;

şterge toate etichetele;

etichetează s cu (0, .,∞)

}
}

3: S ← {i|i ∈ V, i are etichetă}
T ← V − S

x este flux de valoare maximă

(S, T) este secţiune de capacitate minimă.
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Complexitatea algoritmului:

Pentru fiecare creştere a fluxului, ŝınt necesare

cel mult 2m(m = |E|) inspecţii de arce ı̂n ved-

erea etichetării.

Dacă toate capacităţile ŝınt ı̂ntregi atunci vor

fi necesare cel mult v (v = valoarea fluxului

maxim) creşteri succesive. Rezultă că algorit-

mul are complexitatea O(mv).

Dacă U este o margine superioară a capacităţilor

arcelor atunci v ≤ (n − 1)U ((n − 1)U este o

margine superioară a capacităţii secţiunii ({s}, V−
{s})), deci algoritmul are complexitatea O(nmU).

Observaţii. 10. Dezavantajele algoritmului ŝınt

legate de neconvergenţa ı̂n cazul capacităţilor

iraţionale (deşi practic, ı̂n implementări nu este

cazul), şi de faptul ca mărimile capacităţilor

influenţează comportarea sa, acestea neconsti-

tuind o măsură a volumului datelor de intrare.

Exemplu:
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s  t1

2

3

4

M,0

M,0

M,0

M,0

1,0 1 1

P P1 2

Dacă ”alegerea”, din pasul 2 al algoritmului,

face ca drumurile de creştere succesive (pornind

de la fluxul nul) să fie P1, P2, P1, P2, . . . unde

P1 = 1,2,3,4, P2 = 1,3,2,4 atunci, fiecare

creştere a fluxului măreşte cu 1 valoarea fluxu-

lui curent şi, deci, vor fi necesare 2M creşteri,

ceea ce este inadmisibil pentru M ∈ Z+ foarte

mari.

20. Aceste dezavantaje pot fi evitate dacă

alegerile v̂ırfurilor etichetate supuse cercetării

se fac judicios. Primii care au observat acest

fenomen, au fost Dinic(1970) şi independent,

Edmonds şi Karp (1972).
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Modificarea lui Edmonds şi Karp a algorit-

mului lui Ford & Fulkerson

Numim drum minim de creştere a fluxului x
ı̂n reţeaua R, un drum de creştere de lungime

minimă printre toate drumurile de creştere.

Fie x un flux oarecare ı̂n reţeaua R. Definim

şirul de fluxuri xk ı̂n R astfel:

x0 ← x;

xk ← xk−1 ⊗
r(Pk−1), Pk este drum minim de creştere

relativ la xk−1; k = 1,2, . . .

Vom dovedi că şirul de fluxuri astfel construit

este finit.

Notăm, pentru ∀i ∈ V şi ∀k = 0,1,2, . . .

σki = lungimea minimă a unui C-drum de la s la i ı̂n R

relativ la fluxul xk.

τki = lungimea minimă a unui C-drum de la i la t ı̂n R

relativ la fluxul xk.
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Lemă. 4. Pentru ∀i ∈ V şi ∀k = 0,1,2, . . .

avem

σk+1
i ≥ σki şi τk+1

i ≥ τki .

Teoremă. 4. (Edmonds, Karp)

Dacă x = x0 este un flux oarecare ı̂n reţeaua

R, atunci şirul de fluxuri x1, x2, . . . obţinut din

x0 prin creşteri succesive pe drumuri minime

de creştere, are cel mult mn
2 elemente (̂ın cel

mult mn
2 creşteri succesive, se obţine un flux

care nu admite drumuri de creştere).

Demonstraţie: Dacă P este un drum de creştere

relativ la un flux ı̂n reţeaua R, cu capacitatea

reziduală r(P), vom numi arc critic ı̂n P orice

arc e ∈ P cu r(e) = r(P).

În x
⊗
r(P), fluxul pe arcele critice devine sau

egal cu capacitatea (pentru arcele directe) sau

egal cu 0 (pentru arcele inverse).
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Fie ij un arc critic pe drumul minim de creştere
Pk relativ la xk. Lungimea lui Pk este:

σki + τki = σkj + τkj .

Cum ij este critic ı̂n Pk, ı̂n xk+1 nu va putea
fi folosit ı̂n aceeaşi direcţie ca ı̂n Pk. Prima
oară ĉınd fluxul pe arcul ij se va modifica, el
va apare ı̂ntr-un drum de creştere Pl cu l > k
relativ la xl şi va fi folosit ı̂n direcţie opusă.
Avem, deci, două cazuri:
i) ij direct ı̂n Pk. Atunci σkj = σki + 1. În Pl ij

va fi arc invers, deci σli = σlj + 1.

s  ti jP
k

s  ti jPl

Rezultă, σli + τ li = σlj + 1 + τ li ≥ σkj + 1 + τki =

σki + τki + 2 (s-a folosit lema 1 ). Am obţinut
că lg(Pl) ≥ lg(Pk) + 2.
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ii) ij arc invers ı̂n Pk. Atunci σki = σkj + 1. În

Pl ij va fi arc direct, deci σlj = σli + 1.

s tijP
k

s tijPl

Rezultă σlj + τ lj = σli + 1 + τ lj ≥ σki + 1 + τkj =

σkj + τkj + 2 Deci, lg(Pl) ≥ lg(Pk) + 2.

Deci orice drum minim de creştere ı̂n care
arcul ij este critic este cu măcar două arce
mai lung deĉıt precedentul ı̂n care ij a fost
critic.
Cum, un drum ı̂n G are cel mult n − 1 arce,
rezultă că un arc fixat nu poate fi critic ı̂n pro-
cesul de creştere mai mult de n

2 ori.
Cum orice drum de creştere are cel puţin un
arc critic, rezultă că nu putem avea mai mult
de mn

2 drumuri minime de creştere, ı̂n şirul
construit. Deci, după cel mult mn/2 creşteri,
se obţine un flux care nu admite drumuri de
creştere.

235



Corolar. Dacă R = (G, s, t, c) este o reţea,

atunci există un flux care nu admite drumuri

de creştere.

Observaţii: 10 Rezultă de aici, că demonstraţia

teoremei 3 este completă.

20 S-ar putea pune ı̂ntrebarea dacă nu cumva,

alegerea drumurilor minime de creştere, măreşte

complexitatea algoritmului de flux maxim ?

Răspunsul este ı̂nsă banal:

Lemă. 5. Dacă, ı̂n pasul 2 al algoritmului lui

Ford şi Fulkerson, alegerea v̂ırfurilor etichetate

ı̂n vederea cercetării se face după regula ”primul

etichetat - primul cercetat”, atunci drumurile

de creştere care se depistează ŝınt cu număr

minim de arce.

Demonstraţie: Fie P un drum de creştere depi-

stat şi fie P ′ un drum minim de creştere. Pre-

supunem că lg(P) > lg(P ′).
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Fie

P : si1, i1i2, . . . , ik−1ik, ikik+1, ik+1ik+2, . . . , ik+l−1t şi

P ′ : si1, i1i2, . . . , ik−1ik, ikjk+1, jk+1jk+2, . . . , jk+l′−1t.

Deci, lg(P) = k + l, lg(P ′) = k + l′, au primele

k arce comune şi l′ < l.

Conform regulii de etichetare, ik+1 va primi

etichetă ı̂naintea lui jk+1, dar jk+1 va primi

etichetă ı̂naintea lui ik+2; jk+2 va primi etichetă

ı̂naintea lui ik+3 şi aşa mai departe; obţinem in-

ductiv că t primeşte etichetă ı̂naintea lui ik+l′+1,

deci t primeşte etichetă pe drumul P ′, ı̂nainte

de a primi etichetă pe drumul P , absurd.

Observaţie: Regula ”primul etichetat - primul

cercetat” corespunde unei explorări bfs a v̂ır

furilor etichetate, ceea ce se poate realiza, uti-

liẑınd o coadă pentru memorarea lor. Aceasta

nu afectează complexitatea algoritmului, care

va necesita tot O(m) operaţii pentru fiecare

creştere a fluxului ,̧ si din teorema 4 obţinem
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Teoremă. 5. (Edmonds- Karp 1972)

Dacă se modifică algoritmul lui Ford şi Fulker-

son cu precizarea alegerii bfs a v̂ırfurilor etichetate

ı̂n vederea cercetării, atunci, fluxul maxim se

obţine ı̂n timpul O(m2n) .

Exerciţiu. Aplicaţi algoritmul lui Ford & Fulk-

erson modificat pentru obţinerea unui flux de

valoare maximă ı̂n reţeaua de mai jos (̂ın care

este precizat un flux iniţial de valoare 55 ).
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Algoritmi de tip preflux.

Fie R = (G, s, t, c) o reţea.

Definiţie. Se numeşte preflux ı̂n reţeaua R, o

funcţie x : E → R astfel ı̂nĉıt

(i) 0 ≤ xij ≤ cij ∀ij ∈ E

(ii) ∀i 6= s ei =
∑

j:ji∈E
xji −

∑

j:ij∈E
xij ≥ 0.

Numărul ei i ∈ V − {s, t} se numeşte excesul

din v̂ırful i.

Dacă i ∈ V −{s, t} şi ei > 0 atunci i se numeşte

nod activ.

Dacă ij ∈ E xij va fi numit fluxul pe arcul ij.
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Observaţii: 10. Dacă ı̂n reţeaua R nu există

noduri active, atunci prefluxul x este flux de

la s la t ı̂n R de valoare et.

20. Ideea algoritmulor de tip preflux este: se

porneşte cu un preflux ı̂n R şi se transformă

prin modificări ale fluxului pe arce ı̂ntr-un flux

care nu admite drumuri de creştere.

30. În definiţia unui preflux, nu am mai utilizat

convenţia că vom introduce toate perechile de

arce din digraful complet simetric de ordin n,

ı̂ntruĉıt ı̂n analiza algoritmilor pe care ı̂i vom

prezenta va fi esenţială reprezentarea digrafu-

lui G cu ajutorul listelor de adiacenţă. Totuşi,

vom considera că dacă ij ∈ E atunci şi

ji ∈ E (altminteri, adăugăm arcul ji cu ca-

pacitate 0).
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Definiţie: Dacă x este un preflux ı̂n R şi ij ∈ E,

atunci capacitatea reziduală a arcului ij este

rij = cij − xij + xji

(reprezent̂ınd fluxul adiţional ce poate fi ”trimis”

de la nodul i la nodul j utiliẑınd arcele ij şi ji).

i j

cij, xij

cji , xji

trimite

a=dir+inv

pe arcul ij

i j

cij , xij+dir

cji, xji - inv

ei e j e  - a e  + a
i j

Observaţie. Peste tot, ı̂n cele ce urmează, a

”trimite” flux de la i la j ı̂nseamnă să creştem

fluxul pe arcul ij sau să micşorăm fluxul pe

arcul ji.

Definiţie: Se numeşte C-drum ı̂n R relativ la

prefluxul x, un drum al lui G ale cărui arce au

capacitatea reziduală pozitivă.
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Definiţie: Se numeşte funcţie de distanţă ı̂n R

relativ la prefluxul x, o funcţie d : V → Z+ care

satisface

(D1) d(t) = 0

(D2) ∀ij ∈ E, rij > 0⇒ d(i) ≤ d(j) + 1

ji

i

i

d( j )

0d( j ) - 1d( j ) + 1

tis

d(s)

Observaţii: 10. Dacă P este un C-drum relativ

la prefluxul x ı̂n R de la i la t atunci d(i) ≤ lg(P)

(arcele unui C-drum au capacitate reziduală

pozitivă şi se aplică (D2)).

Rezultă că d(i) ≤ τi (lungimea minimă a unui

C-drum de la i la t).

242



20. Vom nota cu A(i), pentru orice v̂ırf i, lista

sa de adiacenţă, care conţine arcele ij ∈ E.

Definiţie. Fie x un preflux ı̂n R şi d o funcţie de

distanţă relativ la x. Un arc ij ∈ E se numeşte

admisibil dacă

rij > 0 ∧ d(i) = d(j) + 1.

Dacă R este o reţea, considerăm iniţializare

următoarea procedură care construieşte ı̂n O(m)

un preflux x şi o funcţie de distanţă d core-

spunzătoare acestuia, astfel:

procedure iniţializare;

{
for ∀ij ∈ E do

if i = s then xsj ← csj else xij ← 0;

d[s]← n; d[t]← 0;

for ∀i ∈ V − {s, t} do d[i]← 1

}
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Observaţii: 10. După execuţia acestei proceduri,

∀sj ∈ A(s) avem rsj = 0, deci alegerea lui d(s) = n

nu afectează condiţia D2. Pentru arcele cu capacitate

reziduală pozitivă de forma js D2 este evident verificată.

d( j )=1 d( t )=0

t

j

s

d(s) = n

j

r    =0sj

r   >0js

1=d(j)<n+1=d(s)+1

r   >0jt

1=d(j)=0+1=d(t)+1

20. Alegerea lui d(s) = n are următoarea in-
terpretare:” nu există C-drum de la s la t ı̂n
R relativ la x” (̂ıntruĉıt, altminteri, ar trebui
ca lungimea acestuia să fie ≥ n).
Dacă, ı̂n algoritmii de tip preflux vom păstra
acest invariant, atunci ĉınd x va deveni flux,
va rezulta că nu admite drumuri de creştere şi
deci x va fi de valoare maximă.
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Considerăm următoarele proceduri

procedure pompează (i);

// i este un vârf diferit de s, t

{
alege ij ∈ A(i) ij admisibil;

”trimite” δ = min(ei, rij) unităţi de flux de la i la j

}

Dacă δ = rij avem o pompare saturată, alt-

minteri pomparea este nesaturată.

procedure reetichetare (i);

// i este un vârf diferit de s, t

{
d(i)← min{d(j) + 1 | ij ∈ A(i) ∧ rij > 0}

}
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Schema generală a unui algoritm de tip preflux

este:

{
iniţializare;

while ∃ noduri active ı̂n R do

{ selectează un nod activ i;

if ∃ arce admisibile ı̂n A(i)

then pompează(i)

else reetichetare(i)

}
}

Lemă. 6. Algoritmul de tip preflux, de

mai sus, are ca invariant ”d este funcţie de

distanţă relativ la prefluxul x”. La fiecare

apel al lui reetichetare(i), d(i) creşte strict.

Demonstraţie: Procedura iniţializare construieşte,

evident, o funcţie de distanţă relativ la pre-

fluxul iniţial.
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Dacă ı̂naintea execuţiei unei iteraţii a lui while,

d e funcţie de distanţă relativ la prefluxul curent

x, atunci:

a) dacă se execută pompare(i), singura pereche

ce poate viola D2 este d(i) şi d(j). Cum arcul

ij a fost ales admisibil, avem d(i) = d(j) + 1.

După pompare, arcul ji poate avea rji > 0

(fără ca ı̂nainte să fi fost), dar condiţia d(j) ≤
d(i) + 1 este, evident, satisfăcută;

b) dacă se execută reetichetare(i), modificarea

lui d(i) se face astfel ı̂nĉıt D2 să răm̂ınă vala-

bilă pentru orice arc ij cu rij > 0. Cum apelul

lui reetichetare implică d(i) < d(j) + 1 ∀ij cu

rij > 0, rezultă că după apel d(i) creşte măcar

cu o unitate.

Pentru finitudinea algoritmului va trebui să ne

asigurăm că , dacă, ı̂n timpul execuţiei, avem

un nod i activ, atunci ı̂n A(i) există măcar un

arc ij cu rij > 0. Aceasta rezultă din

Lemă. 7. Dacă pe parcursul algoritmului, i0
este un nod activ, atunci există un C-drum de

la i0 la s, ı̂n R, relativ la prefluxul curent x.
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Demonstraţie: Dacă x este un preflux ı̂n R,

atunci x se poate scrie ca o sumă finită x =

x1 + x2 + . . .+ xp, unde fiecare xk satisface:

mulţimea Ak = {ij | ij ∈ E, xkij 6= 0} este

a) mulţimea arcelor unui drum de la s la t,
b) m. arcelor unui dr. de la s la un nod activ,

c) mulţimea arcelor unui circuit.

În plus, ı̂n situaţiile a) şi c), xk este flux.

(demonstraţia rezultă algoritmic, construind mai ı̂nt̂ıi

mulţimile a), apoi a celor de tip c) şi b); la fiecare etapă

se caută inversul unui drum de tipul a),b), sau c); pre-

fluxul costruit se scade din cel curent; excesele nenega-

tive, permit efectuarea construcţiei; ea este finită, căci

după fiecare etapă nr. arcelor cu flux curent nul creşte.)

Cum i0 este un nod activ ı̂n R relativ la x,

rezultă că situaţia b) va apare pentru nodul i0
(̂ıntruĉıt situaţiile b) şi c) nu afectează excesul din nodul

i0). Arcele inverse ale acestui drum au capac-

itatea reziduală strict pozitivă şi ele formează

C-drumul din enunţul lemei.

s

i0

e   >0
i0

x > 0x > 0

x > 0
x > 0 

r > 0
r > 0

r > 0

r > 0
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Corolar. 1. ∀i ∈ V d(i) < 2n.

Demonstraţie: Dacă i nu a fost reetichetat,

atunci d(i) = 1 < 2n.

Dacă i a fost reetichetat, atunci ı̂nainte de

reetichetare i este nod activ, deci există C-

drum de la i la s de lungime cel mult n− 1.

Din modul de modificare a lui d(i) şi din D2

rezultă că după reetichetare d(i) ≤ d(s) + n −
1 = 2n− 1, ı̂ntruĉıt d(s) = n nu se schimbă pe

parcursul algoritmului.

Corolar. 2. Numărul total de apeluri ale pro-

cedurii reetichetare este mai mic deĉıt 2n2.

Demonstraţie: Fiecare din cele n− 2 v̂ırfuri ce

pot fi supuse etichetării poate fi etichetat de

cel mult 2n−1 ori, av̂ınd ı̂n vedere corolarul 1,

lema 6 şi etichetarea iniţială.
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Corolar. 3. Numărul total de pompări sat-
urate este ≤ nm.

Demonstraţie: După ce un arc ij devine satu-
rat (situaţie ı̂n care d(i) = d(j) + 1), pe acest
arc nu se va mai putea trimite flux p̂ınă ĉınd
nu se va trimite flux pe arcul ji situaţie ı̂n care
vom avea d′(j) = d′(i)+1 ≥ d(i)+1 = d(j)+2;
această schimbare de flux nu va avea loc p̂ınă
ce d(j) nu creşte cu două unităţi. Deci, un arc
nu poate deveni saturat mai mult de n ori şi ı̂n
total vom avea cel mult mn pompări saturate.

Lemă. 8. (Goldberg şi Tarjan 1986) Numărul
pompărilor nesaturate este cel mult 2n2m.

Lemă. 9. La terminarea algoritmului x este
flux de valoare maximă.

Demonstraţie: Din lemele 6 şi 8 şi corolarul 3
rezultă că algoritmul se termină după cel mult
2n2m iteraţii şi cum d(s) = n nu se modifică
pe parcurs, rezultă că fluxul obţinut este fără
drumuri de creştere.
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Vom prezenta ı̂n continuare, algoritmul lui Ahuja

şi Orlin (1988) care, utiliẑınd o metodă de

scalare, va mărgini numărul pompărilor nesat-

urate de la O(n2m) la O(n2 logU).

Vom presupune că toate capacităţile ŝınt ı̂ntregi

şi că maxij∈E(1 + cij) = U . Notăm ⌈ log2U⌉=

K. Ideia algoritmului:

Se vor executa K + 1 etape. Pentru fiecare

etapă p, cu p lûınd succesiv valorile K,K −
1, . . . ,1,0 vor fi ı̂ndeplinite următoarele condiţii:

(a) - la ı̂nceputul etapei p, ∀ i satisface ei ≤ 2p

(b) - ı̂n timpul etapei p se utilizează proce-

durile pompare-etichetare ı̂n vederea eliminării

nodurilor active cu ei ∈ (2p−1,2p].

Din alegerea lui K, ı̂n etapa iniţială (p = K)

condiţia (a) este satisfăcută şi deci, dacă (b)

va fi invariant al algoritmului, după K+1 etape,

excesele nodurilor vor fi ≤ 1
2.
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Dacă, toate transformările datelor vor păstra

integritatea exceselor, va rezulta că excesul

oricărui nod este 0, şi, deci, dispunem de un

flux de valoare maximă (datorită proprietăţilor

funcţiei distanţă d(i)).

Realizarea lui (b) se poate face astfel:

- se ı̂ncepe etapa p, construind lista L(p) a

tuturor nodurilor i1, i2, . . . , il(p) cu excesele

eij > 2p−1, ordonate crescător după d (av̂ınd ı̂n

vedere că d poate lua valori ı̂ntre 1 şi 2n−1, o

sortare de tip hash rezolvă problema ı̂n O(n)).

- nodul activ selectat pentru pompare-reetichetare

va fi pe tot parcursul etapei, primul nod din

L(p). Va rezulta că, dacă se face o pompare

pe arcul ij admisibil, cum d(j) = d(i) − 1 şi

i este primul din L(p), vom avea ei > 2p−1 şi

ej ≤ 2p−1. Dacă, ı̂n plus, se va limita δ, fluxul

”trimis” de la i la j, ı̂n procedura de pompare

la δ = min(ei, rij,2
p − ej),
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atunci, cum 2p − ej ≥ 2p−1 va rezulta că orice

pompare nesaturată trimite cel puţin 2p−1

unităţi de flux. După pompare, excesul din

nodul j (singurul nod al cărui exces poate creşte)

va fi ej + min(ei, rij,2
p− ej) ≤ ej + 2p− ej ≤ 2p

(deci b) răm̂ıne ı̂ndeplinită).

- etapa (p) se termină atunci ĉınd L(p) devine

vidă.

Pentru realizarea eficientă a operaţiilor de de-

pistare a unui arc pe care se face pomparea,

sau a examinării arcelor care ies dintr-un v̂ırf i
pentru reetichetare, vom considera listele A(i)
organizate astfel:

- fiecare nod al listei conţine: v̂ırful j; xij; rij;
pointer către arcul ji (din lista de adiacenţă a

v̂ırfului j); pointer către următorul element din

lista A(i) .

- parcurgerea listei se face cu ajutorul unui

pointer p(i) către elementul curent din listă.

Evident, organizarea acestor liste se face ı̂naintea

apelului lui iniţializare şi necesită O(m) operaţii.
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Algoritmul Ahuja-Orlin

iniţializare;
K ← ⌈log2(U)⌉ ; ∆← 2K+1;
for p = K,K − 1, . . . ,0 do

{ construieşte L(p); ∆← ∆
2

while L(p) 6= ∅ do
{ fie i primul element din L(p);

parcurge lista A(i) din locul curent p̂ınă
se determină un arc admisibil sau se
depistează sf̂ırşitul ei;
if ij este arcul admisibil găsit then
{ δ ← min(ei, rij,∆− ej);

ei ← ei − δ; ej ← ej + δ;
”trimite” δ unităţi de flux de la i la j;
if ei ≤ ∆

2
then şterge i din L(p);

if ej >
∆
2

then adaugă j ca prim nod ı̂n L(p)
}
else // s-a depistat sf̂ırşitul listei
{ şterge i din L(p);

parcurge toată lista A(i) pentru calculul lui
d(i) = min{d(j) + 1; ij ∈ A(i) ∧ rij > 0};
introdu i ı̂n L(p) la locul său (hash);
pune pointerul curent al listei A(i) la ı̂nceput

}
}

}
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Operaţiile care domină complexitatea timp, ı̂n

cazul cel mai nefavorabil, ŝınt pompările nesat-

urate. Toate celelalte operaţii ŝınt dominate

de O(nm).

Lemă. 8’. Numărul pompărilor nesaturate

este cel mult 8n2 ı̂n fiecare etapă a scalării,

deci O(n2 logU) ı̂n total.

Demonstraţie: Fie

F(p) =
∑

i∈V i 6=s,t

ei· d(i)

2p
.

La ı̂nceputul etapei p, F(p) <
∑

i∈V
2p·(2n)

2p = 2n2.

Dacă ı̂n etapa p, atunci ĉınd se analizează nodul activ
i, se apelează reetichetare, ı̂nseamnă că nu există arce
ij admisibile.

Operaţia de reetichetare măreşte d(i) cu ǫ ≥ 1 unităţi,

ceea ce conduce la o creştere a lui F cu cel mult ǫ unităţi.

Cum pentru fiecare i, creşterea lui d(i) pe parcursul

ı̂ntregului algoritm este < 2n rezultă că F va creşte p̂ınă

la cel mult valoarea 4n2, la sf̂ırşitul etapei p.
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Dacă, pentru un nod i se execută pompare,

atunci aceasta se execută pe arcul ij cu rij > 0

şi d(i) = d(j) + 1.

Cum numărul unităţilor de flux pompat este

δ ≥ 2p−1, după pompare F(p) va avea valoarea

F ′(p), unde

F ′(p) = F(p) − δ·d(i)
2p + δ·d(j)

2p = F(p) − δ
2p ≤

F(p)− 2p−1

2p = F(p)− 1
2.

Rezultă că această situaţie nu poate apărea

mai mult de 8n2 (̂ıntruĉıt F(p) poate creşte

cel mult la 4n2).

Cu at̂ıt mai mult, pompările nesaturate nu vor

depăşi 8n2.

Sumariẑınd toate rezultatele anterioare obţinem

Teoremă. 6. (Ahuja-Orlin 1988) Algoritmul

de tip preflux cu scalarea exceselor are com-

plexitatea O(nm+ n2 logU).
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2. Aplicaţii (combinatorii) ale problemei

fluxului maxim.

A. Determinarea cuplajului maxim şi a sta-

bilei maxime ı̂ntr-un graf bipartit.

Fie G = (V1, V2;E) un graf bipartit cu n v̂ırfuri

şi m muchii.

Considerăm reţeaua R = (G1, s, t, c), unde

- V (G1) = {s, t} ∪ V1 ∪ V2 ;

- E(G1) = E1 ∪ E2 ∪ E3

. E1 = {sv1 | v1 ∈ V1},

. E2 = {v2t | v2 ∈ V2},

. E3 = {v1v2 | v1 ∈ V1, v2 ∈ V2, v1v2 ∈ E};
- c : E(G1)→ Z+ definită prin

c(e) =







1 dacă e ∈ E1 ∪ E2

∞ dacă e ∈ E3

(vezi figura următoare).
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Dacă x = (xij) este un flux cu componente

ı̂ntregi ı̂n R atunci se observă că mulţimea de

arce {ij | i ∈ V1, j ∈ V2 ∧ xij = 1} induce ı̂n

graful G bipartit un cuplaj M(x). În plus, v(x)

este cardinalul cuplajului M(x).

Reciproc, orice cuplaj din G induce o mulţime

de arce neadiacente ı̂n G1; dacă pe fiecare ast-

fel de arc ij (i ∈ V1, j ∈ V2) se consideră fluxul

xij egal cu 1 şi de asemenea xsi = xjt = 1, şi

lûınd fluxul x = 0 pe orice alt arc, atunci fluxul

construit are valoarea |M |.

Rezultă că rezolv̂ınd problema fluxului maxim

pe reţeaua R se determină (pornind de la fluxul

nul) ı̂n O(nm + n2 logn) un cuplaj de cardinal

maxim ı̂n graful bipartit G.
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Fie (S, T) secţiunea de capacitate minimă ce
se poate construi, din fluxul maxim obţinut, ı̂n
O(m) operaţii.
Vom avea, c(S, T) = ν(G), din teorema fluxului
maxim-secţiunii minime.
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t
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1
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1

1
1

1

1
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++

1
V2

S

T

Cum ν(G) <∞, rezultă că pun̂ınd Si = S∩Vi şi
Ti = T ∩Vi (i = 1,2), avem: |T1|+ |S2| = ν(G),

iar X = S1∪ T2 este mulţime stabilă ı̂n graful
G (pentru a avea c(S, T) <∞).
În plus, |X| = |V1 − T1|+ |V2 − S2| = n− ν(G).
Rezultă că X este stabilă de cardinal maxim,
ı̂ntruĉıt n− ν(G) = α(G) (teorema lui König).
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B. Recunoaşterea secvenţelor digrafice.

Date (d+
i )i=1,n şi (d−i )i=1,n, există un digraf

G cu n v̂ırfuri astfel ı̂nĉıt G = ({1, . . . , n}, E)

şi d+
G(i) = d+

i şi d−G(i) = d−i ∀i = 1, n ?

(Problema poate apare ı̂n proiectarea circuitelor

integrate).

Evident, va trebui ca 0 ≤ d+
i ≤ n−1 şi 0 ≤ d−i ≤

n − 1 ∀i = 1, n şi
∑

i=1,n d
+
i =

∑

i=1,n d
−
i = m

(unde, m = |E|, iar d+
i , d

−
i ∈ Z).

În aceste ipoteze, construim reţeaua bipartită

R = (G1, s, t, E) unde G1 se obţine din Kn,n −
{11′,22′, . . . , nn′} prin orientarea muchiilor ij′

∀i 6= j ∈ {1, . . . , n}, şi introducerea arcelor si,

i ∈ {1, . . . , n} şi j′t, j ∈ {1, . . . , n}.

Funcţia de capacitate va fi c(si) = d+
i ∀i =

1, n, c(j′t) = d−j ∀j = 1, n şi c(ij′) = 1.
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Dacă ı̂n această reţea, există un flux ı̂ntreg de valoare
maximă m, atunci din orice v̂ırf i ∈ {1, . . . , n} vor pleca

exact d+
i arce pe care fluxul este 1, de forma ij′ şi ı̂n

fiecare v̂ırf j′ vor intra exact d−j arce pe care fluxul este

1, de forma ij′.
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1

1

2

1
1
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+
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’

’
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dn

d1
-

d2
-

dn
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Consider̂ınd mulţimea de v̂ırfuri {1, . . . , n} şi introduĉınd

toate arcele ij astfel ı̂nĉıt xij ′ = 1, se obţine un di-

graf G cu secvenţele gradelor interioare şi exterioare

(d+
i )i=1,n şi (d−i )i=1,n. Reciproc, dacă acest digraf există,

atunci proced̂ınd invers ca ı̂n construcţia anterioară, se

obţine un flux ı̂ntreg ı̂n reţeaua R de valoare m (deci

maxim). Rezultă că recunoaşterea secvenţelor digrafice

(şi construcţia digrafului ı̂n cazul răspunsului afirmativ)

se poate face ı̂n O(nm+ n2 logn) = O(n3).
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C. Determinarea nr. de muchie-conexiune

al unui graf

Fie G = (V,E) un graf. Pentru s, t ∈ V, s 6= t,

definim:

-pe(s, t) = numărul maxim de drumuri cu muchii

disjuncte ce unesc s şi t ı̂n G.

-ce(s, t) = cardinalul minim al unei mulţimi de

muchii, prin ı̂ndepărtarea căreia din graf, ı̂ntre

s şi t nu mai există drumuri.

Teoremă. 7. pe(s, t) = ce(s, t).

Demonstraţie: Construim din G digraful G1,

ı̂nlocuind fiecare muchie a lui G cu o pereche

de arce simetrice. Considerăm

c : E(G1)→ Z+ prin c(e) = 1, ∀e ∈ E(G1).

Fie x0 un flux ı̂ntreg de valoare maximă ı̂n

R = (G1, s, t, c). Fluxul x0 se poate scrie ca

o sumă de v(x0) fluxuri xk ı̂ntregi de valoare 1,

ı̂nlocuind, eventual, fluxul pe unele circuite cu

0.
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s

t

s 

t 

Fluxul pe arcele groase 
este 1, pe cele subtiri 0.

Fiecare astfel de flux xk induce un drum de la

s la t ı̂n G1 (consider̂ınd arcele pe care fluxul

este nenul), şi deci, şi ı̂n G.

Rezultă că v(x0) = pe(s, t), ı̂ntruĉıt orice mulţime

de drumuri disjuncte pe muchii, generează un

flux de la s la t ı̂n R de valoare egală cu numărul

acestor drumuri.

Fie (S, T) o secţiune de capacitate minimă;

avem c(S, T) = v(x0), din teorema fluxului maxim-

secţiunii minime.
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Pe de altă parte, c(S, T) este numărul arcelor

cu o extremitate ı̂n S şi cealaltă ı̂n T , deoarece

c(e) = 1,∀e ∈ E(G1). Această mulţime de arce

generează ı̂n G o mulţime de muchii de acelaşi

cardinal şi cu proprietatea că decontează, prin

ı̂ndepărtare, s şi t .

Rezultă că avem c(S, T) = v(x0) = pe(s, t)

muchii ı̂n G care deconectează, prin ı̂ndepărtare,

s şi t. Deci ce(s, t) ≤ pe(s, t).

Cum, inegalitatea ce(s, t) ≥ pe(s, t) este evi-

dentă, rezultă că teorema este demonstrată.

Corolar. Dacă G este un graf conex λ(G) (val-

oarea maximă a lui p ∈ Z+ astfel ı̂nĉıt G este

p−muchie-conex) este

min
s,t∈V (G)
s 6=t

ce(s, t). (∗)
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Rezultă că, pentru a afla λ(G), rezolvăm cele
n(n−1)

2 probleme de flux, descrise ı̂n demonstraţia

teoremei.

Totuşi, să observăm că pentru o pereche fixată

s şi t avem: dacă (S, T) este secţiunea de ca-

pacitate minimă, atunci

∀v ∈ S şi ∀w ∈ T ce(v, w) ≤ c(S, T) (∗∗).

În particular, dacă (s, t) este perechea pentru

care se realizează minimul ı̂n (*) vom avea

egalitate ı̂n (**).

Rezultă că dacă fixăm un v̂ırf s0 şi rezolvăm

n − 1 probleme de flux cu t ∈ V − s0 se va

obţine ı̂n mod necesar o pereche s0, t0 pentru

care c(s0, t0) = λ(G) (ne asigurăm, astfel, de-

pistarea unui v̂ırf t0, care să nu fie ı̂n aceeaşi

clasă cu s0 ı̂n partiţia (S, T)).

Rezultă că ı̂n O(n· (nm + n2c)) = O(n2m) se

pot determina λ(G) şi o mulţime separa-

toare de muchii de cardinal minim ı̂n G.
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D. Determinarea numărului de conexiune

al unui graf.

Dacă G = (V,E) este un graf şi

s, t ∈ V, s 6= t, st /∈ E atunci, not̂ınd

-p(s, t) = numărul maxim de st−drumuri cu

mulţimile de v̂ırfuri disjuncte (cu excepţia ex-

tremităţilor),

-c(s, t) = cardinalul minim al unei mulţimi de

v̂ırfuri st− separatoare,

avem, din teorema lui Menger,

p(s, t) = c(s, t) (∗)

În plus, numărul de conexiune k(G) al grafului

G (valoarea maximă a lui p ∈ Z+ pentru care

G este p−conex) este

k(G) =







n− 1 dacă G = Kn

min
s,t∈V
st/∈E

c(s, t) dacă G 6= Kn (∗∗)
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Vom arăta că egalitatea (*) rezultă şi din teo-
rema fluxului maxim-secţiunii minime pe o reţea
convenabil aleasă.

Fie G1 = (V (G1), E(G1)) digraful construit din
G astfel:
-∀v ∈ V considerăm av, bv ∈ V (G1) şi avbv ∈ E(G1);
- ∀vw ∈ E considerăm bvaw, bwav ∈ E(G1).

Exemplu:

1 t

s 2

a 

b 

 b  

a 

 a 

 b 

 a

 b

s

s

t

t
1

1

2

2

Arcele groase au capacitate
infinit, cele subtiri 1.

S

Definim c : E(G1)→ Z+ prin

c(e) =







1 dacă e = avbv

∞ altfel.
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Considerăm reţeaua R = (G1, bs, at, c).

Fie x0 un flux ı̂ntreg de la bs la at ı̂n R de

valoare maximă.

În v̂ırfurile bv(v ∈ V ) intră exact un arc de ca-

pacitate 1 şi din v̂ırfurile av(v ∈ V ) pleacă exact

un arc de capacitate 1. Rezultă că, pentru ca

să fie satisfăcută legea de conservare a fluxului,

x0
ij ∈ {0,1} ∀ij ∈ E(G1).

Aceasta ı̂nseamnă că x0 se poate descompune

ı̂n v(x0) fluxuri xk, fiecare de valoare 1, şi astfel

ı̂nĉıt arcele pe care xk ŝınt nenule corespund la

v(x0) drumuri disjuncte de la bs la at ı̂n G1,

care induc o mulţime de v(x0) drumuri intern

disjuncte de la s la t ı̂n G.

Cum, pe de altă parte, dintr-o mulţime de p

drumuri intern disjuncte de la s la t ı̂n G, se

pot construi p drumuri intern disjuncte de la bs
la at ı̂n G1 pe care se poate transporta ĉıte o

unitate de flux, rezultă că avem

: v(x0) = p(s, t).
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Fie (S, T) o secţiune ı̂n R astfel ı̂nĉıt v(x0) =

c(S, T).

Cum v(x0) este finit, rezultă că ∀i ∈ S, ∀j ∈ T
cu ij ∈ E(G1),avem c(ij) < ∞, deci c(ij) = 1,

adică ∃u ∈ V astfel ı̂nĉıt i = au şi j = bu.

Deci secţiunii (S, T) ı̂i corespunde o mulţime

de v̂ırfuri A0 ⊆ V astfel ı̂nĉıt, c(S, T) = |A0| şi

evident A0 este st− separatoare.

Cum, pe de altă parte, ∀A st−separatoare, |A| ≥
p(s, t) = v(x0) rezultă că

c(s, t) = |A0| = c(S, T) = v(x0) = p(s, t).

Demonstraţia de mai sus, arată că pentru a

determina k(G) va fi suficient să determinăm

minimul din (**) prin rezolvarea a |E(G)| prob-

leme de flux, unde G este graful complementar

al lui G.

Deci algoritmul va avea complexitatea

O
(

(
n(n− 1)

2
−m)(nm+ n2 logn))

)

.
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O simplă observaţie ne conduce la un algoritm

mai eficient. Evident,

k(G) ≤ minv∈V dG(v) = 1
n(n·minv∈V dG(v)) ≤

1
n(

∑

v∈V dG(v)) = 2m
n .

Dacă A0 este o mulţime de articulaţie ı̂n G cu

|A0| = k(G) atunci G − A0 este neconex şi se

poate partiţiona V − A0 = V ′ ∪ V ” astfel ı̂nĉıt,

∀v′ ∈ V ′, ∀v” ∈ V ” avem p(v′, v”) = k(G).

Rezultă că, rezolv̂ınd o problema de flux cu

s0 ∈ V ′ şi t0 ∈ V ” va rezulta că p(s0, t0) =

valoarea fluxului maxim = k(G).

Vom fi siguri că depistăm o astfel de pereche,

dacă procedăm astfel:

considerăm l = ⌈2mn ⌉+1 , alegem l v̂ırfuri oare-

care din G, şi pentru fiecare astfel de v̂ırf v
rezolvăm toate problemele p(v, w) cu vw /∈ E.

Se vor rezolva ı̂n total O(nl) = O(n(2m
n +1)) =

O(m) probleme. Deci complexitatea ı̂ntregului

algoritm va fi O(m(nm + n2 log n)).

270



3. Fluxuri de cost minim

Fie R = (G, s, t, c) o reţea şi x un flux de la s
la t ı̂n R.

Considerăm a : E → R o funcţie de cost care

asociază fiecărui arc ij ∈ E a(ij) = aij costul

(transportului unei unităţi de flux) pe arcul ij.
Costul fluxului x se defineşte ca fiind

a(x) =
∑

i,j

aijxij.

Problema fluxului de cost minim
Dată R o reţea, v ∈ R+ şi a : E → R funcţie de

cost, să se determine x0 flux ı̂n R astfel ı̂nĉıt

a(x0) = min{a(x) | x flux ı̂n R, v(x) = v}.

Observăm că, dacă v nu depăşeşte valoarea
fluxului maxim ı̂n reţeaua R, atunci problema

are ı̂ntotdeauna soluţii, a(x) fiind liniară, iar

mulţimea fluxurilor de valoare dată v fiind mărgi

nită şi ı̂nchisă ı̂n Rm.
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Exemple.

10. Se dispune de n lucrători şi n lucrări. Cos-

tul atribuirii lucrătorului i la lucrarea j este

aij(i, j ∈ {1, . . . , n}). Să se atribuie fiecare

dintre cele n lucrări la ĉıte un lucrător,

astfel ı̂nĉıt costul total al atribuirii să fie

minim. (Problema simplă a atribuirii).

Considerăm reţeaua descrisă mai jos, unde pe

fiecare arc este trecută mai ı̂nt̂ıi capacitatea şi

apoi costul. Deci cij = 1, csi = 1, asi = 0, cjt =

1, ajt = 0 ∀i, j ∈ {1, . . . , n}.

1

2

i

n

1

2

j

n

s
t

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,a

1,a

1,a

11

n1

ij

Evident, un flux ı̂ntreg de valoare n şi de cost

minim, reprezintă soluţia problemei.
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Notăm că ı̂n mod similar se poate rezolva orice

problemă de cuplaj perfect de pondere minimă

ı̂ntr-un graf bipartit.

20.O marfă disponibilă ı̂n depozitele D1, . . . , Dn

ı̂n cantităţile d1, . . . , dn este solicitată ı̂n cen-

trele de consum C1, C2, . . . , Cm ı̂n cantităţile

c1, c2, . . . , cm.

Se cunoaşte costul aij al transportului unei

unităţi de marfă de la depozitul Di la centrul

de consum Cj(∀i ∈ {1, . . . , n} ∀j ∈ {1, . . . ,m}).

Se cere să se stabilească un plan de trans-

port care să satisfacă toate cererile şi să

aibă costul total minim (problema simplă a

transporturilor Hitchcock-Koopmans).

Evident, problema are soluţie numai dacă
∑

i=1,n di ≥
∑

j=1,m cj.
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În acest caz, un flux de cost minim şi de val-

oare v =
∑

i=1,m ci ı̂n reţeaua următoare, re-

zolvă problema.

D1

D2

Di

Dn

C1

C2

Cj

Cm

s
t

o ,a

o ,a

o ,a

11

n1

ij

c  , 0

c  , 0

c  , 0

c   , 0

1

m

2

j

d  , 0

d   , 0

d  , 0

d   , 0

1

2

i

n

o

o

o
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Definiţie. Fie x un flux ı̂n R = (G, s, t, c) şi
a : E → R o funcţie de cost.
Dacă P este un C-drum ı̂n R relativ la fluxul

x, atunci costul drumului P se defineşte

a(P) =
∑

ij∈P
ij direct

aij −
∑

ij∈P
ij invers

aji.

Dacă C este un C-drum ı̂nchis, a(C) se cal-
culează după aceeaşi formulă, după stabilirea

unui sens de parcurgere a lui C (este posibil
ca ambele sensuri de parcurgere ale lui C să
satisfacă definiţia unui C-drum).

Observaţii: 10 Din definiţia dată, rezultă că
dacă P este drum de creştere relativ la fluxul

x, atunci x1 = x
⊗
r(P) este un flux de valoare

v(x1) = v(x)+r(P) şi de cost a(x)+r(P)· a(P).

20 Dacă C este un C-drum ı̂nchis relativ la
x, atunci x1 = x

⊗
r(C) este un flux de val-

oare v(x1) = v(x) şi de cost a(x1) = a(x) +

r(C)· a(C).
Dacă a(C) < 0 atunci x1 este un flux de aceeaşi

valoare ca şi x, dar de cost strict mai mic.
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Teoremă. 8. Un flux de valoare v este de

cost minim dacă şi numai dacă nu admite C-

drumuri ı̂nchise de cost negativ.

Demonstraţie: Necesitatea este evidentă din

observaţia anterioară.

Suficienţa. Fie x un flux de valoare v, care nu
admite C- drumuri ı̂nchise de cost negativ.
Fie x∗ un flux de valoare v, de cost minim
(există !) astfel ı̂nĉıt

∆(x, x∗) = min{∆(x, x′) | x′ flux de val. v şi cost minim}

unde ∆(x, x′) = |{ij | xij 6= x′ij}|.

Dacă ∆(x, x∗) = 0 rezultă x = x∗ şi deci x este

de cost minim.

Dacă ∆(x, x∗) > 0, fie ij astfel ı̂nĉıt xij 6=
x∗ij. Presupunem 0 ≤ xij < x∗ij ≤ cij (altfel,

raţionamentul este similar). Din legea de con-

servare a fluxurilor rezultă că

∃ jk ∈ E astfel ı̂nĉıt 0 ≤ xjk < x∗jk ≤ cjk, sau

∃ kj ∈ E astfel ı̂nĉıt 0 ≤ x∗kj < xkj ≤ cjk.
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j

i x    <  x  

x    <  x

x    <  x

x    <  x

*

*

*
C

*

ij ij

k

jk jk

t tk tk

v vj vj

Repet̂ınd acest raţionament, deoarece numărul

v̂ırfurilor este finit, se va obţine C, un C-drum

ı̂nchis relativ la x ı̂n R.

Consider̂ınd sensul invers de parcurgere pe C

se obţine un C-drum C′, ı̂nchis relativ la x∗.

Deoarece a(C) ≥ 0 din ipoteză, iar a(C′) =

−a(C), rezultă, din necesitatea teoremei (x∗

este de cost minim), că a(C) = 0.

Modifiĉınd fluxul x∗ cu δ(C′) pe C′, unde

δ(C ′) = min
{

min
kj direct ı̂n C ′

xkj−x∗kj, min
kj invers ı̂n C ′

x∗jk−xjk
}

se obţine un flux x′ cu v(x′) = v(x∗) = v,

a(x′) = a(x∗) + δ(C′)· a(C′) = a(x∗), deci de
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cost minim, dar, cu ∆(x, x′) < ∆(x, x∗),

contradicţie.

Deci ∆(x, x∗) = 0, şi demonstraţia este ı̂ncheiată.

Teoremă. 9. Dacă x este un flux de valoare

v şi de cost minim iar P0 este un drum de

creştere, astfel ı̂nĉıt

a(P0) = min{a(P) | Pdrum de creştere relativ la x},
atunci x1 = x

⊗
r(P0) este un flux de valoare

v(x1) = v + r(P0) şi de cost minim.

Linia demonstraţiei este următoarea :

presupun̂ınd prin reducere la absurd că x1 nu

este de cost minim, atunci x1 admite un C-

drum ı̂nchis C de cost negativ. Cum x era flux

de cost minim rezultă că E(C) ∩ E(P0) 6= ∅.

Dacă ij ∈ E(C) ∩ E(P0), atunci va rezulta că

P0 ∪C − ij conţine un drum de creştere relativ

la x de cost mai mic deĉıt P0.
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Un drum de creştere de cost minim poate fi de-

pistat cu ajutorul algoritmilor de drum minim.

Dacă x este un flux ı̂n R şi a : E → R este

funcţia de cost atunci consider̂ınd aij = ∞
dacă ij /∈ E (caz ı̂n care xij = 0), construim

aij =







aij dacă xij < cij şi xji = 0,

min{aij,−aji} dacă xij < cij şi xji > 0,

−aji dacă xij = cij şi xji > 0,

+∞ dacă xij = cij şi xji = 0.

Un drum de pondere minimă de la s la t ı̂n

raport cu ponderile aij corespunde unui drum

minim de creştere ı̂n R relativ la fluxul x.

Un circuit de pondere negativă ı̂n raport cu

ponderile aij corespunde unui C-drum ı̂nchis ı̂n

R relativ la x, de cost negativ.

Rezultă, următorul algoritm pentru rezolvarea

problemei fluxului de cost minim, obţinut prin

combinarea mai multor algoritmi clasici

(Klein,Busacker,Gowan, etc.).
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Algoritm generic de rezolvare a problemei fluxului
de cost minim

{
0: Se consideră x = (xij) un flux cu valoarea v′ ≤ v;

{x poate fi fluxul nul sau un flux y determinat
cu ajutorul algoritmului de flux maxim şi apoi
consider̂ınd x = ( v

v(y)
y)}

1: while (∃ circuite de pondere < 0 relativ la aij) do
{ determină un astfel de circuit;

modifică fluxul pe acest circuit
}

2: while v(x) < v do
{ aplică un algoritm de drum minim ı̂n raport cu

ponderile aij pentru depistarea unui
C-drum P de cost minim;
x← x

⊗
min(r(P ), v − v(x))

}
}

Complexitatea pasului 2 este O(n3v), dacă se pleacă de

la fluxul nul. Complexitatea pentru pasul 2 este O(n3v),

dacă se pleacă de la fluxul nul. Se poate dovedi că pasul

1 se poate implementa astfel ca numărul iteraţiilor să

fie O(nm2logn).
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VI. Reduceri polinomiale pentru
probleme de decizie pe grafuri.

Definiţie. Spunem că problema de decizie

P1 : I1 → {da, nu} se reduce polinomial la

problema de decizie P2 : I2 → {da, nu} şi notăm

aceasta prin P1 ∝ P2, dacă există o funcţie

Φ : I1 → I2 polinomial calculabilă, astfel ı̂nĉıt,

∀i ∈ I1 P1(i) = P2(Φ(i)).

Funcţia Φ se va da indicând un algoritm care

construieşte pentru orice instanţă i1 ∈ I1, ı̂n

timp polinomial ı̂n raport cu |i1|, o instanţă

i2 ∈ I2 cu proprietatea că P1(i1) = da dacă şi

numai dacă P2(i2) = da.

Se observă că relaţia de reducere polinomială

∝ este o relaţie tranzitivă pe mulţimea prob-

lemelor de decizie (datorită ı̂nchiderii mulţimii

funcţiilor polinomiale la compunere).

Din punct de vedere algoritmic, construcţia din spatele

oricărei reduceri polinomiale este interesantă evidenţiind

modul ı̂n care prima problemă poate fi rezolvată eficient

cu ajutorul unui oracol care rezolvă a doua problemă.
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Vom considera cunoscut faptul că SAT ∝ 3SAT

unde

SAT

Instanţă: U = {u1, . . . , un} o mulţime finită de var. booleene.

C = C1 ∧ C2 ∧ . . . ∧ Cm o formulă ı̂n formă

conjunctivă peste U :

Ci = vi1 ∨ vi2 ∨ . . . ∨ viki ∀i = 1,m, unde

∀ij ∃α ∈ {1, . . . , n} a. ı̂. vij = uα sau vij = uα.

Intrebare: Există o atribuire t : U → {A,F} a. ı̂. t(C) = A ?

3SAT este cazul particular al lui SAT ı̂n care

fiecare clauză Ci are exact trei literali (ki = 3),

un literal vij fiind, aşa cum este descris mai

sus, o variabilă sau negaţia ei.

Problema SAT este celebră datorită teoremei

lui Cook (1971): SAT este NP−completă.
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1. Mulţimi stabile

SM

Instanţă: G = (V,E) graf şi k ∈ N.

Intrebare: Există S mulţime stabilă ı̂n G a. ı̂. |S| ≥ k ?

Teoremă. 1. (Karp 1972) 3SAT ∝ SM .

Demonstraţie: Fie U = {u1, u2, . . . , un},
(n ∈ N∗), C = C1 ∧ . . . ∧ Cm (m ∈ N∗) cu

Ci = vi1 ∨ vi2 ∨ vi3 ∀i = 1,m, (unde ∀vij ∃α ∈
{1, . . . , n} astfel ı̂nĉıt vij = uα sau vij = uα),

reprezent̂ınd datele unei instanţe oarecare a

problemei 3SAT.

Vom construi ı̂n timp polinomial ı̂n raport cu

m + n, un graf G şi k ∈ N astfel ı̂nĉıt ex-

istă o atribuire t a valorilor de adevăr sau fals

pentru variabilele booleene din U care să facă

adevărată formula C, dacă şi numai dacă există

o stabilă S ı̂n graful G astfel ı̂nĉıt |S| ≥ k.
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Graful G va fi construit astfel:

(1) Pentru orice i ∈ {1, . . . , n} considerăm gra-

furile disjuncte Ti = ({ui, ui}, {uiui}).

(2) Pentru orice j = 1,m considerăm grafurile

disjuncte

Zj = ({aj1, aj2, aj3}, {aj1aj2, aj2aj3, aj3aj1}) .

(3) Pentru orice j = 1,m considerăm mulţimea

de muchii

Ej = {aj1vj1, aj2vj2, aj3vj3} unde vj1 ∨ vj2 ∨ vj3
este factorul Cj.

Considerăm V (G) = ∪ni=1V (Ti) ∪ ∪mj=1V (Zj) şi

E(G) = ∪ni=1E(Ti) ∪ ∪mj=1(E(Zj) ∪ Ej).

Evident, construcţia este polinomială ı̂n raport

cu m + n (G are 2n + 3m v̂ırfuri şi n + 6m
muchii).

Considerăm k = n+m.
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Exemplu: U = {u1, u2, u3, u4};
C = (u1∨u3∨u4)∧(u1∨u2∨u4)∧(u2∨u3∨u4);

k = 4 + 3 = 7.

1u u u u u u u u1 2 2 3 3 4 4

- - - -

a a

a

a a

a

a a

a

11 12

13

21 22 31 32

3323

Să presupunem că răspunsul la problema

SM pentru instanţa G şi k astfel construite

este da. Deci ∃S ∈ SG astfel ı̂nĉıt |S| ≥ k.

Cum orice mulţime stabilă poate avea cel mult

un v̂ırf din orice V (Ti) şi din orice V (Zj) (i =

1, n , j = 1,m) rezultă că avem |S| = k şi deci

|S ∩ V (Ti)| = 1, |S ∩ V (Zj)| = 1 ∀i = 1, n şi

∀j = 1,m.
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Considerăm t : U → {A,F} prin

t(ui) =







A dacă S ∩ V (Ti) = {ui}
F dacă S ∩ V (Ti) = {ui}.

Atunci, ∀j = 1,m avem t(Cj) = A (şi deci

t(C) = A).

În adevăr, ∀j = 1,m dacă Cj = vj1∨ vj2∨ vj3 şi

S ∩V (Zj) = ajk (k ∈ {1,2,3}) atunci, deoarece

ajkvjk ∈ E rezultă că vjk /∈ S.

Dacă vjk = uα, atunci uα /∈ S deci uα ∈ S şi din

definiţia lui t avem t(uα) = A, adică t(vjk) = A

ceea ce implică t(Cj) = A.

Dacă vjk = uα, atunci uα /∈ S implică uα ∈
S, deci t(uα) = A, adică t(vjk) = A, ceea ce

implică t(Cj) = A.

Reciproc, dacă răspunsul la problema 3SAT

este da, atunci există o atribuire t : U → {A,F}
astfel ı̂nĉıt t(Cj) = A ∀j = 1,m.
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Considerăm ı̂n graful G mulţimea stabilă S1,

S1 = ∪i=1,nV
′
i , unde

V ′i =







{ui} dacă t(ui) = A

{ui} dacă t(ui) = F .

Atunci, ∀j = 1,m, cum t(Cj) = A, rezultă

că există kj ∈ {1,2,3}astfel ı̂nĉıt t(vjkj) = A.

Considerăm S2 = ∪j=1,m{ajkj}.

Evident, S2 este stabilă ı̂n G. Am construit

S1 ∈ SG cu |S1| = n, S2 ∈ SG cu |S2| = m.

Considerăm S = S1 ∪ S2. Evident, |S| = n +

m = k (deci |S| ≥ k) şi ı̂n plus S este mulţime

stabilă ı̂n G (deci răspunsul la SM pentru

intrarea G, k este da).

Faptul că S este mulţime stabilă ı̂n G rezultă

astfel: dacă ∃v,w ∈ S astfel ı̂nĉıt vw ∈ E(G)

atunci o extremitate este din S1 şi cealaltă din

S2.
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Presupun̂ınd v ∈ S1 avem două cazuri de con-

siderat

a) v = uα, w = ajkj α ∈ {1, . . . , n} , j ∈
{1, . . . ,m} , kj ∈ {1,2,3} şi vjkj = uα. Cum

t(vjkj) = A rezultă t(uα) = A deci uα /∈ S1,

contradicţie.

b) v = uα, w = ajkj α ∈ {1, . . . , n} , j ∈
{1, . . . ,m} , kj ∈ {1,2,3} şi vjkj = uα. Cum

t(vjkj) = A, rezultă t(uα) = A deci t(uα) = F

ceea ce implică uα /∈ S1, contradicţie.

Cu aceasta teorema este complet demonstrată.

Să observăm că reducerea lui SAT la SM este

complet similară, singura deosebire fiind că gra-

furile Zi sunt grafuri complete cu ki vârfuri.
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2. Colorarea vârfurilor.

COL

Instanţă: G = (V,E) graf şi p ∈ N∗.

Intrebare: Există o p-colorare a vârfurilor lui G?

Teoremă. 2. 3SAT ∝ COL.

Această teoremă evidenţiază complexitatea prob-

lemelor de colorare a v̂ırfurilor unui graf.

Vom demonstra chiar mai mult: fix̂ınd p = 3

ı̂n enunţul lui COL, reducerea polinomială a lui

3SAT este ı̂ncă posibilă !
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Lemă. 1. Fie H graful:

v

v

v

v

1

2

3

4

a) Dacă c este o 3-colorare a lui H astfel ı̂nĉıt

c(v1) = c(v2) = c(v3) = a ∈ {1,2,3} atunci ı̂n

mod necesar c(v4) = a.

b) Dacă c : {v1, v2, v3} → {1,2,3} satisface

c({v1, v2, v3}) 6= {a} atunci c poate fi extinsă

la o 3-colorare c a lui H cu c(v4) 6= a.

Demonstraţia lemei se poate face examin̂ınd

lista 3-colorărilor lui H.
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În cele ce urmează, vom desemna (pentru sim-

plitate) graful H astfel:

v

v

v

v

1

2

3

4
h

Demonstraţia teoremei 2. Considerăm datele

unei instanţe ale problemei 3SAT:

U = {u1, . . . , un} o mulţime de variabile booleene (n ∈ N∗) şi C =

C1 ∧ C2 ∧ . . . ∧ Cm (m ∈ N∗) o formulă astfel ı̂nĉıt ∀i = 1,m Ci =

vi1 ∨ vi2 ∨ vi3, unde ∀j = 1,3 ∃α astfel ı̂nĉıt vij = uα sau vij = uα.

Vom construi un graf G, astfel ı̂nĉıt, consider̂ınd

p = 3 ı̂n COL, vom obţine că G este 3-colorabil

dacă şi numai dacă răspunsul la 3SAT este da,

adică există t : U → {A,F}, astfel ı̂nĉıt t(C) =

A. În plus, construcţia lui G se va face ı̂n timp

polinomial, parcurĝınd următoarele etape:
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1. ∀i = 1, n considerăm grafurile disjuncte

(Vi, Ei) unde Vi = {ui, ui} şi Ei = {uiui}.

2. ∀j = 1,m, pentru Cj = vj1 ∨ vj2 ∨ vj3, con-

siderăm grafurile:

v

v

v

a

1

2

3

j
h j

j

j

j

unde vjk (k = 1,3) ŝınt v̂ırfurile de la pasul 1,

corespunzătoare literalilor vjk, grafurile hj ŝınt

disjuncte şi aj ŝınt v̂ırfuri distincte.

3. Considerăm a, un v̂ırf diferit de toate cele

construite ı̂n paşii 1 şi 2 şi unim a cu v̂ırfurile

aj j = 1,m.

4. Considerăm b un v̂ırf nou, unit cu ui şi ui
∀i = 1, n şi de asemenea, cu v̂ırful a.
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Graful G astfel construit are un număr liniar de

v̂ırfuri ı̂n raport cu n+m.

Exemplu: U = {u1, u2, u3, u4} ,

C = (u1∨u2∨u3)∧(u1∨u3∨u4)∧(u2∨u3∨u4)

Graful G va fi:

u u u u u u u1 1 2 2 3 4 4u
- -- -

h h h1 2 3

3

a a a
1 2 3

a

b

Presupunem ca răspunsul la 3SAT este da.

Deci ∃t : U → {A,F} astfel ı̂nĉıt t(C) = A, deci

t(Cj) = A ∀j = 1,m.

Construim o 3-colorare C a grafului G.
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Definim mai ı̂nt̂ıi c(ui) şi c(ui) ∀i = 1, n astfel:

c(ui) = 1 şi c(ui) = 2, dacă t(ui) = A şi

c(ui) = 2 şi c(ui) = 1, dacă t(ui) = F .

Se observă că dacă v este un literal (uα sau

uα), atunci v̂ırful v este colorat c(v) = 2 dacă

şi numai dacă t(v) = F .

Deci ∀j = 1,m nu avem c(vj1) = c(vj2) =

c(vj3) = 2.

Folosind lema 1,b) rezultă că putem extinde ı̂n

fiecare graf hj colorarea c astfel ı̂nĉıt c(aj) 6= 2,

deci c(aj) ∈ {1,3}.

Rezultă că atribuind c(a) = 2 şi c(b) = 3, c

este o 3- colorare a lui G.
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Reciproc, presupunem că G este 3-colorabil.

Putem presupune (eventual renumerot̂ınd cu-

lorile) că c(b) = 3 şi c(a) = 2.

Va rezulta că {c(ui), c(ui)} = {1,2} şi c(aj) ∈
{1,3} ∀i = 1, n, ∀j = 1,m.

Din lema 1 a) rezultă că nu vom avea c(vj1) =

c(vj2) = c(vj3) = 2 ∀j = 1,3.

Deci ∀j = 1,m ∃vjk astfel ı̂nĉıt c(vjk) = 1.

Definim t : U → {A,F} prin

t(ui) = A⇔ c(ui) = 1.

Conform observaţiei anterioare, vom avea că

t(Cj) = A ∀j = 1,m, deci t(C) = A, adică

răspunsul la 3SAT este da.
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3. Colorarea muchiilor

Considerăm următoarea problemă de decizie.

HOL

Instanţă: G = (V,E) graf 3-regulat.

Intrebare: Există o 3-colorare a muchiilor lui G?

Teoremă. 3. (Holyer 1981) 3SAT ∝ HOL.

Lemă. 2. Fie H graful desenat mai jos.

v

v

v
u

1

2

3

6

5

4

x

y

z

t

v

v

v

v

7

În orice 3-colorare c a muchiilor lui H, avem

c(x) = c(y), |c({z, t, u})| = 3 sau

c(z) = c(t), |c({x, y, u})| = 3 .
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Demonstraţie Fie c o 3-colorare a lui H.

a) presupunem c(x) = c(y). Eventual, după

o renumerotare a culorilor vom avea c(x) =

c(y) = 1 şi c(v1v7) = 2, c(v1v2) = 3.

a1).c(u) = 1. Avem următorul şir de implicaţii:

c(v2v4) = 2,c(v2v5) = 1,c(v4v6) = 3,c(v3v6) =

2,c(v3v5) = 3, c(t) = 2,c(v6v7) = 1,c(z) = 3.

a2).c(u) = 2. Avem următorul şir de implicaţii:

c(v2v4) = 1,c(v2v5) = 2,c(v4v6) = 3,c(v3v6) =

2,c(v3v5) = 3, c(t) = 1,c(v6v7) = 1,c(z) = 3.

a3).c(u) = 3. Muchia v2v4 poate avea culorile

1 sau 2.

a3.1.)c(v2v4) = 1. Avem atunci, c(v2v5) =

2,c(v4v6) = 2,c(v3v6) = 3, şi nu putem atribui

c(v3v5).

a3.2.)c(v2v4) = 2. Avem atunci, c(v2v5) =

1,c(v4v6) = 1, c(v6v7) = 3, c(z) = 1,c(v3v6) =

2,c(v3v5) = 3, c(t) = 2.

b) Argument similar, dacă c(z) = c(t).
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Să observăm că ı̂n graful H muchiile etichetate

nu au precizată una din extremităţi. În construcţia

pe care o vom face, aceste extremităţi nepre-

cizate vor fi identificate 2 ĉıte 2; cu alte cu-

vinte, perechi de astfel de muchii vor fi iden-

tificate. Vom reprezenta simplificat graful H
astfel:

u

x

y

z

t

Dacă graful H este subgraf ı̂ntr-un graf care

admite o 3- colorare a muchiilor, vom inter-

preta perechile de muchii (x, y) şi (z, t), ca

reprezent̂ınd valorea ”adevăr”, dacă ŝınt la fel

colorate, respectiv, valoarea ”fals”, dacă ŝınt

colorate diferit.

Lema 2 şi această interpretare justifică denumirea de

componentă inversoare pentru H (dacă (x, y) este ”in-

trare” ı̂n H atunci (z, t) este ”ieşire” şi H transformă

adevăr ı̂n fals şi fals ı̂n adevăr).
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Definim graful 2H, consider̂ınd două compo-

nente inversoare H cărora le identificăm o pereche

de muchii etichetate.

u

x

y

z

t

z

t

u

y

x

’

’ ’

’

’

Pentru orice n ≥ 2, n ∈ N, definim graful Hn

astfel: 1. H2 se obţine identifiĉınd muchiile u

şi u′ din 2H:

u

1

u

2

’

2. ∀n > 2 Hn se construieşte astfel:
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-considerăm n copii izomorfe disjuncte ale lui

2H, 2Hi i = 1, n, av̂ınd perechile de muchii

libere (xi, yi), (x′i, y
′
i), (ui, u

′
i).

-pentru i = 1, n−1 identificăm perechile (ui, u
′
i) ≡

(x′i+1, y
′
i+1).

-identificăm (un, u′n) ≡ (x′1, y
′
1).

x

x

x

x

y

y

y

y

1

1

2 2

3

3

4 4

Hn are n perechi de intrare (xi, yi) i = 1, n, şi

este construit din 2n componente H.
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În orice 3-colorare c a lui Hn avem

a) c(x1) = c(y1)⇒ c(u1) = c(u′1) (din lema 2 şi

construcţia lui 2H), ⇒ c(x′2) = c(y′2) (din iden-

tificarea de la construcţia lui Hn) ⇒ c(x2) =

c(y2) (lema 2)⇒ c(u2) = c(u′2)⇒ . . .⇒ c(xn) =

c(yn) .

b) c(x1) 6= c(y1) ⇒ c(x′1) 6= c(y′1) (lema 2) ⇒
c(un) 6= c(u′n)(din identificarea de la construcţia

lui Hn ) ⇒ c(xn) 6= c(yn)(din lema 2, prin re-

ducere la absurd)⇒ c(x′n) 6= c(y′n)⇒ c(un−1) 6=
c(u′n−1) ⇒ . . .⇒ c(x2) 6= c(y2).

Rezultă de aici că ı̂n orice 3-colorare a muchi-

ilor lui Hn(n ≥ 2) toate perechile de muchii

de intrare reprezintă aceeaşi valoare de adevăr.

Pentru n = 1 se poate construi H1 cu o singură

pereche de intrare, care să poată reprezenta

oricare din cele 2 valori de adevăr. Am dovedit
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Lemă. 3. Pentru orice n ∈ N∗ se poate con-

strui ı̂n timp polinomial graful Hn av̂ınd n perechi

de muchii de ”intrare”, cu proprietatea că ı̂n

orice 3-colorare a muchiilor lui Hn, toate cele

n perechi reprezintă aceeaşi valoare de adevăr

(sau, ı̂n orice pereche de intrare cele două muchii

au culori diferite, sau, ı̂n orice pereche de in-

trare cele două muchii ŝınt la fel colorate).

Lemă. 4. Fie F graful

a d

b c

1

2

3

În orice 3-colorare c a muchiilor lui F , măcar

una din cele 3 perechi de muchii de intrare

are muchiile la fel colorate (reprezintă valoarea

adevăr).
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Demonstraţia este imediată şi rezultă prin re-

ducere la absurd: dacă există o 3-colorare a

muchiilor lui F , astfel ı̂nĉıt ı̂n cele 3 perechi

muchiile ŝınt colorate diferit, atunci c(a) =

c(b), c(b) = c(c) şi c(c) = c(d) (s-a utilizat lema

2), deci c(a) = c(d) contraziĉınd faptul că c

este colorare a muchiilor. Notăm că există

colorări c cu proprietatea din enunţ.

Demonstraţia teoremei 3. Fie U = {u1, . . . , un}
(n ∈ N∗), C = C1 ∧ . . . ∧ Cm (m ∈ N∗), Ci =

vi1∨vi2∨vi3 cu vij literali (vij = uα sau vij = uα)

reprezent̂ınd datele unei probleme 3SAT.

Vom construi un graf 3-regulat G cu propri-

etatea că χ′(G) = 3 dacă şi numai dacă există

t : U → {adev, fals} astfel ı̂nĉıt t(C) = adev.

Construcţia se face ı̂n timp polinomial ı̂n raport

cu n şi m şi se poate descrie astfel:
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1. Pentru fiecare variabilă booleană ui i = 1, n

se determină xi, numărul apariţiilor (negate sau

nu) ale lui ui ı̂n C şi se consideră ĉıte o copie

disjunctă a grafului Hxi.

2. Pentru fiecare clauză Cj j = 1,m se con-

sideră ĉıte o copie disjunctă Fj a grafului F .

3. Pentru j = 1,m, fie Cj = vj1 ∨ vj2 ∨ vj3.

Dacă vji (i = 1,3) este uα şi reprezintă intrarea

cu numărul y a variabilei uα atunci perechea de

intrare cu numărul y din Hxα se identifică cu

perechea de intrare numărul i din componenta

Fj.

Dacă vji este uα se plasează o componentă in-

versoare H ı̂ntre perechea i a lui Fj şi perechea

de intrare cu numărul y din Hxα, şi se identifică

corespunzător intrările lui H cu cele precizate

mai sus.
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4. Graful obţinut la 1-3 are anumite muchii

pentru care nu s-a precizat o extremitate. Con-

siderăm o copie izomorfă disjunctă a sa şi iden-

tificăm perechile corespunzătoare de astfel de

muchii, din cele două grafuri. Se obţine un

graf G 3-regulat.

Construcţia lui G şi lemele 3 şi 4 simulează

algoritmul de calcul al valorii de adevăr a lui

C ı̂ntr-o atribuire t fixată şi deci G admite o

3-colorare dacă şi numai dacă C este sat-

isfiabilă.
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4. Probleme hamiltoniene

Definiţie: Fie G = (V (G), E(G)) un (di)graf.

Un circuit C al lui G se numeşte circuit hamil-

tonian dacă V (C) = V (G).

Un drum deschis D al lui G se numeşte drum

hamiltonian dacă V (D) = V (G).

Un (di)graf care are un circuit hamiltonian se

numeşte (di)graf hamiltonian.

Un (di)graf care are un drum hamiltonian se

numeşte (di)graf trasabil.

Teoremă. 4. (Nash-Williams 1969) Prob-

lemele următoare ŝınt polinomial echivalente:

CH : Dat G graf. Este G hamiltonian ?

TR : Dat G graf. Este G trasabil ?

DCH: Dat G digraf. Este G hamiltonian ?

DTR: Dat G digraf. Este G trasabil ?

BCH: Dat G graf bipartit. Este G hamiltonian ?
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Demonstraţie:

CH ∝ TR
Fie G un graf şi v0 ∈ V (G) un v̂ırf fixat al

său. Construim (̂ın timp polinomial) un graf H
astfel ı̂nĉıt G este hamiltonian dacă şi numai

dacă H este trasabil.

Fie V (H) = V (G) ∪ {x, y, z} şi E(H) = E(G) ∪
{xv0, yz} ∪ {wy | w ∈ V (G) ∧ wv0 ∈ E(G)}.

v

N  (v )
G

G

v

N  (v )
G

o

o

o

o

x

y

z

H

Se observă că H este trasabil dacă şi numai

dacă are un drum hamiltonian D cu extremităţile

x şi z (care au gradul 1 ı̂n H). D există ı̂n H
dacă şi numai dacă ı̂n G există un drum hamil-

tonian cu o extremitate v0 şi cealaltă un vecin

al lui v0, deci dacă şi numai dacă G este hamil-

tonian.
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TR ∝ CH

Fie G un graf. Considerăm H = G + K1. H

este hamiltonian dacă şi numai dacă G are un

drum hamiltonian.

G

G+K1

Echivalenţa problemelor DCH şi DTR de demon-

strează ı̂n mod similar.

CH ∝ DCH

Fie G un graf. Fie D digraful obţinut din G

ı̂nlocuind fiecare muchie cu o pereche de arce

simetrice. Orice circuit hamiltonian ı̂n G in-

duce un circuit hamiltonian ı̂n D şi reciproc.
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DCH ∝ CH

Fie D = (V (D), E(D)) un digraf. Pentru orice

v̂ırf v ∈ V (D) asociem un drum de lungime 3,
Pv cu extremităţile av şi bv

Pv = ({av, cv, dv, bv}, {avcv, cvdv, dvbv}).
Pentru orice arc vw ∈ E(D) considerăm muchia

bvaw. Fie G graful cu V (G) = ∪v∈V (D)V (Pv)
şi E(G) = ∪v∈V (D)E(Pv) ∪ {bvaw | vw ∈ E(D)}.
Evident, G se poate construi ı̂n timp polinomial

ı̂n raport cu numărul de v̂ırfuri ale lui D.

x

v w

ab

D

b

b
b

b

b a

a

aa

ax

x

v

v w
w

a ab
b

G

Se observă că orice circuit C al lui D induce un circuit

ı̂n G şi reciproc orice circuit al lui D este generat de un

circuit al lui G. Rezultă: D este hamiltonian dacă şi

numai dacă G este hamiltonian.
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Să observăm că dacă C este un circuit al lui

G, acesta este generat de un circuit C′ al lui D

şi ı̂n plus lungimea circuitului C, l(C) satisface

l(C) = 3l(C′)+l(C′) = 4l(C′); deci orice circuit

al lui G este de lungime pară, adică G este

bipartit.

Rezultă că, de fapt, am demonstrat şi că DCH ∝
BCH.

Cum BCH ∝ CH este evidentă, rezultă că teo-

rema este demonstrată.

Teoremă. 5. (Karp 1972) SM ∝ CH.

Demonstraţie: Fie G = (V,E) graf şi j ∈ Z+

datele unei probleme SM . Construim ı̂n timp

polinomial (̂ın raport cu n = |V |) un graf H

astfel ı̂nĉıt: există S stabilă ı̂n G cu |S| ≥ j

dacă şi numai dacă H este hamiltonian.
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Fie k = |V | − j. Putem presupune k > 0, altfel

luăm drept H orice graf nehamiltonian.

i) Fie A = {a1, a2, . . . , ak} o mulţime de k v̂ırfuri

distincte.

ii) Pentru orice e = uv ∈ E(G) considerăm gra-

ful G′e = (V ′e , E′e) cu

V ′e = {(w, e, i);w ∈ {u, v}, i = 1,6}} şi

E′e = {(w, e, i)(w, e, i + 1);w ∈ {u, v}, i = 1,5} ∪
{(u, e,1)(v, e,3), (u, e,6)(v, e,4), (v, e,1)(u, e,3),

(v, e,6)(u, e,4)}.

 e 

(v,e,1) (v,e,6)(v,e,2) (v,e,3) (v,e,4) (v,e,5)

(u,e,1) (u,e,6)(u,e,5)(u,e,4)(u,e,3)(u,e,2)

v

u

Graful G′e a fost ales astfel ı̂nĉıt, dacă este sub-

graf al unui graf hamiltonian H şi niciunul din

v̂ırfurile (w, e, i) cu w ∈ {u, v} şi i = 2,5 nu are

alt vecin ı̂n H deĉıt cele din G′e,
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atunci singurele posibilităţi de traversare de

către un circuit hamiltonian al lui H a v̂ırfurilor

din G′e ŝınt (a) (b) şi (c) indicate ı̂n figura

următoare (orice altă parcurgere lasă un v̂ırf

netraversat):

a b

c

Deci, dacă circuitul hamiltonian ”intră” ı̂n G′e
printr-un v̂ırf de tip u, ((u, e,1) sau (u, e,6))

atunci, va ”ieşi” tot printr-un v̂ırf corespunzător

lui u.
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(iii) Pentru fiecare v̂ırf u ∈ V , se consideră,
( ı̂ntr-o ordine oarecare) toate muchiile lui G
incidente cu u: eu1 = uv1, e

u
2 = uv2, . . . , e

u
p =

uvp, unde, p = dG(u).
Fie E′′u = {(u, eui ,6)(u, eui+1,1); i = 1, p− 1} şi
E′′′u = {ai(u, eu1,1), ai(u, e

u
p ,6); i = 1, k}.

e  e  e

u

v v v
1 2

p

1
2

p

(u,e  ,1) (u,e  ,6) (u,e  ,1) (u,e   ,6) (u,e  ,1) (u,e  ,6)
1 2 pu u u u u u

a a
1 k

p
1

2

Graful H va avea

V (H) = A ∪ ∪e∈EV ′e şi
E(H) = ∪e∈EE′e ∪ ∪u∈V (E′′u ∪ E′′′u ).

Avem |V (H)| = k + 12· |E|; |E(H)| = 14· |E|+
2k· |V0|+2· |E|−|V0| , unde V0 ⊆ V este mulţimea

v̂ırfurilor neizolate din G; deci H se poate con-
strui ı̂n timp polinomial ı̂n raport cu |V |.
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Exemplu:

G    k=2

a

a

1

2

1

2

3

4

1

1

2

2

2 2

4 4

3

3

4

4

1. Dacă H este hamiltonian, atunci există C

un circuit hamiltonian ı̂n H. Cum A este o

mulţime stabilă ı̂n H, A va descompune cir-

cuitul C ı̂n exact k drumuri disjuncte (cu excepţia

extremităţilor): Dai1ai2
, Dai2a13

, . . . , Daikai1
.

Fie Daijaij+1
un astfel de drum (j + 1 = 1 +

(j(mod k)) ).

Din construcţia lui H, rezultă că primul v̂ırf

care urmează lui aij pe acest drum va fi (vij , e
vij
1 ,1)

sau (vij , e
vij
p ,6) unde p = dG(vij) vij ∈ V .
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În continuare, Daijaij+1
va intra ı̂n componenta

Ge1 sau Gep din care va ieşi tot printr-un v̂ırf

corespunzător lui vij. Dacă v̂ırful următor nu

este aij+1
, se intră ı̂ntr-o componentă core-

spunzătoare următoarei muchii incidente cu vij
şi va ieşi din aceasta, tot printr-un v̂ırf core-

spunzător lui vij.

a

a

1

2

1

2

3

4

1

1

2

2

2 2

4 4

3

3

4

4
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Rezultă că drumului Daijaij+1
i se poate

asocia ı̂n mod unic v̂ırful vij ∈ V şi că prima şi

ultima muchie a acestui drum ŝınt aij(vij, e
vij
t , x),

aij+1
(vij , e

vij
t′ , x

′) cu t = 1 şi t′ = dG(u), x = 1,

x′ = 6 sau t = dG(u), t′ = 1, x = 6, x′ = 1.

Aceasta implică faptul că vij ŝınt distincte.

Fie V ∗ = {vi1, vi2, . . . , vik}. Cum C este hamil-

tonian ı̂n H, rezultă că ∀e ∈ E există un drum

Daijaij+1
care trece prin G′e deci există v ∈ V ∗

incident cu e. Rezultă că S = V − V ∗ este sta-

bilă ı̂n G şi |S| = j. Deci am obţinut că dacă H

este hamiltonian, ı̂n G există o mulţime stabilă

de cardinal j, prin urmare răspunsul la SM este

da.

2. Presupunem că răspunsul la SM este da,

deci ı̂n G există S0 stabilă cu |S0| ≥ j. Există

atunci S ⊆ S0 stabilă cu |S| = j.
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Fie V ∗ = V − S = {v1, v2, . . . , vk}. Considerăm

ı̂n H pentru fiecare muchie e = uv ∈ E:

- cele două drumuri din G′e situaţia (a), dacă

u, v ∈ V ∗,

- drumul din G′e situaţia (b) dacă u ∈ V ∗, v /∈ V ∗

- drumul din G′e situaţia (c) dacă u /∈ V ∗, v ∈ V ∗.

Dacă la reuniunea acestor drumuri adăugăm

muchiile

ai(vi, e
vi
1 ,1),

(vi, e
vi
1 ,6)(vi, e

vi
2 ,1), . . . , (vi, e

vi
p−1,6)(vi, e

vi
p ,1),

(vi, e
vi
p ,6)ai+1, (cu p = dG(vi)) pentru i = 1, k,

se obţine un circuit hamiltonian ı̂n H.
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5. Problema comisului voiajor.

Dat G = (V,E) un graf şi o funcţie de pon-

dere d : E → R+, să se determine un circuit

hamiltonian H0 ı̂n G astfel ı̂nĉıt suma ponder-

ilor muchiilor lui H0 să fie minimă.

Dacă graful G reprezintă reţeaua rutieră ı̂ntre

o mulţime V de localităţi, iar funcţia d av̂ınd

interpretarea d(uv) = distanţa pe ruta directă

dintre localităţile u şi v, şi se fixează un cen-

tru v0 ∈ V , atunci circuitul hamiltonian H0

reprezintă cel mai economic mod de vizitare

a localităţilor din V de către un comis voiajor

ce pleacă din centrul v0 şi se ı̂ntoarce ı̂n acelaşi

loc, după ce a vizitat fiecare localitate exact o

dată.

Problema este interesantă, nu pentru rezolvarea acestei

aplicaţii, mai mult sau mai puţin importantă, ci pentru

că ea apare ı̂n numeroase probleme de optimizare dis-

cretă, motivate, de exemplu, de construirea circuitelor

integrate pe scară mare.
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În cele ce urmează, vom considera o formă

echivalentă a ei

CV Dat n ∈ Z+ (n ≥ 3) şi d : E(Kn)→ R+,

să se determine H0 circuit hamiltonian ı̂n gra-

ful complet Kn cu d(H0) minim printre toate

circuitele hamiltoniene ale lui Kn.

Observaţii 10. d(H0) =
∑

e∈E(H0) d(e).

20. Dacă graful pentru care se cere rezolvarea

nu este complet, se introduc muchiile lipsă,

atribuindu-le drept ponderi, M ∈ R+ cu M >

|V |·maxe∈E d(e).

Notăm aici, că ı̂n enunţul problemei ne-am lim-

itat numai la ”cazul simetric”, o problemă sim-

ilară se poate considera şi pentru G digraf oare-

care.

30. În studiul complexitaţii acestei probleme

vom considera că d(e) ∈ Z+.
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Problema de decizie asociata va fi

DCV

Instanţă: n ∈ Z+ (n ≥ 3), d : E(Kn)→ Z+ şi B ∈ Z+

Intrebare: Există H0 circuit hamiltonian ı̂n Kn

astfel ı̂nĉıt d(H0) ≤ B ?

Teoremă. 6. CH ∝ DCV .

Demonstraţie: Fie G = (V,E), (|V | = n)

reprezent̂ınd datele unei probleme CH. Con-

struim ı̂n timp polinomial o problemă DCV cu

proprietatea că ı̂n Kn există un circuit hamil-

tonian de pondere totală care nu depăşeşte B

dacă şi numai dacă G este hamiltonian.

Fie

d(vw) =







1 dacă vw ∈ E(G)

2 dacă vw ∈ E(G).

şi considerăm B = n.

320



Atunci ı̂n Kn există un circuit hamiltonian de

pondere ≤ n dacă şi numai dacă G are un cir-

cuit hamiltonian.

pondere 1

pondere 2
G

Rezultă, de aici, dificultatea rezolvării proble-

mei CV.
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O soluţie pentru abordarea problemei CV, ar fi

aceea de a considera algoritmi A, care pentru

datele unei probleme CV vor oferi ı̂n timp poli-

nomial (̂ın raport cu n) un circuit hamiltonian

HA, care va aproxima soluţia optimă H0.

Măsuri ale eficienţei unei astfel de ”euristici”

A pot fi considerate numerele:

RA(n) = sup
d:E(Kn)→R+
d(H0) 6=0

d(HA)

d(H0)

RA = sup
n≥3

RA(n).

Evident, s-ar dori ca aceste numere să fie finite.

În cazul general, condiţia ca RA să fie finit este

la fel de dificilă cu aceea a rezolvării eficiente

”exact” a problemei CV. În adevăr, are loc

Teoremă. 8. Dacă există un algoritm aprox-

imativ A cu timp de lucru polinomial pentru

CV, astfel ı̂nĉıt RA < ∞, atunci CH se poate

rezolva ı̂n timp polinomial.
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Demonstraţie: Fie A un algoritm cu timp de

lucru polinomial şi cu RA < ∞. Există deci

k ∈ Z+ astfel ı̂nĉıt RA ≤ k.

Fie G = (V,E) un graf arbitrar, intrare pentru

CH. Dacă n = |V | atunci definim d : E(Kn) →
Z+ prin

d(uv) =







1 dacă uv ∈ E
kn dacă uv /∈ E

Evident, G este hamiltonian dacă şi numai dacă

soluţia optimă H0 a lui CV astfel construit sat-

isface d(H0) = n.

Aplicăm A pentru rezolvarea problemei CV. Se

obţine ı̂n timp polinomial o soluţie HA.

Dacă d(HA) ≤ kn, atunci d(HA) = n şi HA =

H0.

Dacă d(HA) > kn, atunci d(H0) > n. În adevăr,

presupun̂ınd că d(H0) = n, avem
d(HA)
d(H0)

≤ k,

deci d(HA) ≤ kd(H0) = kn, contradicţie.
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Rezultă că G este hamiltonian dacă şi numai

dacă d(HA) ≤ kn, şi cum timpul de lucru al

lui A este polinomial, rezultă că CH se poate

rezolva ı̂n timp polinomial.

 pondere 1

pondere 7k
G

Observaţie. Enunţul teoremei se poate for-

mula echivalent şi astfel:

Dacă P 6= NP, atunci nu există un algoritm

aproximativ A polinomial şi cu RA <∞.
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VII. Abordări ale unor probleme
NP-dificile pe grafuri.

1. Euristici

Se proiectează algoritmi eficienţi care, deşi nu

rezolvă problema, oferă soluţii aproximative,

care se pot analiza şi uneori se pot folosi ı̂n

metaeuristici (de exemplu, cele care imită pro-

cese din natură). Pentru unele euristici se pre-

cizează şi instanţe ale problemelor pentru care

ele funcţionează corect.

Partizanii unor astfel de abordări apelează la

aşa numita no free lunch theorem (Wolpert

and Macready, 1994).

all non-repeating search algorithms have the

same mean performance when averaged uni-

formly over all possible objective functions f :

X → Y
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1.1 Colorarea vârfurilor unui graf

Algoritmul greedy de colorare

Un mod simplu şi natural de a colora un graf,

cu nu foarte multe culori, este dat de următorul

algoritm:

pornind de la o ordine fixată a vârfurilor lui G,
v1, v2, . . . , vn, parcurgem această listă, colorând

fiecare vârf vi cu prima culoare disponibilă, adică

cu cea mai mică culoare (număr ı̂ntreg pozitiv)

nefolosită de nici unul dintre vecinii lui vi , deja

ı̂ntâlniţi până ı̂n acel moment.

Acestă metodă poartă denumirea de algoritmul greedy

de colorare, datorită alegerii, de fiecare dată,a celei mai

mici culori care s-ar putea folosi.

Fie G = (V,E), cu V = {1,2, . . . , n} şi π o

permutare a lui V (ce corespunde unei ordonări

a mulţimii vârfurilor).

Algoritmul construieşte colorarea c ce utilizează

χ(G, π) culori,

c : {1,2, . . . , n} −→ {1,2, . . . , χ(G, π)}.
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Algoritmul greedy-color

- c(π1)← 1;χ(G,π)← 1;S1 ← {π1};
- for i← 2 to n do

- { j ← 0;

- repeat

- j ← j + 1;

- determină primul vârf (conform ordonării

- π), v din Sj a. ı̂. πiv ∈ E(G);

- if v există then

- first(πi, j)← v

- else

- { first(πi, j)← 0;

- c(πi)← j;

- Sj ← Sj ∪ {πi};
- }
- until first(πi, j) = 0 or j = χ(G, π);

- if first(πi, j) 6= 0 then

- { c(πi)← j + 1;

- Sj+1 ← {πi};
- χ(G,π)← j + 1;

- }
- }
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Să observăm că folosind algoritmul greedy nu

vom obţine niciodată mai mult de 1 + ∆(G)

culori.

Rezultă că χ(G) ≤ 1 + ∆(G).

Însă ∆(G) se poate ı̂ndepărta oricât de mult de

χ(G) şi există grafuri şi permutări pentru care

algoritmul poate să greşească la fel de mult.

Un astfel de exemplu este următorul, unde gra-

ful G este obţinut din graful bipartit complet

Kn,n, având mulţimea de vârfuri {1,2, . . . , n} ∪
{1′,2′, . . . , n′}, din care se elimină muchiile

11′,22′, . . . , nn′.

Fixând ordinea 1,1′,2,2′, . . . , n, n′ algoritmul va

obţine colorarea c cu c(1) = c(1′) = 1, c(2) =

c(2′) = 2, . . . , c(n) = c(n′) = n având deci n

culori; ı̂nsă, cum G este bipartit, χ(G) = 2.
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1 

5 

 1’

 5’

2  2’

3  3’

4  4’

pi: 1, 1’, 2, 2’, 3, 3’, 4, 4’, 5, 5’ 

Este uşor de văzut că, pentru orice graf G,

există totuşi permutări pentru care algoritmul

oferă o colorare optimală.

Într-adevăr dacă S1, S2, . . . , Sχ(G) sunt clasele

de colorare corespunzătoare unei colorări opti-

male, atunci pentru orice permutare care

păstrează ordinea claselor (adică dacă i < j,

v ∈ Si şi w ∈ Sj atunci v se află ı̂naintea lui w

ı̂n permutare), executând algoritmul greedy, se

vor obţine χ(G) culori.
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Teoremă. 1. Dacă pentru orice vw ∈ E şi

orice j < min{c(v), c(w)} astfel ı̂ncât first(v, j) <

first(w, j) (̂ın ordonarea π) avem că vfirst(w, j) ∈
E atunci χ(G, π) = χ(G).

Condiţia din enunţ poate fi verificată ı̂n timp

liniar ı̂n raport cu numărul de muchii ale gra-

fului şi poate reprezenta un ultim pas al algo-

ritmului.

first (j ,v)

first (j ,w)

S j

v

w

S
c (v)

S c (w)

În demonstaţia teoremei se arată că, atunci când condiţia
este ı̂ndeplinită, χ(G, π) = ω(G) şi prin urmare, ı̂n acest
caz, se obţine şi numărul de clică al grafului .

Pe de altă parte, există grafuri pentru care această

condiţie nu va fi ı̂ndeplinită de nici o permutare.
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Algoritmul Dsatur { Degree of Saturation}

Acest algoritm ( Brélaz, 1979 ) este o metodă

secvenţială dinamică de colorare.

Ideea este de colora vârfurile pe rând, alegând

de fiecare dată vârful cu un număr maxim de

constrângeri privitoare la culorile disponibile aces-

tuia.

Această abordare este ı̂ntr-un fel opusă primeia

(cea geedy) deoarece se aleg vârfuri care formează

“clici” mari ı̂n raport cu vârfurile deja alese

(spre deosebire de mulţimi stabile mari ı̂n cazul

greedy).

Dacă G este un graf şi c o colorare parţială a

vârfurilor lui G, definim gradul de saturaţie al

unui vârf v, notat dsat(v), ca fiind numărul de

culori diferite din vecinătatea acestuia.
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Algoritmul DSatur

- ordonează vârfurile ı̂n ordinea descrescătoare a gradelor lor;

- atribuie unui vârf de grad maxim culoarea 1;

- while există vârfuri necolorate do

- { alege un vf. necol. cu gr. de satur. maxim; dacă acesta

- nu-i unic, alege un vf. de grad maxim ı̂n subgr.necolorat;

- colorează vârful ales cu cea mai mică culoare posibilă;

- }

4

1

5

2

3
6

Numarul de culori 
gasite este chiar numarul
cromatic

Teoremă. 2. Algoritmul DSatur garantează

găsirea numărului cromatic pentru grafurile bi-

partite.
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1.2 Problema comisului voiajor

Cele mai performante euristici se bazează pe

principiul optimizării locale:

- se porneşte cu un circuit hamiltonian ales

aleator sau obţinut cu o euristică de tip con-

strucţie (tour-construction heuristic), de ex-

emplu greedy;

- se ı̂ncearcă repetat imbunătăţiri locale, trecând

de la soluţia curentă la o soluţie vecină din

spaţiul soluţiilor ( neighborhood search).

Cele mai cunoscute modificări locale sunt aşa

numitele 2-opt, 3-opt sau combinaţii ale aces-

tora care au condus la faimosul algoritm Lin-

Kernighan.

Figura următoare sugerează cele două operaţii

2-opt şi 3-opt.
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c

a b

d c d

a b

2-opt

a b

e

f

d

c

doua operatii 3-opt posibile

Pentru reprezentarea circuitului hamiltonian se utilizează
structura de date Tour care trebuie să suporte (eficient)
următoarele 4 operaţii:

Next(a) : ı̂ntoarece vârful următor lui a pe circuit;

Prev(a) : ı̂ntoarece vârful dinaintea lui a pe circuit;

Between(a, b, c) : ı̂ntoarce true dacă la traversarea cir-
cuitului din a se ı̂ntâlneşte mai ı̂ntâi b şi apoi c;

Flip(a, b, c, d) : Parametrii verifică a = Next(b) şi d =
Next(c). Se actualizează circuitul prin ı̂nlocuirea
muchiilor ab şi cd cu bc şi ad. Se actualizează ori-
entarea circuitului (pointerii Next şi Prev) ı̂n mod
corespunzător.
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Operaţia 3-opt se realizează cu ajutorul a două

sau trei Flip. Pentru evitarea formării de cir-

cuite disjuncte este nevoie de funcţia Between.

Operaţia mai complicată λ-opt, utilizată de al-

goritmul Lin-Kernighan se exprimă ca un 3-opt

şi o secvenţă de 2-opt.

Principala problemă ı̂n implementarea operaţiei

Flip este de a determina eficient şirul de schimbă-

ri ale pointerilor Next şi Prev (inversarea unuia

din cele două drumuri; care din ele ?).

Un algoritm λ-opt se bazează pe conceptul de

λ-optimalitate:

Un tur este λ-optimal (sau simplu λ-opt) dacă

nu este posibil să se obţină un tur mai scurt (de

cost mai mic) prin ı̂nlocuirea unei mulţimi de

λ muchii ale sale cu altă mulţime de λ muchii.

Observaţie: Dacă un tur este λ-optimal atunci

el este λ′-optimal pentru orice λ′, 2 ≤ λ′ ≤ λ.

De asemenea, un tur cu n vârfuri este optimal

dacă şi numai dacă este n-optimal.
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Numărul operaţiilor necesăre testării tuturor

λ-schimbărilor posibile creşte rapid pentru n

mare. Într-o implementare naivă, testarea unei

λ-schimbări necesită O(nλ) operaţii. Ca ur-

mare, cele mai folosite valori sunt λ ∈ {2,3}
(dar se cunosc şi abordări cu λ = 4,5).

E dificil să se estimeze ce valoare a lui λ tre-

buie aleasă pentru ca să se obţină cel mai bun

compromis ı̂ntre timpul de execuţie şi calitatea

soluţiei modificate.

Lin şi Kernighan au abordat această problemă

prin considerarea unei metode numită variable

λ-opt: algoritmul va schimba valoarea lui λ ı̂n

timpul execuţiei.

La fiecare iteraţie se ı̂ncearcă valori crescătoare

pentru λ pentru a obţine un tur mai scurt.
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Fie T turul curent. La fiecare iteraţie a al-

goritmului se caută mulţimile de muchii X =

{x1, . . . , xr} şi Y = {y1, . . . , yr} astfel ca ı̂nlocind

X cu Y ı̂n T , să se obţină un tur mai bun.

Această interschimbare o numim r-opt move.

Cele 2 mulţimi se construiesc element cu element. Iniţial

sunt vide şi ı̂n pasul i se adaugă xi la X şi yi la Y .

Criteriile de selectare ale acestor muchii, urmăresc eficienţa

algoritmului şi ı̂n acelaşi timp ı̂mbunătăţirea turului curent:

-Criteriul de schimb secvenţial: xi şi yi sunt

adiacente şi la fel xi+1 şi yi+1. Dacă t1 este

una din extremităţile lui x1, atunci xi = t2i−1t2i,
yi = t2it2i+1 şi xi+1 = t2i+1t2i+2.

t           

t

t
t

x i

x i+1

2i
2i-1

2i+2

2i+1

y
i

y
i+1

Deci x1, y1, x2, y2, x3, . . . , xr, yr formează muchiile unui drum.

Pentru schimbul secvenţial se impune şi ca acest drum

să fie ı̂nchis : yr = t2rt1.
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-Criteriul de admisibilitate: se va alege xi =

t2i−1t2i astfel ca dacă t2i se va uni cu t1, configu-

raţia care rezultă să fie tur. Se aplică pentru

i ≥ 3 şi garantează că este posibil să ı̂nchidem

un tur. Este introdus ı̂n algoritm pentru reduc-

erea timpului de execuţie şi simplificarea imple-

mentării.

-Criteriul câştigului: se cere ca yi să fie ales

astfel ca să existe un câstig; Gi trebuie să fie

pozitiv; dacă gi = d(xi) − d(yi) este câştigul

interschimbării lui xi cu yi, atunci Gi = g1+g2+

· · ·+ gi. Raţiunea alegerii acestui criteriu este

că dacă suma unei secvenţe de numere este

pozitivă, atunci există o permutare circulară a

acestei secvenţe astfel ca orice sumă parţială

este pozitivă.

-Criteriul dijunctivităţii: se impune ca mulţimile

X şi Y să fie disjuncte. Aceasta simplifică im-

plementarea, reduce timpul de execuţie şi dă

un criteriu efectiv de oprire.
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Linia algoritmului Lin & Kernighan

1. Generează (random) un tur iniţial T ;
2. i← 1; Alege t1;
3. Alege y1 = t1t2 ∈ T ;
4. Alege y1 = t2t3 6∈ T a.̂ı. G1 > 0; If 6 ∃ goto 12;
5. i+ +;
6. Alege xi = t2i−1t2i ∈ T a.̂ı.

(a) dacă t2i e unit cu t1 se obţine un tur T ′ şi
(b) xi 6= ys pentru toţi s < i

If T ′ e mai bun ca T then fie T = T ′ şi goto 2;
7. Alege yi = t2it2i+1 6∈ T a.̂ı.

(a) Gi > 0,
(b) yi 6= xs pentru toţi s < i şi
(c) xi+1 există.

If yi există then goto 5;
8. If mai ∃ alte alegeri pt. y2 then i← 2 şi goto 7;
9. If mai ∃ alte alegeri pt. x2 then i← 2 şi goto 6;
10 If mai ∃ alte alegeri pt. y1 then i← 1 şi goto 4;
11 If mai ∃ alte alegeri pt. x1 then i← 1 şi goto 3;
12 If mai ∃ alte alegeri pt. t1 then goto 2;
13 Stop (sau goto 1).
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Î n descrierea anterioară ”alege” ı̂nseamnă se-

lectarea unei alternative nêıncercate deja (pen-

tru turul curent). De exemplu ı̂n pasul 3 avem

două posibilităţi de a alege o muchie de pe tur

incidentă cu t1.

Î n pasul 6 există două alegeri pentru xi. Pen-

tru un yi−1 (i ≥ 2) numai una dintre acestea va

face posibilă ı̂nchiderea turului (prin adăugarea

lui yi). Cealaltă alegere va conduce la apariţia

a două subtururi disjuncte. Totuşi pentru i = 2

este permisă o astfel de alegere neadmisibilă:

t           
t

t
t

x 1

x 2

2
1

3

4

y1

y
2

Dacă y2 va fi ales astfel ca t5 să fie ı̂ntre t2 şi

t3, turul va putea fi ı̂nchis ı̂n următorul pas.
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t           
t

t
t

x 1

x 2

2
1

3

4

y1

y
2

x3
t5

Atunci, t6 poate fi ales ı̂n ambele părţi ale lui

t5.

Dacă ı̂nsă, y2 va fi ales astfel ca t5 să fie ı̂ntre

t4 şi t1, atunci există doar o singură alegere

pentru t6 (̂ıntre t4 şi t5) şi t7 trebuie să se

afle ı̂ntre t2 şi t3. Dar atunci t8 trebuie să

fie de cealaltă parte a lui t7; algoritmul alege

alternativa cu d(t7t8) maximă.
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Paşii 8-12 ai algoritmului cauzează backtracking-

ul. El este permis numai dacă nu se obţine o

ı̂mbunătăţire şi numai la nivelele 1 şi 2.

Algoritmul se termină cu un tur după ce toate

valorile posibile ale lui t1 au fost examinate fără

ı̂mbunătăţire.

Numeroase alte modificări ale metodei de bază

au fost examinate. De exemplu, Lin şi Kernighan

limitează căutarea lui yi = t2it2i+1 la vecinii de

pe tur ai lui t2i la distanţă cel mult 5.

Unele reguli au fost alese pentru salvarea tim-

pului de execuţie, limitarea căutării, iar altele

pentru direcţionarea căutării.

Se poate consulta articolul : The Traveling

Salesman Problem: A Case Study in Lo-

cal Optimization David S. Johnson Lyle A.

McGeoch, Local Search in Combinatorial Op-

timization, E. H. L. Aarts and J. K. Lenstra

(eds.), John Wiley and Sons, London, 1997,

pp. 215-310.
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O altă euristică populară pentru problemele ı̂n

care funcţia de distanţă satisface inegalitatea

triunghiulară, este dată de Christofides.

Spre deosebire de cazul general când am demon-

strat că nu se poate spera la o euristică poli-

nomială A cu RA finită, dacă P 6= NP, ı̂n acest

caz se poate demonstra următoarea

Teoremă. ( Christofides,1973) Fie CV cu d

satisfăĉınd

∀v,w, u ∈ V (Kn)distincte d(vw) ≤ d(vu)+d(uw).

Există un algoritm aproximativ A pentru CV

care satisface RA = 3
2 şi are timp de lucru poli-

nomial.

Demonstraţie:

Considerăm următorul algoritm A:
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10. Se determină T0 mulţimea muchiilor unui

arbore parţial de cost minim ı̂n Kn (costul

muchiei e fiind d(e) ). Problema se rezolvă

ı̂n timp polinomial cu algoritmul lui Prim.

20. Se determină M0 un cuplaj perfect ı̂n sub-

graful indus de v̂ırfurile de grad impar ale

arborelui T0 şi de cost minim. Problema se

rezolvă ı̂n timpul O(n3) utiliẑınd algoritmul

lui Edmonds.

30. Se consideră multigraful obţinut din <

T0 ∪M0 >Kn, prin duplicarea muchiilor din

T0 ∩M0. În acest multigraf există un par-

curs Eulerian ı̂nchis, ale cărui v̂ırfuri ŝınt

(vi1, vi2, . . . , vi1). Elimin̂ınd orice apariţie mul-

tiplă a unui v̂ırf ı̂n acest şir cu excepţia

primului şi ultimului v̂ırf, se obţin v̂ırfurile

unui circuit hamiltonian HA ı̂n Kn cu muchi-

ile HA = (vj1vj2, vj2vj3, . . . , vjnvj1) (Acest pas

necesită O(n2) operaţii).
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HA este soluţia aproximativă a problemei CV.

Fie m = ⌊n2⌋ şi H0 soluţia optimă. Vom arăta

(cf. Cornuejols şi Nemhauser) că

∀n ≥ 3 d(HA) ≤ 3m− 1

2m
d(H0)

Presupunem că H0 = {v1v2, v2v3, . . . , vnv1} (even-

tual, schimb̂ınd numerotarea v̂ırfurilor). Fie

A = {vi1, vi2, . . . , vi2k} v̂ırfurile de grad impar

ale lui < T0 >Kn, i1 < i2 < . . . < i2k.

Dacă H = {vi1vi2, vi2vi3, . . . , vi2k−1
vi2k, vi2kvi1},

avem din inegalitatea triunghiulară, d(H) ≤ d(H0),

prin ı̂nlocuirea ponderii fiecărei ”corzi” d(vijvij+1
)

cu suma ponderilor muchiilor de pe circuitul H0

sub̂ıntinse de vijvij+1
.

Pe de altă parte, H este circuit de lungime

pară, deci este reuniunea a două cuplaje per-

fecte ı̂n [A]Kn, M1 ∪M2.

Presupunem că d(M1) ≤ d(M2).
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Din alegerea lui M0, avem d(M0) ≤ d(M1) ≤
1
2(d(M1) + d(M2)) = 1

2d(H) ≤ 1
2d(H0).

Fie α ∈ R+ astfel ı̂nĉıt d(M0) = αd(H0).

Evident, 0 < α ≤ 1
2.

Partiţionăm H0 ı̂n H1∪H2, pun̂ınd ı̂n Hi toate

muchiile lui H0 sub̂ıntinse de o coardă din M i

(vijvij+1
∈M i⇒ vijvij+1, . . . , vij+1−1vij+1

∈ Hi).

Din inegalitatea triunghiulară obţinem:

d(Hi) ≥ d(M i) i = 1,2.

Măcar unul din H1 sau H2 are cel mult m = ⌊n
2
⌋ muchii.

Presupunem că H1. Deoarece d(H1) ≥ d(M1) ≥ d(M0) =

αd(H0), rezultă că există e ∈ H1 : d(e) ≥ α
m
d(H0).

Fie T arborele parţial obţinut din H0 prin ı̂nlătu-rarea

unei muchii de pondere maximă. Avem

d(T) = d(H0)−maxe∈H0
d(e) ≤ d(H0)− α

m
d(H0).

Cum T 0 este arbore parţial de cost minim ı̂n Kn, rezultă

d(T 0) ≤ d(H0)(1− α
m

).

Folosind inegalitatea triunghiulară,

d(HA) ≤ d(T 0) + d(M0) ≤ d(H0)(1 − α
m

) + αd(H0) =

(1 + α(m−1)
m

)d(H0).

Cum α ≤ 1
2

se obţine d(HA) ≤ 3m−1
2m

d(H0) pentru n ≥ 3.
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2. Metode care imită natura

In ultimii 30 de ani s-au dezvoltat numeroase

metaeuristici inspirate din comportamentul unor

sisteme biologice sau fizice ale lumii reale.

Metaeuristica simulated annealing.

Una din metaeuristicile populare utilizate pen-

tru rezolvarea problemelor de optimizare NP-

dificile este călirea simulată, metodă inspirată

din termodinamică , inventată independent de

Kirkpatrick, Gelatt şi Vechi ı̂n 1983 şi de Černy

ı̂n 1985.

Ca orice metodă Monte Carlo, repetarea al-

goritmului cu diferiţi parametri de start oferă

şansa imbunătăţirii soluţiilor găsite, care nu

sunt ı̂n general, şi soluţii optime.
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În termodinamică , se poate interpreta călirea

(intilnită tradiţional ı̂n prelucrarea metalelor ı̂n

fierăriile cu forjă , baros şi nicovală ) ca un pro-

ces stohastic ce determină o aranjare a atom-

ilor care minimizează energia totală a unui corp.

La temperaturi ı̂nalte, atomii se mişcă liber şi se mută cu
rapiditate ı̂n poziţii care cresc energia totală. Pe măsură
ce temperatura este scăzută, atomii se apropie gradual
de o dispunere laticeală regulată şi numai ocazional ı̂şi
măresc energia. Aceste creşteri ocazionale de energie
joacă un rol crucial ı̂n călire : ele permit ieşirea din
minimele locale printr-o creştere temporară de energie.

La temperaturi ı̂nalte, astfel de salturi apar cu mare

probabilitate, iar la temperaturi joase ele apar rar. Tem-

peratura este scazută lent pentru a menţine echilibrul

termal. Când atomii sunt ı̂n echilibru la temperatura

T , probabilitatea ca energia lor totală să fie E este

proporţională cu e−
E

kT , unde k este constanta lui Bolz-

mann.
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În consecinţă, probabilitatea ca energia să fie

E + dE poate fi exprimată,

Pr(E + dE) = Pr(E) · e−
dE
kT ,

adică probabilitatea de creştere a energiei scade

odată cu temperatura.

Călirea simulată este o metodă computaţională

care imită modul natural de determinare a unei

configuraţii care minimizează energia unui sis-

tem. Atunci cnd se doreşte minimizarea unei

funcţii f : D → R, vom interpreta domeniul

de definiţie al funcţiei, D, ca fiind mulţimea

configuraţiilor posibile ale sistemului, iar funcţia

f ca fiind energia acestuia.

O variabilă fictivă T , asociată procesului de

căutare, va juca rolul temperaturii iar constanta

lui Bolzmann va fi considerată 1.
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Algoritm de călire simulată

1. Se consideră un plan de călire:
- temperatura iniţială Tstart
- configuraţia iniţială xstart ∈ D
- temperatura finală Tmin
- o funcţie de reducere lentă a temperaturii

decrease (T)
- nr. maxim de ı̂ncercări de ı̂mbunătăţire a soluţiei

la fiecare prag de temperatură attempts
- nr. maxim de schimbări ale soluţiei

la fiecare prag de temperatură changes.
2. T ← Tstart; xold ← xstart

while T > Tmin do
{ na← 0; nc← 0

while na < attempts and nc < changes do
{ generează o soluţie nouă xnew; na+ +;

∆E ← f(xold)− f(xnew);
If ∆E < 0 then { xold ← xnew; nc+ +}
else
{ generează q ∈ (0,1) un nr. aleator

if q < e−
∆E

T then { xold ← xnew; nc+ +}
}

}
decrease(T)

}
3. return xold
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Planul de călire se stabileşte adeseori prin ex-

perimente (tuning ) asupra clasei de probleme

la care se aplică. Modul ı̂n care se permite,

la un anumit nivel de temperatură , ca unele

soluţii noi care nu micşorează valoarea funcţiei

să fie considerate (cu scopul părăsirii minimelor

locale) poartă denumirea inventatorului : schema

Metropolis.

Pentru aplicarea călirii simulate pentru rezolvarea

problemei comisului voiajor, se porneşte cu un

tur ales aleator, iar trecerea de la o soluţie

curentă la o soluţie vecină ı̂n spaţiul soluţiilor se

realizează de obicei cu ajutorul unei 2-move.

Se poate lua Tstart = O(
√
n), attempts = 100n,

changes = 10n, decrease(T) = 0.95T şi Tmin =

O(1).
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VIII. GRAFURI PLANARE

1. Proprietăţi de bază ale grafurilor planare

Definiţie. Fie G = (V,E) un graf şi S o suprafaţă

ı̂n R3. Spunem că G este reprezentabil pe S

dacă există G′ = (V ′, E′) un graf astfel ı̂nĉıt:

a) G ∼= G′.
b) V ′ e o mulţime de puncte distincte din S.

c) Orice muchie e′ ∈ E′ este o curbă simplă

conţinută ı̂n S care uneşte cele două extremităţi.

d) Orice punct al lui S este sau v̂ırf al lui G′,
sau prin el trece cel mult o muchie a lui G′.

G′ se numeşte reprezentare a lui G ı̂n S.

Dacă S este un plan atunci G se numeşte pla-

nar iar G′ o reprezentare planară a lui G.

Dacă S este un plan şi G′ este un graf care

satisface b) c) şi d) de mai sus atunci G′ se

numeşte graf plan.
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Lemă. 1. Un graf este planar dacă şi numai

dacă este reprezentabil pe o sferă.

Demonstraţie. Fie G planar şi G′ o reprezentare

planară a sa ı̂n planul π. Considerăm un punct

x al lui π şi S o sferă tangentă la π ı̂n x.

Fie y punctul diametral opus al lui x pe sferă.

Definim φ : π → S consider̂ınd pentru orice

punct M al planului π, φ(M) cel de-al doilea

punct de intersecţie al dreptei My cu sfera S.

Evident φ este o bijecţie şi deci φ(G′) este

reprezentarea lui G pe sferă (φ este proiecţia

stereografică).

x

y

pi

S

G’
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Reciproc, dacă G este reprezentabil pe o sferă

S: se alege un punct y pe sferă, se consideră

punctul x diametral opus lui y pe sferă, se con-

struieşte un plan tangent π sferei S ı̂n punctul

x şi se defineşte ψ : S → π consider̂ınd pen-

tru orice punct M al sferei, ψ(M) intersecţia

dreptei yM cu planul π. Imaginea prin ψ a

reprezentării lui G pe sferă va fi o reprezentare

planară a lui G.

Definiţie. Fie G un graf plan. Dacă ı̂ndepărtăm

punctele lui G (v̂ırfurile şi muchiile sale) din

plan se obţine o reuniune de regiuni conexe

(orice două puncte se pot uni printr-o curbă

simplă conţinută ı̂n regiune) ale planului, care

se numesc feţele lui G.

Evident, orice graf plan are un număr finit de

feţe, dintre care una singură este nemărginită

şi se numeşte faţă exterioară a lui G.
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Frontiera unei feţe este mulţimea muchiilor lui

G conţinute ı̂n ı̂nchiderea acestei feţe.

Orice circuit al lui G ı̂mparte punctele planului

ı̂n două regiuni conexe, deci orice muchie a

unui circuit al grafului G se află ı̂n frontierele

a două feţe.

Un graf plan, ı̂mpreună cu mulţimea feţelor

sale se numeşte hartă planară (uneori, ı̂n această

definiţie se impune ca graful sa fie 2-conex;

atunci feţele hărţii planare se numesc ţări şi

două ţări ŝınt vecine dacă frontierele lor au

măcar o muchie comună; aceasta corespunde

aspectelor intuitive de la hărţile geografice).

Unui graf planar i se pot asocia reprezentări

planare diferite. În figura alăturată ŝınt desen-

ate trei reprezentări planare diferite ale aceluiaşi

graf:
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Un instrument util ı̂n caracterizarea şi recunoaşterea

grafurilor planare este următoarea observaţie:

Lemă. 2. Orice reprezentare planară a unui

graf poate fi transformată ı̂ntr-o reprezentare

diferită astfel ı̂nĉıt o faţă specificată a sa să

devină faţa exterioară.

Demonstraţie: Fie G′ o reprezentare planară a lui G şi F

o faţă a lui G′. Considerăm G0 o reprezentare pe sferă

a lui G′ (construită, de exemplu, ca ı̂n lema 1) şi fie

F 0 faţa corespunzătoare a lui F (proiecţia stereografică

transformă orice faţă tot ı̂ntr-o faţă). Alegem un punct

y din interiorul feţei F 0, considerăm x punctul diametral

opus pe sferă lui y şi efectuăm proiecţia stereografică

φ pe planul tangent sferei ı̂n punctul x. Graful plan

G′′ astfel obţinut va avea faţa exterioară φ(F 0) care are

aceeaşi frontieră cu faţa F din reprezentarea G′.
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Este aproape evident că orice două reprezentări

planare ale aceluişi graf au acelaşi număr de

feţe. Acest lucru este mai bine precizat de

următoarea teoremă.

Teoremă. 1. (Formula lui Euler) Fie G =

(V,E) un graf plan conex cu n v̂ırfuri, m muchii

şi f feţe. Atunci

f = m− n + 2

Demonstraţie: Inducţie după numărul feţelor

lui G. Dacă f = 1, atunci G nu are circuite

şi cum este şi conex, rezultă că G este arbore,

deci m = n− 1 şi prin urmare teorema are loc.

În pasul inductiv, presupunem teorema adevăra-

tă pentru orice graf plan şi conex cu mai puţin

de f(≥ 2) feţe. Există măcar o muchie e, care

nu este punte (altminteri G ar fi arbore şi ar

avea o singură faţă). Rezultă că e aparţine

frontierei a exact două feţe ale lui G. Con-

siderăm G1 = G − e. Din alegerea lui e, G1

este conex. Evident G1 este graf plan.
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Numărul feţelor lui G1 este f1 = f − 1 (cele

două feţe ale lui G vor genera ı̂n G1 o singură

faţă); ı̂n plus G1 are n1 = n v̂ırfuri şi m1 = m−1

muchii.

Pentru G1 are loc ipoteza inductivă, deci f1 =

m1 − n1 + 2.

Substituind valorile lui f1,m1 şi n1 se obţine

f − 1 = (m− 1)− n+ 2, adică f = m− n+ 2.

Observaţii: 10 Oricărui poliedru convex din

R3 i se poate asocia un graf planar cu acelaşi

număr de v̂ırfuri şi muchii (se reprezinta v̂ırfurile

şi muchiile poliedrului pe o sferă şi se execută

proiecţia stereografică).

Figura următoare conţine grafurile planare aso-

ciate poliedrelor platonice:
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Tetraedrul
Hexaedrul 
(Cubul)   Octoedrul

Dodecaedrul Icosaedrul

Steinitz şi Rademacher (1934) au arătat că un

graf planar este graful asociat unui poliedru

convex dacă şi numai dacă este 3-conex. Relaţia

din teorema 1, este cunoscută ca formula polie-

drală a lui Euler şi precizează numărul feţelor

poliedrului convex ı̂n funcţie de numărul v̂ırfurilor

şi muchiilor sale.
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20. Din punct de vedere algoritmic, teorema

1 are drept consecinţă imediată faptul că orice

graf planar este ”rar”, numărul muchiilor este

de ordinul numărului de v̂ırfuri. Va rezulta că

orice traversare ı̂n ordinul O(|V |+ |E|) a lui G

este de fapt ı̂n O(|V |) operaţii.

Corolar. 1. Fie G un graf planar, conex, cu

n(≥ 3) v̂ırfuri şi m > 2 muchii. Atunci

m ≤ 3n− 6.

Demonstraţie. Fie G′ o reprezentare planara

a lui G. Dacă G′ are o singură faţă, atunci G′

este arbore, m = n−1 (G′ are acelaşi număr de

v̂ırfuri şi muchii ca şi G), şi pentru n ≥ 3 ine-

galitatea are loc. Daca G′ are măcar două feţe,

atunci fiecare faţă F are ı̂n frontieră muchiile

unui circuit C(F), şi fiecare astfel de muchie

aparţine la exact două feţe. Orice circuit al

grafului are măcar 3 muchii, deci
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2m ≥

∑

F faţă ı̂n G′ (nrul muchiilor circ. C(F)) ≥

∑

F 3 = 3f = 3(m− n+ 2),

inegalitate, evident, echivalentă cu cea din enunţ.

Corolar. 2. Dacă G este un graf bipartit,

conex şi planar cu m > 2 muchii şi n v̂ırfuri,

atunci m ≤ 2n− 4.

Demonstraţie: Acelaşi raţionament ca mai sus,

cu observaţia că orice circuit are măcar 4 muchii

pentru că, graful fiind bipartit, numărul muchi-

ilor oricărui circuit este par.

Corolar. 3. Dacă G este un graf planar conex,

atunci G are un v̂ırf de grad cel mult 5.
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Demonstraţie: Dacă G are mai mult de 2 muchii
aplicăm consecinţa 1 astfel: fie G′ o reprezentare
planară a lui G cu n v̂ırfuri şi m muchii; notăm
cu ni numărul v̂ırfurilor de grad i (1 ≤ i ≤
n− 1) din G′; atunci
∑n−1
i=1 i·ni = 2m ≤ 2(3n − 6) = 6(

∑

i ni) − 12,

deci
∑

i

(i− 6)ni + 12 ≤ 0

Cum pentru i ≥ 6 toţi termenii sumei ŝınt
nenegativi, rezultă că există i0, 1 ≤ i0 ≤ 5,
astfel ı̂nĉıt ni0 > 0, ceea ce trebuia demon-
strat.

Observaţie: Grafurile K5 şi K33 nu ŝınt planare.

Primul graf violează inegalitatea din corolarul
1, cel de al doilea pe cea din corolarul 2.
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Fie G = (V,E) un graf şi v ∈ V (G) astfel

ı̂nĉıt dG(v) = 2 şi vw1, vw2 ∈ E, w1 6= w2.

Considerăm h(G) = (V \ {v}, E \ {vw1, vw2} ∪
{w1w2}). Se observă că G este planar dacă şi

numai dacă h(G) este planar.

(Dacă w1w2 /∈ E(G) atunci pe curba simplă ce

uneşte w1 şi w2 ı̂ntr-o reprezentare planară a lui

h(G) se introduce un nou v̂ırf v; dacă w1w2 ∈
E(G), ı̂n una din feţele reprezentării planare a

lui h(G) se plasează ”suficient” de aproape de

curba w1w2 un v̂ırf nou v şi se ”uneşte” cu

w1 şi w2. Reciproc, ı̂n reprezentarea planară

a lui G ştergem punctul v şi cele două muchii

vw1 şi vw2 le ı̂nlocuim cu reuniunea lor. Dacă

w1w2 ∈ E(G) atunci se şterge şi curba w1w2).

Vom nota cu h∗(G) graful obţinut din G apliĉındu-

i repetat transformarea h, p̂ınă ĉınd graful curent

nu mai are v̂ırfuri de grad 2. Din observaţia an-

terioară rezultă că G este planar, dacă şi numai

dacă h∗(G) este planar.
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Definiţie. Două grafuri G1 şi G2 se numesc

homeomorfe dacă şi numai dacă h∗(G1) ∼= h∗(G2).

Teoremă. 2. (Kuratowski 1930) Un graf este

planar dacă şi numai dacă nu are subgrafuri

homeomorfe cu K5 sau K33.

Necesitatea teoremei este evidentă: dacă un

graf este planar atunci orice subgraf al său este

planar. Dacă ar exista un subgraf G′ al lui G

homeomorf cu K33 sau K5, cum aceste două

grafuri am arătat că nu ŝınt planare şi cum

h∗(G′) este planar dacă şi numai dacă G′ este

planar rezultă că G′ şi deci G nu este planar,

contraziĉınd alegerea lui G.

Suficienţa se demonstrează prin inducţie după

numărul de muchii.
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2. Desenarea unui graf planar

Fie G un graf planar. Se pune problema trasării

lui ı̂n plan. Este aproape evident că se pot

aproxima curbele simple ce unesc v̂ırfurile, cu

linii poligonale, astfel ı̂nĉıt să nu se violeze

condiţia de planaritate. Are loc, totuşi, un

rezultat mai tare demonstrat de Fary ı̂n 1948

(şi independent de Wagner şi Stein):

Orice graf planar are o reprezentare planară cu

toate muchiile segmente de dreaptă

(reprezentarea Fary).

Această teoremă a deschis o serie de rezul-

tate referitoare la desenarea grafurilor planare.

Pentru un mediu grafic, care permite poziţionarea

ı̂n puncte de coordonate ı̂ntregi şi trasarea de

segmente ce unesc aceste puncte, este desigur

important să se demonstreze existenţa unei

reprezentări Fary cu v̂ırfuri ı̂n puncte de co-

ordonate ı̂ntregi, şi ı̂n acelaşi timp aria suprafeţei

ocupate de reprezentare să fie polinomială ı̂n

raport cu numărul n de v̂ırfuri ale grafului.
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Descriem unul dintre rezultatele de acest tip:

Teoremă. 3. (Fraysseix, Pach, Pollack (1988))

Orice graf planar cu n v̂ırfuri are o reprezentare

planară cu v̂ırfuri de coordonate ı̂ntregi ı̂n

[0,2n−4]× [0, n−2] şi cu muchii segmente de

dreaptă.

Notăm că demonstraţia care urmează poate fi

baza unui algoritm de complexitate O(n logn)

pentru obţinerea acestei reprezentări.

Lemă. 3. Fie G un graf planar şi G′ o reprezen-

tare planară a sa. Dacă C′ este un circuit al

lui G′ ce trece prin muchia uv ∈ E(G′) atunci

există w ∈ V (C′) astfel ı̂nĉıt w 6= u, v şi w nu

este extremitatea nici unei corzi interioare a lui

C′.
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Demonstraţie: Fie v1, v2, ..., vn v̂ırfurile circuit-

ului C′ ı̂ntr-o parcurgere a sa de la u la v

(v1 = u, vn = v). Dacă C′ nu are corzi inte-

rioare lema este demonstrată. Altfel, alegem

perechea (i, j) astfel ı̂nĉıt vivj este coardă in-

terioară a lui C′ şi

j−i = min{k−l | k > l+1, vkvl ∈ E(G′), vkvl coardă interioară }.
Atunci vi+1 nu e incident cu nici o coardă in-

terioară (vi+1vp cu i + 1 < p < j nu e coardă

interioară căci s-ar contrazice alegerea perechii

(ij) şi vi+1vl cu l < i sau l > j, nu este coardă

interioară datorită existenţei coardei vivj şi a

planarităţii).

v =u 
1

v

v

v

i

j

i+1

v  = v
n
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Vom demonstra teorema 4 ı̂n ipoteza supli-

mentară că G este maximal planar : orice

muchie i s-ar adăuga se obţine un graf nepla-

nar (sau multigraf).

Să observăm că orice faţă a unui graf maximal

planar este un C3 (altminteri ı̂n reprezentarea

lui G cu faţa exterioară mărginită de un Cn cu

n ≥ 4 se pot introduce muchii fără a pierde

planaritatea grafului).

Ipoteza nu este restrictivă: de la o reprezentare

a lui G ca o hartă planară (ce se obţine apliĉınd

de exemplu algoritmul de testare a planarităţii)

se trece la o hartă cu toate feţele triunghiului

prin inserţia ı̂n timp liniar de corzi ı̂n circuite.

La desenarea grafului obţinut, muchiile fictive

introduse nu se vor trasa.

Lemă. 4. Fie G maximal planar cu n ≥ 4

v̂ırfuri şi G′ o reprezentare planară a sa cu

faţa exterioară u, v,w. Există o etichetare a

v̂ırfurilor lui G′ : v1, v2, ..., vn astfel ı̂nĉıt v1 =

u, v2 = v, vn = w şi pentru orice k,4 ≤ k ≤ n

avem:
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( i) subgraful G′k−1 = [{v1, . . . , vk−1}]G′, este

2-conex şi faţa sa exterioară este determinată

de circuitul C′k−1 ce conţine uv.
(ii) ı̂n subgraful G′k, v̂ırful vk este ı̂n faţa ex-
terioară a lui G′k−1 şi NG′k

(vk) ∩ {v1, . . . , vk−1}
este un drum de lungime ≥ 1 de pe circuitul

C′k−1 \ uv.

Demonstraţie: Fie v1 = u, v2 = v, vn = w,G′n =

G,G′n−1 = G−vn. Să observăm că NG′n(vn) este

un circuit ce conţine uv (este suficient, pen-

tru a demonstra aceasta să ordonăm NG′(w)

după abscisele v̂ırfurilor şi să folosim planari-

tatea maximală).

v  =u1

v  =wn

v  =v
2

vk

Ck - 1

Rezultă că pentru k = n (i) şi (ii) au loc.
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Dacă vk a fost ales (k ≤ n) atunci ı̂n G′k−1 =

G′− {vn, . . . , vk} vecinii lui vk determină un cir-

cuit C′k−1 ce conţine uv şi mărgineşte faţa ex-

terioară a lui G′k−1. Din lema 3, rezultă că

există vk−1 pe C′k−1 astfel ı̂nĉıt vk−1 nu este

incident cu o coardă interioară a lui C′k−1 .

Din construcţie, rezultă că vk−1 nu este in-

cident nici cu corzi exterioare lui C′k−1 şi cu

această alegere, se observă că G′k−2 va conţine

un circuit C′k−2 cu proprietăţile (i) şi (ii).

Notăm că etichetarea precizată ı̂n lema 4 se

poate construi ı̂n O(n) consider̂ınd o reprezentare

a lui G cu liste de adiacenţă ordonate circular,

prin fixarea v̂ırfurilor v1, v2 şi vn şi apoi con-

sider̂ınd pentru fiecare k k ≥ 3 un v̂ırf vk cu

proprietatea că arcele cu o extremitate vk şi

cealaltă ı̂n {v1, . . . , vk−1} formează un segment

continuu ı̂n lista circulară a lui A(vk) (existenţa

unui asemenea v̂ırf fiind asigurată de lema 4 ).
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Demonstraţia teoremei 4. Aşa cum am mai

observat, se poate presupune G maximal pla-

nar cu n(≥ 4) v̂ırfuri. Fie G′ o reprezentare

planară a lui G, cu v̂ırfurile v1, v2, . . . , vn, faţa

exterioară u, v,w şi etichetarea v̂ırfurilor satis-

face condiţiile din lema 4.

Vom construi o reprezentare Fary a lui G cu

v̂ırfurile puncte de coordonate ı̂ntregi.

În pasul k(≥ 3) al construcţiei dispunem de o

astfel de reprezentare a lui Gk, şi ı̂n plus ŝınt

satisfăcute condiţiile:

(1) v1 are coordonatele xv1 = 0 şi yv1 = 0; v2

are coordonatele xv2 = i ≤ 2k − 4, yv2 = 0;

(2) Dacă w1, w2, . . . , wm ŝınt v̂ırfurile circuitu-

lui ce mărgineşte faţa exterioară a lui Gk ı̂n or-

dinea parcurgerii lor de la v1 la v2(w1 = v1, wm =

v2) atunci

xw1 < xw2 < . . . < xwm.
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(3) Muchiile w1w2, w2w3, . . . , wm−1wm ŝınt seg-

mente de dreaptă paralele cu prima sau a doua

bisectoare a axelor de coordonate.

Condiţia (3) asigură că ∀i < j dacă prin wi se

duce o paralelă la prima bisectoare şi prin wj
o paralelă la a doua bisectoare,intersecţia lor

este un punct de coordonate ı̂ntregi.

Construim G′k+1. Fie wp, wp+1, . . . , wq vecinii

lui vk+1 ı̂n G′k+1 (cf. lemei 4) 1 ≤ p < q ≤ m.

w  = 
1

v  =u1 v  =v
2w  =

m

w

w

w

w

w
w

w

w

2

3

p

p+1

p+2 q-2

q-1

q

P
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Paralela prin wp la prima bisectoare intersectează

paralela prin wq la a doua bisectoare, ı̂ntr-un

punct P . Dacă din punctul P se pot trasa

segmentele Pwi p ≤ i ≤ q astfel ı̂nĉıt ele să

fie distincte, atunci putem lua vk+1 = P şi

obţinem reprezentarea Fary pentru Gk+1 cu

v̂ırfuri de coordonate ı̂ntregi, satisfăĉınd condiţiile

(1) (2) şi (3).

Dacă segmentul wpwp+1 este paralel cu

prima bisectoare, atunci translăm cu o unitate

la dreapta toate v̂ırfurile grafului Gk, care au

abscisa ≥ xwp+1. Efectuăm apoi o translaţie

cu o unitate la dreapta a tuturor v̂ırfurilor cu

abscisa ≥ xwq. Să observăm că acum toate

segmentele P ′wi cu p ≤ i ≤ q ŝınt distincte, seg-

mentele wiwi+1 cu i = q,m− 1 au pantele ±1 şi

de asemenea wpP ′ şi P ′wq (unde P ′ este punc-

tul obţinut prin intersecţia paralelelor la prima

(respectiv a doua) bisectoare, duse prin wp şi

wq). Luăm vk+1 = P ′ şi pasul k al construcţiei

este terminat.
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Condiţiile (1)- (3) ŝınt evident satisfăcute. Cu

aceasta teorema este demonstrată.

Să observăm că determinarea v̂ırfurilor care se

vor transla ı̂n pasul k, poate fi organizată ast-

fel ı̂nĉıt să nu necesite ı̂n total O(n2) operaţii

ci numai O(n logn), utiliẑınd structuri conven-

abile de date.

3. Grafuri plane - versiunea combinato-

rială.

Vom considera ı̂n cele ce urmează doar grafuri

conexe cu măcar două vârfuri.

În versiunea combinatorială un graf este un

triplet G = (E, θ,− ), unde E este o mulţime

de cardinal par, − este o involuţie pe E (per-

mutare de ordin 2) fără puncte fixe, şi θ este

o permutare pe E.

376



Elementele lui E sunt gândite ca arce; o muchie

(neorientată) este reprezentată ca o pereche

e, e ∈ E de arce, inverse unul altuia.

Aplicaţia − inversează direcţia.

Se doreşte ca aplicaţia θ să dea o orientare a

muchiilor din jurul unui vârf (̂ın sens contrar

acelor de ceasornic).

Vârfurile sunt ciclii permutării θ. (Un ciclu

al permutării θ este o submulţime nevidă a lui

E ı̂nchisă ı̂n raport cu θ şi minimală cu această

proprietate).

Dacă notăm cu V mulţimea ciclilor permutării

θ atunci definim

t : E → V prin t(e) = unicul ciclu al lui θ ce conţine

e (extremitatea iniţială a arcului e)

t : E → V prin t(e) = unicul ciclu al lui θ ce conţine

e (extremitatea finală a arcului e)

Se observă că ∀e t(e) = h(e) şi h(e) = t(e).
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Dacă vom considera permutarea θ∗ : E → E definită de
θ∗(e) = θ(e), atunci o faţă a lui G este un ciclu al per-
mutării θ∗.
Intuitiv, pentru a calcula θ∗(e), inversăm e pentru a
obţine e şi apoi ne rotim (̂ın sensul acelor de ceasor-
nic) ı̂n jurul extremităţii iniţiale a lui e. Numărul feţelor
lui G se notează cu f .

O componentă conexă a lui G este o orbită a lui E
ı̂n grupul de permutări generat de θ şi −: o mulţime
nevidă minimală cu proprietatea că este ı̂nchisă la
θ şi −.

Fie G un graf cu m = 1
2
|E| muchii (neorientate), n = |V |

vârfuri, f feţe, şi c componente conexe. Caracteristica
Euler a lui G se defineşte ca fiind

χ(G) = 2c+m− n− f.
Un graf G se numeşte graf plan dacă χ(G) = 0.

Se poate demonstra că pentru un graf conex ı̂n definiţia
tradiţională, cele două noţiuni de grafuri plane coincid
(graful neorientat construit aşa cum am descris mai sus
ataşat unui graf ı̂n formă combinatorială este graf plan
conform definiţiei tradiţionale şi invers,

dacă pentru un graf tradiţional plan conex se construieşte
θ conform unei orientări inverse acelor de ceasornic a
muchiilor şi − corespunzătoare, graful combinatorial
obţinut este plan ı̂n noua definiţie).
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4. Teorema separatorului

Definiţie Dacă G = (V,E) este un graf plan

maximal (cu toate feţele triunghiuri) atunci

dualul său este graful G∗ = (V ∗, E) unde V ∗

sunt feţele grafului G iar muchiile lui G∗ se

obţin din muchiile grafului G, asociindu-i fiecărei

muchii e ∈ E cele două feţe ı̂n frontira cărora

se af lă e.

G G*

Lemă. 1. Fie G = (V,E) este un graf plan

maximal conex , G∗ = (V ∗, E) dualul său şi

E′ ⊆ E. Atunci (V,E′) este arbore parţial al lui

G dacă şi numai dacă (V ∗, E −E′) este arbore

parţial al lui G∗.

379



Teoremă. 1. (Tarjan & Lipton, 1979)

Fie G un graf planar cu n vârfuri. Există o

partiţie a lui V (G) ı̂n clasele disjuncte A,B, S

astfel ı̂ncât:

1. S separă A de B ı̂n G: G− S nu are muchii

cu o extremitate ı̂n A şi cealaltă ı̂n B.

2. |A| ≤ 2
3n, |B| ≤

2
3n.

3. |S ≤ 4
√
n.

Această partiţie se poate afla ı̂n timpul O(n).

Demonstraţie. Considerăm graful conex şi de

asemenea considerăm că dispunem de o reprezen-

tare planară (obţinute cu un algoritm liniar).

Alegem un vârf s şi executăm o parcurgere bfs

din s numerotând vârfurile (̂ın ordinea ı̂ntâlnirii

lor ı̂n această parcurgere) şi atribuind fiecărui

vârf v nivelul său ı̂n arborele bfs construit.
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Vom nota cu L(t), 0 ≤ t ≤ l + 1 mulţimea

vârfurilor de pe nivelul t (nivelul l + 1 va fi in-

trodus ı̂n scopuri tehnice şi este vid, ultimul

nivel este de fapt l).

Evident, fiecare nivel este un separator ı̂n G
(avem muchii doar ı̂ntre nivele consecutive).

Fie t1 nivelul de la mijloc, adică nivelul ce

conţine vârful numerotat bfs cu numărul de

ordine n
2. Mulţimea L(t1) are o parte din pro-

prietăţile separatorului pe care ı̂l căutăm:
∣
∣
∣∪
t<t1

L(t)
∣
∣
∣ <

n

2

∣
∣
∣∪
t>t1

L(t)
∣
∣
∣ <

n

2
.

Dacă şi L(t1) ≤ 4
√
n, teorema are loc.

Lemă. 2. Există nivelele t0 ≤ t1 şi t2 > t1 a.

ı̂ncât |L(t0)| ≤ √n, |L(t2)| ≤ √n şi t2− t0 ≤
√
n.

Se alege t0 cel mai mare număr cu proprietăţile t0 ≤ t1 şi

|L(t0)| ≤ √n (există un astfel de nivel pentru că |L(0)| =
1). La fel, există t2 un cel mai mic număr astfel ı̂nc at

t2 > t1 şi |L(t2)| ≤ √n (de aceea s-a luat |L(l+ 1)| = 0).

Orice nivel strict ı̂ntre t0 şi t2 are mai mult de
√
n vârfuri

deci numărul acestor nivele este mai mic decât
√
n, altfel

am avea mai mult de n vârfuri ı̂n graf.
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Considerăm

C = ∪t<t0L(t), D = ∪t0<t<t2L(t), E = ∪t>t2L(t).

C D E

s

t
t

t
0

1
2

Dacă |D| ≤ 2
3n atunci teorema are loc cu S =

L(t0) ∪ L(t2), A mulţimea cu cele mai multe

elemente dintre C,D,E şi B reuniunea celor-

lalte două (nu uităm că C şi E au cel mult n
2

elemente).
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Considerăm deci că n1 = |D| > 2
3n.

Dacă vom găsi un separator de tipul 1
3 ↔

2
3 pen-

tru D cu cel mult 2
√
n vârfuri, atunci , atunci

ı̂l vom adăuga la L(t0) ∪ L(t2) pentru a obţine

un separator de cardinal cel mult 4
√
n, reunim

mulţimea cu cel mai mare număr de elemente

dintre C şi E cu partea mică rămasă din D

pentru a obţine A, iar partea mare rămasă ı̂n

D o reunim cu cealaltă mulţime (mică ) dintre

C şi E pentru a obţine B.

Ne ocupăm de construcţia separatorului pentru

D. Vom şterge toate vârfurile grafului care nu-

s ı̂n D cu excepţia lui s pe care-l unim cu toate

v̂ırfurile de pe nivelul t0 +1 (primul nivel rămas

ı̂n D). Graful obţinut ı̂l notăm cu D şi este

evident planar şi conex. În plus are un arbore

parţial T de diametru cel mult 2
√
n (orice vârf

este accesibil din s pe un drum de lungime cel

mult
√
n aşa cum am arătat ı̂n lemă).
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Acest arbore se construieşte simplu pornind de

la ultimul nivel şi adăugând pentru fiecare vârf

o muchie incidentă cu el şi cu cealaltă extrem-

itate pe nivelul precedent (nivelul 0 conţine

doar s).

Putem presupune că D este triangulat (altfel

se triangularizează ı̂n timp liniar). Construim

dualul său D∗, tot ı̂n timp liniar. Muchiile lui D

care nu-s pe arborele T vor fi numite ţepi. Din

lema 1, rezultă că ţepii vor secţiona un arbore

parţial T ∗ al lui D∗. Considerăm o faţă a lui D

drept rădăcină a lui T ∗ şi considerăm muchiile

lui T ∗ orientate dinspre rădăcină.

Fie e = uv un ţep. Există un unic drum de la

u la v ı̂n T care ı̂mpreună cu e determină un

circuit c(e).

Parcurgem ţepii conform unei traversări dfs a

lui T ∗ calculând următoarele informaţii pentru

fiecare ţep, recursiv de la frunze ı̂n sus:
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- I(e)- numărul vârfurilor din interiorul lui c(e).

- |c(e)|- numărul vârfurilor de pe circuitul c(e);

- o reprezentare ca listă a lui c(e).

Sunt posibile următoarele patru cazuri (ce core-

spund ı̂ntoarcerilor din parcurgerea dfs).

Cazul 1.

u v

x

e

Suntem ı̂ntr-o frunză e a lui T ∗ (ce se deter-

mină numărând vecinii). Atunci:

- I(e) = 0;

- |c(e)| = 3 (D e triangulat);

- c(e) = [u, x, v].

Cazul 2.

u v

c (e )

e

u ’

’

e’

Avem calculată informaţia pentru ţepul e′ = u′v, e este

un ţep ı̂n acelaşi triunghi ca şi e′ şi u′ este pe circuitul

c(e); ac. rezultă testând dacă u nu-i pe lista c(e′).

Atunci:
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- I(e) = I(e′);

- |c(e)| = c(e′) + 1;

- c(e) = [u] · c(e′).

Cazul 3.

u v
e

u’ e’

Avem calculată informaţia pentru ţepul e′ =

u′v, e este un ţep ı̂n acelaşi triunghi ca şi e′ şi

u′ nu este pe circuitul c(e); ac. rezultă testând

dacă u e pe lista c(e′). Atunci:

- I(e) = I(e′) + 1;

- |c(e)| = c(e′)− 1;

- c(e′) = [u]·c(e) (deci c(e) se obţine ştergându-

l pe u din lista c(e′).

Cazul 4.

u v
e

e’
y

p

x

e"

c (e )
’c (e )

"

Avem calculată informaţia pentru ţepii e′ = uy
şi e” = yv iar e este un ţep ı̂n acelaşi triunghi

ca şi e′, e”.
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Fie p drumul comun al lui c(e′) şi c(e”) şi fie x
celălalt capăt al lui p ı̂n afară de y. Atunci:

- I(e) = I(e′)+ +I(e”)+ |p|−1 (toate vârfurile

lui p cu excepţia lui x sunt ı̂n interiorul lui c(e));

- |c(e)| = c(e′) + c(e”)− 2|p|+ 1;

- c(e′) = c′ · [x] · c” unde c′ este c(e′) cu p şters

şi c” este c(e”) cu p şters.

Calculul lui |p| şi reprezentarea lui c(e) se obţin

scanând c(e′) şi c(e”) plecând din y până ı̂ntâlnim

ultimul vârf comun care este x. Aceasta nu

afectează complexitatea de timp liniară.

Rămâne de arătat că există un ţep e astfel ı̂ncât

I(e) ≤ 2n1

3
∧ n1 − (I(e) + c(e)) ≤ 2n1

3
.

Atunci se poate lua c(e) ca separator, vârfurile

din interior drept o clasă, iar cele din interior

drept cealaltă clasă.

Fie e primul ţep ı̂ntâlnit la ı̂ntoarcerea din frun-

zele lui T ∗ către rădăcină, care satisface pro-

prietatea că I(e) + |c(e)| ≥ n1
3 .
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Atunci mulţimea vârfurilor din exteriorul lui c(e)

este de cardinal n1− (I(e) + |c(e)|) ≤ 2n1
3 , deci

ceea ce rămâne de arătat este că I(e) ≤ 2n1
3 .

Aceasta rezultă analizând cazurile 1-4 de mai

sus ı̂n care s-a ajuns la e:

1. I(e) = 0 ≤ 2n1
3 .

2. I(e)+|c(e)| = I(e′)+|c(e′)|+1 < n1
3 +1 ≤ 2n1

3
(pentru n1 ≥ 3).

3. I(e) + c(e) = I(e′) + c(e′), deci e nu-i prima

muchie cu proprietatea că I(e) + |c(e)| ≥ n1
3 .

4. I(e) + c(e) = I(e′) + I(e′′) + |p| − 1 + c(e′) +

c(e′′)− 2|p|+ 1 < 2n1
3 − |p| <

2n1
3 .

Cu aceasta teorema separatorului este complet

demonstrată.

Ilustrăm cum poate fi folosită teorema separa-

torului ı̂mpreună cu o metodă de divide & im-

pera pentru a obţine algoritmi exacţi cu com-

portare subexponenţială pentru probleme NP-

hard pe grafuri planare.
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Considerăm problema testării dacă un graf pla-

nar dat admite o 3-colorare a vârfurilor (prob-

lemă cunoscută ca fiind NP-completă).

Pentru grafuri cu puţine vârfuri (un număr con-

stant c) se poate testa ı̂n timpul O(3c) = O(1)

dacă graful are o 3-colorare.

Pentru grafuri planare cu numărul n de vârfuri

mai mare decât c, construim ı̂n timp liniar O(n),

aşa cum ne asigură teorema separatorului, parti-

ţia A,B,C a mulţimii vârfurilor sale cu |A|, |B| ≤
2n
3 şi |C| ≤ 4

√
n.

Pentru fiecare din cele 3|C| = 2O(
√
n) funcţii

posibile definite pe C şi cu valori ı̂n {1,2,3}
se testează dacă este 3-colorare a subgrafului

indus de C şi dacă poate fi extinsă la o 3-

colorare a subgrafului indus de A∪C ı̂n G şi la

o 3-colorare a subgrafului indus de B ∪ C ı̂n G

(recursiv).
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Timpul de lucru al acestui algoritm, T(n), va

satisface recurenţa

T(n) =

{
O(1) dacă n ≤ c;
O(n) + 2O(

√
n)(O(

√
n) + 2T(2n

3
)) dacă n > c.

Se obţine T(n) = 2O(
√
n), destul de bun pentru

probleme de dimensiuni rezonabile.

Este posibil ı̂nsă ca notaţia O(.) să ascundă

constante mari !

Există şi alte abordări pentru obţinerea de al-

goritmi performanţi pentru problemele dificile

pe grafuri planare. Descriem ı̂n continuare una

din ele.
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Definiţie O t-descompunere a unui graf G =

(V (G), E(G)) este o pereche

({Xi|i ∈ V (T)}, T), unde {Xi|i ∈ V (T)} este o

familie de submulţimi ale lui V (G) şi T este un

arbore, astfel ı̂ncât:

1. ∪i∈V (T)Xi = V (G);

2. ∀vw ∈ E(G) ∃i ∈ V (T) astfel ı̂ncât v,w ∈ Xi;
3. ∀v ∈ V (G) mulţimea vârfurilor {i|v ∈ Xi} in-

duce un subarbore ı̂n T .

Lăţimea unei t-descompuneri {Xi|i ∈ V (T)} se

defineşte ca fiind maxi∈V (T)(|Xi| − 1).

t-lăţimea unui graf G este lăţimea minimă a

unei t-descompuneri a lui G şi se notează cu

tw(G).
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Definiţie O b-descompunere a unui graf G =

(V (G), E(G)) este o pereche (T, τ), unde T

este un arbore cu vârfurile de gradul 1 sau 3

şi τ este o bijecţie de la mulţimea vârfurilor

pendante ale lui T la E(G).

Ordinul unei muchii e a lui T este numărul

vârfurilor v ∈ V (G) astfel ı̂ncât există vârfurile

pendante t1, t2 ale lui T ı̂n componente conexe

diferite ale lui T − e cu τ(t1) şi τ(t2) incidente

cu v.

Laţimea b-descompunerii (T, τ) este ordinul

maxim al unei muchii a lui T .

b-lăţimea unui graf G este lăţimea minimă

a unei b-descompuneri a lui G şi se notează

cu bw(G). (dacă |E(G)| ≤ 1 se defineşte b-

lăţimea lui G ca fiind 0; grafurile nule nu au

b-descompuneri; dacă |E(G)| = 1 atunci G are

o b-descompunere care constă dintr-un arbore

cu un nod, a cărui lăţime se consideră 0).
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Teoremă. 2. (Robertson & Seymour, ’90)

Pentru orice graf conex G cu E(G) ≥ 3 avem

bw(G) ≤ tw(G) + 1 ≤ 3

2
bw(G).

Teoremă. 3. (Fomin & Thilikos, 2003)

Pentru orice graf planar G avem

bw(G) ≤
√

4.5|V (G)| ≤ 2.122
√

|V (G)|.

Teoremă. 4. (Fomin & Thilikos, 2003)

Fie Π o problemă de optimizare care este re-

zolvabilă pe grafuri cu b-lăţimea cel mult l şi

ordinul n ı̂n timpul f(l)g(n). Atunci pe grafurile

planare de ordin n problema Π este rezolvabilă

ı̂n timpul O(f(2.122
√
n)g(n) + n4).

Demonstraţia rezultă utilizând teorema ante-

rioară şi un algoritm de complexitate O(n4) dat

de Robertson & Seymour pentru determinarea

unei b-descompuneri optimale a unui graf.
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De exemplu, se ştie că problema determinării

unei mulţimi stabile de cardinal maxim ı̂ntr-un

graf cu t-lăţimea l se poate rezolva ı̂n timpul

O(2ln). Deci, pentru grafuri cu b-lăţimea cel

mult l se poate rezolva ı̂n O(2
3
2ln).

Obţinem că problema determinării unei mulţimi

stabile de cardinal maxim ı̂ntr-un graf planar se

poate rezolva ı̂n timpul O(23.182
√
nn+ n4).

Timpii obţinuţi sunt mai buni decât metodele

bazate pe teoremele de separare !

E N D
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Seminarii

Setul de probleme 1

Problema 1. Un graf G se numeşte rar dacă numărul

său de muchii m este mai mic decit n2

logn
, unde n reprezintă

numărul de virfuri. O justificare este aceea că matricea

de adiacenţă A a grafului, care ocupă n2 locaţii de mem-

orie, poate fi intotdeauna reprezentată folosind O( n2

logn
),

locaţii de memorie astfel incit răspunsul la o intrebare ”

A(i, j) = 1 ? ” să se facă in O(1). Descrieţi o astfel de

schemă de reprezentare. (4 puncte)

Problema 2. Diametrul unui graf este lungimea

maximă a unui drum de lungime minimă intre două vir-

furi ale grafului. Două virfuri care sunt extremităţile

unui drum minim de lungime maximă in graf se numesc

diametral opuse. Demonstraţi că următorul algoritm

determină o pereche de virfuri diametral opuse intr-un

arbore T :

• dintr-un virf oarecare se execută o parcurgere BFS a

lui T ; fie u ultimul virf vizitat;din virful u se execută o
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parcurgere BFS a lui T ; fie v ultimul virf vizitat;

• return u,v.

Este valabil algoritmul pentru un graf conex oarecare ?

(4 puncte)

Problema 3. Fie T un arbore un arbore binar cu

rădăcină. Un algoritm simplu de desenare a lui T poate

fi descris recursiv dupa cum urmează.

- Folosim ca suport o grilă (liniatura unui caiet de mate);

virfurile se plasează in punctele de intersecţie ale grilei.

- Desenăm subarborele sting; Desenăm subarborele drept.

- Plasăm cele două desene unul lingă altul la distanţă

pe orizontală doi şi cu rădăcinile la aceeaşi inălţime.

- Plasăm rădăcina cu un nivel mai sus la jumătatea

distanţei pe orizontală dintre cei doi copii.

- Dacă avem doar un copil plasăm rădăcina cu un nivel

mai sus la distanţa 1 faţă de copil (la stinga sau la

dreapta după cum este acesta).

Descrieţi cum se poate asocia pentru fiecare nod v al ar-

borelui T (folosind algoritmul de mai sus) coordonatele

(x(v), y(v)) reprezentind punctul de pe grilă unde va fi

desenat.(3 puncte)
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Problema 4. Intr-o sesiune de examene s-au inscris n

studenţi care trebuie să susţină examene dintr-o mulţime

de m discipline. Intrucit examenele se susţin in scris, se

doreşte ca toţi studenţii care dau examen la o disciplină

să facă acest lucru simultan. De asemenea, regulamen-

tul de desfăşurare a examenelor interzice ca un student

să dea două examene in aceeaşi zi. Pentru fiecare stu-

dent se dispune de lista disciplinelor la care doreşte să

fie examinat.

Să se descrie construcţia unui graf G care să ofere răspunsul

la următoarele două intrebări prin determinarea unor

parametri asociaţi (care se vor preciza):

- care e numărul maxim de examene ce se pot organiza

in aceeaşi zi ?

- care e numărul minim de zile necesare organizării tu-

turor examenelor? (3 puncte)
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Setul de probleme 2

Problema 1. Fie G = (S, T ;E) un graf bipartit şi

X ∈ {S, T}. Graful G se numeşte X-lanţ dacă vârfurile

mulţimii X pot fi ordonate X = {x1, x2, . . . , xp} (unde

p = |X|) astfel ı̂ncât NG(x1) ⊇ NG(x2) ⊇ . . . ⊇ NG(xp).

a) Demonstraţi că G este X-lanţ dacă şi numai dacă

este X-lanţ, unde X = {S, T} − {X}. (2 puncte)

b) Dacă G (bipartit) este reprezentat cu ajutorul listelor

de adiacenţă , are ordinul n şi dimensiunea m, descrieţi

un algoritm cu timpul O(n+m) care să testeze dacă G

este S-lanţ . (2 puncte)

Problema 2. Un graf G se numeşte autocomplemen-

tar dacă este izomorf cu complementul său : G ≃ G.

a) Demonstraţi că un graf autocomplementar este conex

si că ordinul său este multiplu de 4 sau multiplu de 4

plus 1.(2 puncte)

b) Demonstraţi că pentru orice graf G există un graf

autocomplementar H astfel incit G este subgraf indus

in H. (2 puncte)

c) Determinaţi toate grafurile autocomplementare cu

cel mult 7 virfuri. (2 puncte)
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Problema 3. O echipă de doi programatori L(azy)

şi T(hinky) primeşte ca sarcină să determine un drum

intre 2 noduri date, care să satisfacă anumite cerinţe,

intr-un graf G dat, despre care se ştie că este rar :

|E(G)| = O(|G|). Programatorul L propune ca soluţie

generarea (cu backtracking) a tuturor drumurilor dintre

cele două noduri şi selectarea celui convenabil, motivând

că intr-un astfel de graf nu pot exista prea multe dru-

muri intre două noduri fixate (sunt puţine muchii şi deci

puţine posibilităţi de ramificare; de ex., intr-un arbore

există exact un drum intre orice două noduri fixate).

Programatorul T nu-i de acord şi dă următorul con-

traexemplu: se consideră graful H = K2 × Pn−1 (n un

intreg mare); o pereche de virfuri de grad 2 adiacente

din H se uneşte cu un virf nou x, iar cealaltă pereche

de virfuri de grad 2 adiacente din H se uneşte cu un virf

nou y; graful obţinut, G, are proprietăţile din problema

de rezolvat şi totuşi numărul drumurilor de la x la y in G

este prea mare. Ajutaţi-l pe L să inţeleagă contraexem-

plul, desenind graful G, arătind că este rar şi estimind

numărul drumurilor de la x la y. (2 puncte)
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Problema 4. Presupunem că un turneu (di-

graf cu proprietatea că orice 2 virfuri sunt unite

exact printr-un arc) are un circuit C de lungime

n ≥ 4.

Arătaţi că pentru orice virf x al lui C se pot

determina in timpul O(n), incă două virfuri ale

lui C y şi z astfel incit (x, y, z) este un circuit

de lungime 3. (2 puncte)
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Setul de probleme 3

Problema 1. Fie G = (V,E) un graf cu n virfuri, m

muchii şi cu matricea de adiacenţă A. Dintre cele 2m

orientări posibile ale muchiilor sale considerăm una oare-

care şi cu ajutorul ei construim matricea de incidenţă

virf-arc Q ∈ {0,1,−1}n×m definită prin :

(Q)ve = −1, dacă v este extremit. iniţială a arcului e,

(Q)ve = 1, dacă v este extremitatea finală a arcului e

(Q)ve = 0 in toate celelalte cazuri.

Demonstraţi că matricea A+QQT este o matrice diago-

nală şi precizaţi semnificaţia combinatorie a elementelor

ei. (3 puncte)

Problema 2. Fie G un graf oarecare şi notăm cu b(G)

graful obţinut din G prin inserarea cite unui nou nod pe

fiecare muchie. Demonstraţi că b(G) este un graf bipar-

tit. (2 puncte)

Demonstraţi că G şi H sunt izomorfe dacă şi numai

dacă b(G) este izomorf cu b(H). Deduceţi că testarea

izomorfismului a 2 grafuri oarecare se reduce polino-

mial la testarea izomorfismului a 2 grafuri bipartite (2

puncte)
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Problema 3. Graful paianjen cu n virfuri

este graful care se obţine unind unul din vir-

furile de grad 1 ale grafului P3 cu toate virfurile

unui graf oarecare cu n− 3 virfuri, disjunct de

P3 (n este un intreg pozitiv mare).

Dacă G este un graf cu n virfuri reprezen-

tat prin matricea de adiacenţă, arătaţi că se

poate testa dacă este graf paianjen folosind

doar O(n) probe ale matricii de adiacenţă.

(o probă este un acces la un element oarecare

al matricii, fără a-l memora explicit pentru uti-

lizări ulterioare). (4 puncte)
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Problema 4. Asociem unui arbore binar T de ordin

n cu rădăcina r un drum P3n orientat procedind astfel:

fiecărui nod v al lui T i se asociază trei noduri cu acelaşi

nume v pe care le desemnăm prin v1, v2, v3; dacă v nu

are in T descendent sting, atunci se introduce arcul v1v2

in P3n; dacă v nu are in T descendent drept, atunci se

introduce arcul v2v3 in P3n; dacă descendentul sting al

lui v in T este w, atunci se introduc in P3n arcele v1w1

şi w3v2; dacă descendentul drept al lui v in T este w,

atunci se introduc in P3n arcele v2w1 şi w3v3.

Dacă se parcurge drumul P3n de la extremitatea iniţială

r1 la extremitatea finală r3 şi se listează numele virfurilor

in ordinea parcurgerii lor se obţine un şir in care numele

fiecarui virf al lui T apare exact de trei ori.

Demonstraţi că :

dacă din acest şir se reţine doar prima apariţie a fiecărui

nume se obţine parcurgerea pre-order a arbrelui T ;

dacă din acest şir se reţine doar a doua apariţie a fiecărui

nume se obţine parcurgerea in-order a arbrelui T ;

dacă din acest şir se reţine doar a treia apariţie a fiecărui

nume se obţine parcurgerea post-order a arbrelui T .

(3 puncte)
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Setul de probleme 3’

Problema 1. Fie G = (V,E) un graf de ordin n şi di-
mensiune m. O ordonare V = {vi1, . . . , vin} a vârfurilor lui
G se numeşte d-mărginită dacă ı̂n digraful G7→, obţinut
din G prin ı̂nlocuirea fiecărei muchii {vij, vik} cu arcul

(vimin{j,k}, vimax{j,k}), avem ∀v ∈ V d+
G7→(v) ≤ d.

a) Descrieţi un algoritm care primind la intrare G reprezen-
tat cu ajutorul listelor de adiacenţă şi d ∈ N∗, testează
ı̂n timpul O(n + m) dacă G are o ordonare d-mărginită
(se vor argumenta corectitudinea şi complexitatea). (2 puncte)

b) Utilizaţi algoritmul de la punctul a) pentru a deter-
mina ı̂n timpul O(m logn) parametrul
o(G) = min{d ∈ N| G are o ordonare d-mărginită }. ( 2 puncte)

c) Arătaţi că orice graf G admite o colorare a vârfurilor
cu o(G) + 1 culori. (2 puncte)

Problema 2. Demonstraţi algoritmic că mulţimea

muchiilor oricărui graf complet Kn (n ≥ 2) poate fi

partiţionată ı̂n ⌈n
2
⌉ submulţimi, fiecare dintre acestea

reprezentând mulţimea muchiilor unui arbore (subgraf

al lui Kn). Exemplu. K5, ⌈5
2
⌉ = 3 :

(4 puncte)
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Problema 3. Pentru un graf conex G se

execută următorul algoritm:

- Se iniţializează o coadă Q cu graful G.

- Cât timp coada Q nu-i vidă:

- se extrage ı̂n H graful din capul cozii,

- se determină o mulţime de articulaţie A ⊆
V (H), minimală ı̂n raport cu incluziunea (nici o

submulţime proprie nu-i mulţime de articulaţie

ı̂n H), şi dacă V1, . . . , Vk (k ≥ 2) sunt mulţimile

de vârfuri ale componentelor conexe ale grafu-

lui H − A, atunci

- se adaugă la Q grafurile [A ∪ V1]H, . . . , [A ∪ Vk]H.

Se observă că dacă graful curent este complet atunci nu se adaugă

nimic ı̂n coada Q.

a) Arătaţi că fiecare graf introdus ı̂n coadă

este conex.(2 puncte)

b) Demonstraţi că numărul total al grafurilor

introduse ı̂n coada Q nu depăşeşte |G|2. (2 puncte)
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Setul de probleme 3”

Problema 1. Fie C clasa grafurilor G cu pro-

prietatea că orice arbore dfs al lui G este un

drum (pentru orice ordonare a vârfurilor lui G

şi orice ordonare a listelor de adiacenţă aso-

ciate acestor vârfuri, orice aplicare a unui dfs

generează un drum hamiltonian ı̂n G).

Demonstraţi că

C = {K1,K2} ∪ ∪n≥3{Kn, Cn,Kn,n}.
(1+3 puncte)

Problema 2. Fie D = (V,E) un digraf (fără bucle) de
ordin n cu mulţimea vârfurilor V = {1,2, . . . , n}. Con-
siderăm următorul algoritm:

1. SK ← ∅;
for i = 1 to n do \\ stânga → dreapta

if ( 6 ∃j ∈ SK astfel ı̂ncât ji ∈ E) then SK ← SK ∪ {i};

2. for i = n to 1 do \\ dreapta → stânga
if i ∈ SK ∧ (∃j ∈ SK astfel ı̂ncât ji ∈ E) then SK ← SK \ {i};

3. output SK.

406



Demonstraţi că SK este un seminucleu ı̂n D: SK este
nevidă, stabilă ı̂n G[D] (graful suport al digrafului D) şi
orice vârf din v ∈ V \ SK e accesibil ı̂n D, dintr-un vârf
al lui SK, pe un drum de lungime cel mult 2.
Indicaţi structurile de date şi modul de folosire a aces-
tora pentru o implementare a algoritmului de mai sus ı̂n
timpul O(n+m) (m fiind |E|).

(2+2 puncte)

Problema 3. Arătaţi că dacă G = (S, T ;E) este un
graf bipartit cu următoarele proprietăţi:
- |S| = n; |T | = m (n,m ∈ N∗);
- ∀t ∈ T |NG(t)| > k > 0;(pentru un k oarecare — mai
mic decât n);
- ∀t1, t2 ∈ T dacă t1 6= t2 atunci NG(t1) 6= NG(t2);
- ∀t1, t2 ∈ T dacă t1 6= t2 atunci |NG(t1) ∩NG(t2)| = k,
atunci are loc inegalitatea m ≤ n. (2 puncte)

Problema 4.

Pentru n ∈ N∗ definim graful Gn = (V,E) astfel:
— V = {(i, j)|1 ≤ i ≤ n,1 ≤ j ≤ n},
— (i, j)(k, l) ∈ E (pentru două vârfuri (i, j) şi (k, l) dis-
tincte din V ) dacă şi numai dacă i = l sau j = k.

Demonstraţi că Gn este universal pentru familia arborilor
de ordin n:
oricare ar fi T un arbore de ordin n există A ⊂ V astfel
ı̂ncât T ∼= [A]Gn

.

(2+2 puncte)
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Setul de probleme 4

Problema 1. Prezentaţi (pe cel mult o pagină ) o

problemă interesantă din domeniul IT care să necesite

rezolvarea eficientă a unei probleme de drum minim intr-

un digraf asociat problemei iniţiale. (3 puncte)

Problema 2. Fie G = (V,E) un graf, s ∈ V un virf

oarecare al lui G iar t un alt virf, accesibil in G printr-

un drum din s. O mulţime A de muchii se numeşte

st-inevitabilă dacă există S ⊂ V astfel incit s ∈ S, t 6∈ S
şi A = {e ∈ E|e = uv, u ∈ S v 6∈ S}. Arătaţi că numărul

maxim de mulţimi st-inevitabile disjuncte două cite două

este egal cu distanţa in G de la s la t şi că se poate de-

termina o familie de astfel de mulţimi cu ajutorul unui

bfs a lui G din s. (3 puncte)

Problema 3. Fie G = (V,E) un graf conex şi v un

virf al său cu proprietatea că NG(v) 6= V − {v}. Dacă

pentru A ⊂ V notăm cu NG(A) = ∪a∈ANG(a) − A, se

observă că există mulţimi de virfuri A care satisfac pro-

prietăţile : v ∈ A, [A]G este conex, N = NG(A) 6= ∅ şi

R = V − (A ∪N) 6= ∅ (de exemplu, A = {v}).
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a) Demonstraţi că dacă se consideră o mulţime

A maximală (in raport cu incluziunea) satisfăcind

proprietaţile enunţate, atunci orice virf din R

este adiacent cu orice virf din N .(2 puncte)

b) Dacă, in plus, graful G este {Ck}k≥4-free,

atunci mulţimea N de la punctul a) are propri-

etatea că este clică in graful G.(2 puncte)

c) Deduceţi că singurele grafuri {Ck}k≥4-free,

regulate şi conexe sunt grafurile complete.(2

puncte)

Problema 4. Arătaţi că se poate utiliza

o parcurgere dfs pentru a determina un cir-

cuit par intr-un graf 3-regulat oarecare. (2

puncte)
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Setul de probleme 4’

Problema 1. Fie T = (V,E) un arbore cu măcar două
vârfuri reprezentat cu ajutorul listelor de adiacenţă. Se
declară un vârf oarecare r ∈ V rădăcină şi se notează
cu d(v) (pentru orice vârf v ∈ V ) lista descendenţilor
imediaţi ai lui v ı̂n parcurgerea bfs din r (vârfurilor pen-
dante le corespund liste vide). Considerăm următorul
algoritm:

1. Se construiesc tablourile de intregi a[v] şi b[v] (v ∈ V )
astfel: dacă d(v) este vidă, atunci a[v] ← 1 şi b[v] ← 0;
dacă d(v) este nevidă şi toate vârfurile u din d(v) au
a[u] şi b[u] calculate, atunci a[v] ← 1 +

∑

u∈d(v) b[u] şi

b[v]←∑

u∈d(v) max(a[u], b[u]).

2. Se returnează x← max(a[r], b[r]).
Descrieţi ı̂n pseudocod algoritmul de mai sus, argumentaţi
complexitatea timp de O(|V |) şi demonstraţi că valoarea
returnată x este numărul de stabilitate α(T) al arborelui
T . (1+1+2 = 4 puncte)

Problema 2. Fie G = (V,E) un graf d-regulat de
ordin n care satisface următoarea proprietate:

există α > 0 astfel ı̂ncât pentru orice mulţime de vârfuri
S ⊂ V cu proprietatea că |S| ≤ n

2
, numărul muchiilor cu

o extremitate ı̂n S şi cealaltă ı̂n V −S este cel puţin α|S|.
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a) Grafurile complete au proprietatea de mai sus ?
(argumentaţi răspunsul)
b) Dacă α şi d sunt constante (nu depind de n), demonstraţi
că diametrul lui G satisface

d(G) = O(logn).

(1+3 = 4 puncte)

Problema 3. Muchiile grafului conex G = (V,E) se
colorează arbitrar roşu şi albastru.
a) Demonstraţi că există ı̂n G un parcurs Euleian ı̂nchis
fără muchii consecutive de aceeaşi culoare dacă şi numai
dacă pentru fiecare vârf v ∈ V al lui G numărul muchi-
ilor roşii incidente cu v este egal cu numărul muchiilor
albastre incidente cu v.
b) Dacă graful G este complet şi x, y, z sunt trei vârfuri
distincte ale sale demonstraţi că dacă există ı̂n G un
drum fără muchii consecutive de aceeaşi culoare de la
x la y trecând prin z, atunci există un drum cu aceeaşi
proprietate care are ca primă muchie pe xz sau ca ultimă
muchie pe zy. (1+1+2 = 4 puncte)

Problema 4. Fie G un graf şi δ(G) gradul minim al
unui vârf al său. Descrieţi un algoritm care, pentru
un arbore dat T cu k ≤ δ(G) muchii, să construiască
(̂ın timp polinomial) un subgraf H al lui G astfel ı̂ncât
H ∼= T . (2 puncte)
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Setul de probleme 5

Problema 1. Să se arate că un graf G este bipartit

dacă şi numai dacă orice subgraf indus H al lui G satis-

face proprietatea 2α(H) ≥ |H| (3 puncte)

Problema 2. Demonstaraţi că intr-un graf bipartit G

cu n virfuri şi m muchii avem inegalitatea 4m ≤ n2. (2

puncte)

Descrieţi un algoritm care să testeze dacă un graf cu n

virfuri şi m muchii este complementarul unui graf bipar-

tit in timpul O(n+m) (3 puncte)

Problema 3. Arătaţi că orice graf G cu m muchii

are un graf partial H bipartit si cu cel puţin m
2

muchii.(3

puncte)

Problema 4. Demonstraţi că in orice graf conex G =

(V,E) există o mulţime stabilă S astfel incit graful bipar-

tit H = (S, V −S;E′) este conex, unde E′ = E−P2(V −S)

. Deduceţi că α(G) ≥ |G|−1

∆(G)
pentru orice graf conex G.

(3 puncte)
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Setul de probleme 6

Problema 1. Pentru d ∈ N∗ se consideră graful Gd =
K2 ×K2 × ...×K2︸ ︷︷ ︸

d factori

.

Să se determine ordinul, dimensiunea şi diametrul lui Gd.
(2 puncte)
Să se arate că Gd este bipartit şi să se determine α(Gd).
(2 puncte)
Problema 2. Un graf cu cel puţin trei virfuri se
numeşte confidenţial conex dacă pentru orice trei virfuri
distincte a, b, c ale grafului există un drum de la a la
b astfel incit niciunul dintre virfurile interne ale acestui
drum (dacă există astfel de virfuri) nu este c sau un
vecin al lui c. Un exemplu banal de graf confidenţial
conex este graful Kn cu n ≥ 3.
Demonstraţi că un graf conex G = (V,E), cu cel puţin
trei virfuri şi care nu-i complet, este confidenţial conex
dacă şi numai dacă au loc următoarele două condiţii :

1. Pentru orice virf v mulţimea N(v) = {w ∈ V |w 6=
v, vw 6∈ E} este nevidă şi induce un graf conex.

2. Orice muchie a grafului este conţinută intr-un C4

indus in graf sau este muchia din mijlocul unui P4

indus in graf.

(4 puncte)

413



Problema 3. In Problema 2-SAT se dau : o mulţime

de variabile boolene U = {x1, x2, ..., xn} şi o mulţime de

clauze C = {C1, C2, ..., Cm} , unde fiecare clauză Ci este

disjuncţia a doi literali Ci = vi∨wi , literalii reprezentind

variabile sau negaţiile acestora. Problemei i se asociază

un digraf G cu V (G) = {x1, x2, ., xn, x1, x2, ...., xn} (adică

toţi literalii posibili) şi in care pentru fiecare clauză Ci =

vi ∨ wi se adaugă arcele viwi şi wivi (folosind, evident,

convenţia referitoare la dubla negare). Demonstraţi că

există o atribuire a valorilor de adevăr şi fals pentru

variabilele booleene, astfel incit fiecare clauză să fie

adevărată, dacă şi numai dacă digraful G are poprietatea

că pentru orice i ∈ {1, ..., n} xi şi xi aparţin la compo-

nente tari conexe diferite. (4 puncte)

Argumentaţi complexitatea timp de O(n + m) pentru

testarea proprietăţii de mai sus. (2 puncte)
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Setul de probleme 7

Problema 1. Gossip Problem. Intr-un grup de n

”doamne”, fiecare cunoaşte o parte dintr-o birfă pe care

celelalte n-o cunosc. Ele comunică prin telefon şi orice

apel telefonic intre orice două doamne are ca efect fap-

tul că fiecare din ele va afla tot ce cunoaşte cealaltă.

(a) Descrieţi o schemă de a da telefoanele astfel incit

intr-un numar minim f(n) de apeluri telefonice, fiecare

”doamnă” va afla tot ce ştiu celelalte.

Indicaţie: Arătaţi că f(2) = 1, f(3) = 3, f(4) = 4 şi

pentru n > 4 f(n) = 2n − 4 (uşor, indicind scheme de

telefonare cu aceste numere de apeluri). Incercaţi sa

argumentaţi că 2n− 4 este chiar numărul minim.

(2 puncte pentru descrierea schemei, 1 punct pentru

demonstrarea optimalităţii)

(b) Modelaţi problema in limbajul teoriei grafurilor: schemei

de telefonare ii va corespunde un şir de muchii iar cunoaşterea

comună se va exprima printr-o conditiţie referitoare la

existenţa unor drumuri speciale cu elemente din şirul

considerat (1 punct)

415



Problema 2. Fie D un digraf şi două funcţii definite

pe multimea arcelor sale, a : E(D) −→ R+ şi b : E(D) −→
R∗+. Descrieţi un algoritm eficient pentru determinarea

unui circuit C∗ in D astfel incit

a(C∗)
b(C∗)

= min{a(C)
b(C)

;C circuit in D }
(4 puncte)

Problema 3. Fie A1, A2, ..., An submulţimi distincte

ale unei mulţimi de n elemente S. Demonstraţi că există

un element x in mulţimea S astfel incit A1 − {x}, A2 −
{x}, ..., An − {x} să fie şi ele distincte. (2 puncte)

Problema 4. Fie G un graf şi c : E(G) −→ R+ o

funcţie de capacitate a muchiilor. Oricărui drum din

graf cu măcar o muchie i se asociază locul ingust ca

fiind muchia sa de capacitate minimă . Descrieţi un

algoritm eficient care să determine pentru două virfuri s

şi t distincte ale grafului drumul cu locul ingust cel mai

mare (dintre toate drumurile de la s la t in graful G).

(4 puncte)
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Setul de probleme 7’

Problema 1. Fie G = (V,E) un digraf de ordin n, a : E → R+

o funcţie de cost nenegativă, şi s 6= t două vârfuri fixate. Pentru

rezolvarea problemei P1 (a determinării unui drum de cost a minim

de la s la t ı̂n G) se propune următorul algoritm:

1. for each i ∈ V do pi ← 0;
i← s;̂ınainte(s)← s;

2. while i 6= t do
if ∃j ∈ V astfel ı̂ncât pi − pj = aij then
{ ı̂nainte(j)← i; i← j; }

else
{ pi ← minij∈E(aij + pj); i ←̂ınainte(i) };

3. Costul unui drum de cost minim de la s la t este ps − pt
şi un drum de cost minim se obţine din:
t, ı̂nainte(t), ı̂nainte(̂ınainte(t)), . . . , s.

a)Demonstraţi că dacă pasul 2 se termină atunci afirmaţiile din

pasul 3 sunt corecte.(2 puncte)

b)Stabiliţi complexitatea timp a algoritmului(2 puncte)

Problema 2. Fie T = (V,E) un arbore şi w : V → R+

o funcţie de pondere nenegativă. Pentru orice subarbore
T ′ al lui T se defineşte ponderea sa, w(T ′), ca fiind suma
ponderilor vârfurilor sale.

Arătaţi că există un vârf v0 ∈ V astfel ı̂ncât nici unul
din subarborii lui T −v0 nu are ponderea mai mare decât
1
2
w(T).(1 punct)

Descrieţi un algoritm cu timpul O(|V |) pentru găsirea lui
v0. (2 puncte)
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Problema 3. Dacă G şi H sunt două gra-

furi, notaţia G → H semnifică faptul că există

f : V (G) → V (H) astfel ı̂ncât ∀ uv ∈ E(G)

avem că f(u)f(v) ∈ E(H) (există un morfism

de grafuri de la G la H).

Justificaţi corectitudinea unui algoritm care să

răspundă ı̂n timpul O(1) la ı̂ntrebarea: ”Are

loc Cn → Cm ? ” (n,m ∈ N, n,m ≥ 3; Ck este

graful circuit de ordin k). (3 puncte)

Problema 4. Dacă H este un graf, atunci

q(H) notează numărul componentelor conexe

de ordin impar ale lui H, iar ν(H) cardinalul

maxim al unui cuplaj al lui H . Demonstraţi că

pentru orice graf G are loc relaţia:

max
S⊂V (G)

(q(G− S)− |S|) = |V (G)| − 2ν(G) .

(Se presupune cunoscută teorema lui Tutte)(4 puncte)
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Setul de probleme 7”

Problema 1. Determinaţi numărul cuplajelor perfecte
ale grafului:

1 2 3 2n-1 2n

(3 puncte)

Problema 2.
a) Fie D = (V,E) un digraf aciclic cu n vârfuri şi m arce
şi A,B ⊂ V două mulţimi disjuncte, stabile ı̂n G(D) (gra-
ful suport al digrafului). Fie d(A,B) := min{d(a, b)|a ∈
A, b ∈ B} (d(x, y)=distanţa ı̂n D de la x la y = lungimea
celui mai scurt drum dintre x şi y, dacă acesta există).
Descrieţi un algoritm de complexitate O(n+m) pentru
aflarea unei mulţimi maximale P de drumuri disjuncte
(cu mulţimile de vârfuri disjuncte) de la A la B, fiecare
de lungime d(A,B) (maximalitatea lui P este ı̂n raport
cu incluziunea, adică nu mai există un alt drum de la A
la B care să aibă lungimea d(A,B) şi să fie disjunct de
orice drum din P).
b) Arătaţi cum poate fi folosit algoritmul de la a) pen-
tru implementarea algoritmului lui Hopcroft & Karp de
aflare a unui cuplaj de cardinal maxim ı̂ntr-un graf bi-
partit.

(3+2 puncte)
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Problema 3. Fie D = (V,E) un digraf cu mulţimea de
vârfuri V = {1, . . . , n} şi mulţimea arcelor E = {e1, . . . , em}.
Fie A = (aij) ∈ Mn×m({−1,0,1}) matricea de incidenţă
a lui D (dacă arcul ej iese din i atunci aij = 1, dacă arcul
ej intră ı̂n i atunci aij = −1, altfel aij = 0). Arătaţi că
pentru orice submatrice pătrată B a lui A are loc:

det(B) ∈ {−1,0,1}.

(2 puncte)

Problema 4. Într-un graf fără vârfuri izolate se con-
struieşte un drum P astfel: se pleacă dintr-un vârf oare-
care de start şi apoi, din vârful curent ı̂n care ne aflăm,
alegem un vecin diferit de vârfurile deja vizitate. Atunci
când nu mai este posibilă nici o alegere, construcţia
lui P se ı̂ncheie. Evident, lungimea drumului P este
cel puţin 1 şi ea depinde de structura grafului şi de
alegerile făcute. Proprietarul grafului solicită o plată
pentru folosirea acestuia ı̂n procesul de construcţie a
drumului P . Această plată se poate face ı̂naintea fiecărei
alegeri şi, dacă se plăteşte 1 RON se obţine dreptul de
a face această alegere, iar dacă se plătesc T >> 1 RONi
atunci se obţine dreptul de a face gratuit toate alegerile
următoare. După terminarea construcţiei se poate com-
para suma plătită, Apriori(P ), cu cea care s-ar fi făcut
dacă s-ar fi cunoscut drumul P , notată Posteriori(P ).
Găsiţi o strategie de plată astfel ı̂ncât pentru orice graf
şi orice drum construit P să avem Apriori(P ) ≤ (2 −
1/T)Posteriori(P ).

(4 puncte)
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Setul de probleme 8

Problema 1. Fie G un graf conex şi o funcţie de cost

c : E(G) −→ R. Vom numi tăietură orice mulţime A

de muchii ale lui G cu proprietatea că există o bipartiţie

(S, V (G) − S) a mulţimii virfurilor lui G astfel incit A

este mulţimea muchiilor lui G cu extremităţile in clase

diferite ale bipartiţiei.

a) Arătaţi că dacă funcţia de cost are proprietatea că

orice tăietură are o unică muchie de cost minim, atunci

există un unic arbore parţial de cost minim. (2 puncte)

b) Deduceţi că, dacă funcţia de cost c este injectivă,atunci

G are un unic arbore parţial de cost minim. (1 punct)

c) Sunt adevărate reciprocele afirmaţiilor a) si b) ? (1

punct)

Problema 2. Considerăm o numerotare fixată a

celor m > 0 muchii ale unui graf conex G = (V,E) de

ordin n. Pentru orice submulţime de muchii A con-

siderăm xA ∈ GFm vectorul m-dimensional cu elemente

0,1 definit prin xAi = 1 ⇔ ei ∈ A (vect. caracteristic).

GFm este spaţiul vectorial peste corpul GF (cu elem. 0

şi 1, şi operaţiile de adunare şi inmulţire modulo 2).
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a) Demonstraţi că mulţimea vectorilor caracteristici ai

tuturor tăieturilor grafului G, la care adăugăm şi vectorul

nul, formeaza un subspaţiu vectorial X al lui GFm.(1

punct)

b) Demonstraţi că vectorii caracteristici ai mulţimilor

muchiilor circuitelor grafului G generează un subspaţiu

vectorial U al lui GFm ortogonal pe X. (1 punct)

c) Arătaţi că dim(X) ≥ n− 1 (1 punct)

d) Arătaţi că dim(U) ≥ m− n+ 1(1 punct)

e) Deduceţi că dim(X) = n−1 şi că dim(U) = m−n+1.

(1 punct)

Problema 3. Arătaţi că orice arbore cu gradul maxim

t > 0 are cel puţin t virfuri pendante. (2 puncte)

Problema 4. Fie T = (V,E) un arbore cu rădăcina r

(un virf oarecare) şi cu parent(v) părintele nodului v ∈ V,
v 6= r. Un cuplaj M al lui T se numeşte propriu dacă

orice virf expus v (relativ la M ) in T are un frate w

(două virfuri sunt fraţi dacă au acelaşi părinte) astfel

incit w parent(v) ∈ M . a)Demonstraţi că orice cuplaj

propriu este de cardinal maxim. (1 punct)

b)Arătaţi că pentru orice arbore cu n virfuri, dat prin

listele de adiacenţă, se poate construi in timpul O(n) un

cuplaj propriu. (2 puncte)
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Setul de probleme 8’

Problema 1.
O procedura naivă de creare a unei reţele sociale G =
(V,E) este următoarea:

Iniţializare
G = ({v}, ∅) // v este creatorul reţelei

Aderarea la G (a unui nou membru v 6∈ V (G))
V ← V (G) ∪ {v}; E ← E(G)
if v has a friend in V (G) then E ← E ∪ {vw|w ∈ V (G)}
G← (V,E)

a) Descrieţi un algoritm eficient care, pentru un graf
dat G, să decidă dacă este o reţea socială naivă (a fost
creat cu algoritmul de mai sus).

b) Administratorul reţelei a observat că pentru orice
doi useri v şi w ai reţelei G = (V,E) (v 6= w ∈ V ), se
poate răspunde ı̂n timp constant la o ı̂ntrebare vw ∈ E?
astfel: se asociază grafului o valoare ı̂ntreagă pozitivă
x(G) şi câte o valoare ı̂ntreagă pozitivă y(v) pentru
fiecare vârf v, astfel ı̂ncât pentru orice două vârfuri dis-
tincte v şi w are loc vw ∈ E ⇔ y(v) + y(w) > x(G).
Modificaţi algoritmul de mai sus pentru a realiza această
nouă reprezentare a grafului (se ı̂ntreţin doar mulţimea
vârfurilor V , x(G) şi lista (y(v))v∈V ).

(2+2 = 4 puncte)
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Problema 2. Considerăm următoarea euristică pentru
determinarea unui cuplaj de cardinal maxim ı̂ntr-un graf
bipartit G = (S, T ;E):

function MMB(G = (S, T ;E))
M = ∅
while E 6= ∅ do {

if ∃u varf de grad 1 then e← muchia incidentă cu u
else e← o muchie incidentă cu un vârf de grad maxim

M ←M ∪ {e}
se şterg extremităţile muchiei e din G

}
return M

a) Demonstraţi că algoritmul returnează cuplajul de car-
dinal maxim dacă G este arbore.
b) Demonstraţi că dacă G are un unic cuplaj perfect
M0 , atunci algoritmul returnează M0.
c) Arătaţi că pentru cuplajul M returnat are loc

|M | ≥ ν(G)
2

. (2+2+2 = 6 puncte)

Problema 3. Fie G = (V,E) un graf conex şi c : E → R
o funcţie de cost cu valori reale asociate muchiilor.

a) Fie T0 un arbore parţial al lui G cu proprietatea că
pentru orice muchie e ∈ E(T0) există un arbore parţial de
cost minim T ∗ al lui G astfel ı̂ncât e ∈ E(T ∗). Rezultă că
T0 este arbore parţial de cost minim al lui G? (argumentaţi
răspunsul)
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(b) Pentru T ∈ TG definim b(T) = maxe∈E(T ) c(e). Se
doreşte aflarea unui arbore T0 ∈ TG astfel ı̂ncât b(T0) =
minT∈TG b(T). Dacă aplicăm algoritmul lui Prim pen-
tru aflarea unui arbore parţial de cost minim T ∗, este
acesta o soluţie pentru problema dată? (argumentaţi
răspunsul)

(2+2 = 4 puncte)
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Setul de probleme 9

Problema 1. Fie G = (S, T ;E) un graf bipartit. Utilizaţi

teorema lui Hall pe un graf convenabil pentru a demon-

stra că pentru orice intreg k, cu 0 ≤ k ≤ |S|, graful G

are un cuplaj de cardinal cel puţin |S| − k dacă şi numai

dacă ∀A ⊆ S |NG(A)| ≥ |A| − k. (2 puncte)

Problema 2. Numim cuplaj de grad maxim in graful

G, un cuplaj M cu suma gradelor virfurilor saturate de

M maximă printre toate cuplajele grafului.

a) Arătaţi că un cuplaj de grad maxim este de cardinal

maxim (2 puncte)

b) Dem. că există in graful G un cuplaj care sat-

urează toate virfurile de grad maxim dacă şi numai dacă

orice cuplaj de grad maxim are aceeaşi proprietate. (2

puncte)

c) Demonstraţi că dacă mulţimea virfurilor de grad maxim

ale grafului G induce un graf bipartit, atunci G are un

cuplaj care saturează toate virfurile de grad maxim. (2

puncte)

d) Deduceţi că mulţimea muchiilor unui graf bipartit G

poate fi partiţionată in ∆(G) cuplaje.(2 puncte)
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Problema 3. Considerăm următoarea prob-

lemă de decizie:

Instanţă: G = (V,E) un graf, k ∈ N , b ∈ N∗.
Intrebare : Există in G un subgraf H cu b

muchii, fără virfuri izolate şi cu ordinul lui H

cel puţin k ?

Arătaţi că problema se poate rezolva in timp

polinomial. (2 puncte)

Problema 4. Arătaţi, utilizind teorema lui

Tutte, că orice graf 2-muchie conex 3-regulat

are un cuplaj perfect. (2 puncte)
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Setul de probleme 10

Problema 1. Fie G un graf conex cu n virfuri şi TG
familia arborilor săi parţiali. Se consideră graful H =

(TG, E(H)) unde T1T2 ∈ E(H)⇐⇒ |E(T1)△E(T2)| = 2.

a) Demonstraţi că H este conex şi are diametrul cel mult

n− 1. (2 puncte)

b)Demonstraţi că pentru orice funcţie de cost c pe mulţimea

muchiilor grafului G, mulţimea arborilor parţiali de cost

c minim induce un subgraf conex in H. (2 puncte)

Problema 2. Fie H = (V,E) un digraf şi ts ∈ E un arc

fixat al său. Se colorează toate arcele lui H cu galben,

roşu şi verde arbitrar, cu singura condiţie ca arcul ts să

fie galben (se poate intimpla ca să nu avem arce roşii

sau verzi). Demonstraţi algoritmic că are loc exact una

din urmatoarele situaţii:

i) există un circuit in graful G(H) (nu se ţine seama de

orientare) cu arce galbene sau verzi care conţine arcul

ts şi toate arcele galbene ale sale au aceeaşi orientare.

ii) există o partiţie (S, T) a lui V astfel incit s ∈ S, t ∈ T ,

toate arcele de la S la T sunt roşii şi toate arcele de la

T la S sunt roşii sau galbene.

(2 puncte)
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Problema 3. Fie G = (V,E) un graf. O mulţime de
virfuri A ⊆ V se numeşte m-independentă dacă există un
cuplaj M al lui G astfel incit A ⊆ S(M). Demonstraţi că
dacă A şi B sunt mulţimi m-independente şi |A| < |B|,
atunci ∃b ∈ B − A : A ∪ {b} este m-independentă
(mulţimile m-independente maximale au acelaşi cardi-
nal).(4 puncte)
Problema 4. Cuplaje stabile in grafuri bipartite
Fie graful complet bipartit Kn,n = (B,F ;E), unde B =
{b1, b2, ..., bn} şi F = {f1, f2, ..., fn}. Dacă M este un cuplaj
perfect in Kn,n (fiecare b este cuplat cu exact un f), vom
folosi notaţia : bifj ∈M ⇐⇒ fj = M(bi)⇐⇒ bi = M(fj).
Vom presupune că
∀b ∈ B are o ordonare a preferinţelor sale pe F :
fi1 <b fi2 <b ... <b fin şi
∀f ∈ F are o ordonare a preferinţelor sale pe B :
bi1 <f bi2 <f ... <f bin.
Un cuplaj perfect M al lui Kn,n se numeşte stabil dacă :

∀b ∈ B dacă f <b M(b), atunci M(f) <f b şi, de aseme-
nea,
∀f ∈ F dacă b <f M(f), atunci M(b) <b f .
Să se arate că pentru orice ordonări ale preferinţelor ex-
istă un cuplaj stabil şi să se construiască unul in O(n3).
(4 puncte)
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Setul de probleme 11

Problema 1. Se dispune de un algoritm care primind

la intrare un graf G şi o funcţie de pondere nenegativă

pe mulţimea muchiilor acestuia, returnează un cuplaj

perfect in graful G de pondere minimă (printre toate

cuplajele perfecte ale grafului; dacă G nu are cuplaj per-

fect se anunţă acest lucru). Arătaţi căse poate utiliza

acest algoritm pentru determinarea eficientă a cuplaju-

lui de cardinal maxim intr-un graf oarecare. (3 puncte)

Problema 2. Arătaţi că se poate determina, intr-o

matrice cu elemente 0 şi 1 dată, o mulţime de cardinal

maxim de elemente egale cu 0 şi care să nu se găsească

pe aceeaşi linie sau coloană, cu ajutorul unui algoritm de

flux maxim (pe o reţea convenabil definită). (3 puncte)

Problema 3. Digraful G = (V,E) descrie topologia in-

terconectarii intr-o reţea de procesoare. Pentru fiecare

procesor v ∈ V se cunoaşte incărcarea sa load(v) ∈ R+.

Se cere să se determine (cu ajutorul unei probleme de

flux maxim) un plan de echilibrare statică a incărcării

procesoarelor : se va indica pentru fiecare procesor ce

cantitate de incărcare va trimite şi la ce procesor ast-

fel incit, in final, toate procesoarele să aibă aceeaşi

incărcare. (4 puncte)
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Problema 4. Să se determine fluxul de valoare maximă
in reteaua din figura de mai jos (explicind funcţionarea
algoritmului lui Edmonds-Karp):

4

3

1

4

3

5

10

3

6

a c

t

s

b
d

(Etichetele arcelor reprezinta capacităţile)

(4 puncte)
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Setul de probleme 11’

Problema 1. Considerăm următoarele prob-

leme de decizie:

PERF Instanţă: G un graf.

Intrebare: Are G un cuplaj perfect?

3PERF Instanţă: G un graf cu gradul fiecărui vârf ≤ 3.

Intrebare: Are G un cuplaj perfect?

Demonstraţi că PERF se reduce polinomial la

3PERF (4 puncte)

Problema 2. Demonstraţi că nu există nici

o permutare e1, e2, . . . , e10 a muchiilor grafu-

lui complet K5, astfel ı̂ncât pentru orice i ∈
{1, . . . ,9} muchiile ei şi ei+1 nu sunt adiacente

ı̂n K5 şi, de asemenea, e1 şi e10 nu sunt adia-

cente ı̂n K5. (2 puncte)
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Problema 3. Un organizator al unei conferinţe trebuie să asigure
feţe de masă (curate) pentru fiecare din cele D zile cât durează
conferinţa.
Se cunoaşte numărul Mi al meselor de care e nevoie ı̂n ziua i a
conferinţei (i = 1, D). Se consideră că toate cele Mi feţe de masă
se murdăresc la sfârşitul zilei i (i = 1, D).
Organizatorul are de ales ı̂ntre a cumpăra feţe de masă noi, la preţul
unitar p, sau, ı̂n dimineaţa zilei i, să trimită la curăţat feţe de masă
murdare (din zilele precedente; i ≥ 2). Curăţătoria are două tipuri
de servicii: serviciul rapid, prin care se returnează feţele de masă
curate la ı̂nceputul zilei i + 1 la un cost unitar c1, şi serviciul lent
prin care returnează feţele de masă curate la ı̂nceputul zilei i+ 2 la
un cost unitar c2. Desigur, p > c1 > c2.
Problema pe care şi-o pune organizatorul este de a face o planifi-
care a modului de cumpărare şi trimitere la curăţătorie a feţelor de
masă, astfel ı̂ncât să satisfacă toate cererile pe durata conferinţei,
la un preţ minim.
(Se presupune că nu există feţe de mese ı̂n stoc, la ı̂nceputul
conferinţei, şi că valoarea acestora după terminarea conferinţei e
neglijabilă).

Să se formuleze problema organizatorului ca o problemă de flux de
cost minim (justificare). (4 puncte)

Problema 4. O euristică naturală pentru colorarea vârfurilor unui

graf G = (V,E) este următoarea:

a) Se alege o D-ordonare a lui G, adică o ordonare V = {vi1, vi2, . . . , vin}
astfel ı̂ncât dG(vi1) ≥ dG(vi2) ≥ . . . ≥ dG(vin).

b) Se colorează greedy vârfurile: lui vi1 i se atribuie culoarea 1 şi

apoi pentru fiecare vârf vij , cu j = 2, . . . , n, se atribuie cea mai mică

culoare posibilă (cel mai mic număr natural p cu proprietatea că nu

a fost atribuit drept culoare unuia dintre vecinii săi deja coloraţi).

433



Considerăm următoarea problemă de decizie:

3GCOL Instanţă: G un graf.
Intrebare: Există o D-ordonare a vârfurilor lui G astfel ı̂ncât

euristica de mai sus dă o 3-colorare a lui G ?

Demonstraţi că problema

3COL Instanţă: G un graf.
Intrebare: Admite G o 3-colorare ?

se reduce polinomial la 3GCOL. (4 puncte)
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Setul de probleme 11”

Problema 1. Fie R = (G, s, t, c) o reţea (G digra-
ful suport, s ∈ V (G) intrarea, t ∈ V (G), t 6= s ieşirea
şi c : E(G) → R+ funcţia de capacitate). Presupunem
(fără a restrânge generalitatea !) că st şi ts nu sunt arce
ı̂n G. Se dispune şi de o funcţie de mărginire inferioară
m : E(G) → R+, satisfăcând m(e) ≤ c(e) pe orice arc
e al lui G. Numim flux legal ı̂n R orice flux x ı̂n R cu
proprietatea că x(e) ≥ m(e) ∀e ∈ E(G).

a) Demonstraţi că pentru orice flux legal x şi orice
secţiune (S, T) ı̂n R are loc

v(x) ≤
∑

i∈S,j∈T,ij∈E(G)

c(ij)−
∑

i∈S,j∈T,ji∈E(G)

m(ji).

b) Se construieşte din R reţeaua R astfel:

- se adaugă la G o intrare nouă s şi o ieşire nouă t;

- pentru ∀v ∈ V (G) se adaugă arcul sv de capacitate

c(sv) =
∑

uv∈E(G)m(uv);

- pentru ∀v ∈ V (G) se adaugă arcul vt de capacitate

c(vt) =
∑

vu∈E(G)m(vu);

- se adaugă arcele st şi ts de capacitate c(st) = c(ts) =

∞;

- se defineşte c pe arcele ij ale lui G ca fiind c(ij) =

c(ij)−m(ij).
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Demonstraţi că există un flux legal ı̂n reţeaua R dacă şi
numai dacă există un flux de valoare M =

∑

e∈E(G)m(e)

ı̂n reţeaua R = (G, s, t, c) (G este digraful construit mai
sus, c este funcţia de capacitate definită mai sus).

c) Utilizând un flux legal de start (care se poate obţine
ca la b)), indicaţi cum se poate adapta algoritmul lui
Ford & Fulkerson pentru a obţine un flux legal de valoare
maximă ı̂ntr-o reţea ı̂n care pe fiecare arc este precizată
capacitatea şi marginea inferioară.

(2+2+2 puncte)

Problema 2. Dacă H este un graf conex, A ⊆ V (H)
o mulţime nevidă de vârfuri ale sale şi w : E(H) → R+,
atunci se numeşte arbore Steiner corespunzător tripletei
(H,A,w) un arbore T(H,A,w) = (VT , ET), subgraf al lui
H, cu proprietatea că A ⊆ VT şi suma costurilor muchiilor
sale, s[T(H,A,w)] =

∑

e∈ET
w(e), este minimă printre toţi

arborii subgrafuri ale lui H care conţin A.

a) Justificaţi că determinarea lui T(H,A,w) se poate
face ı̂n timp polinomial pentru cazul când A = V (H)
sau |A| ≤ 2.
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b) Fie G = (V,E) un graf conex cu mulţimea de vârfuri
V = {1, . . . , n} şi A ⊆ V . Pe mulţimea muchiilor lui G
este dată o funcţie de cost c : E →R+.
Considerăm şi graful complet Kn cu mulţimea de vârfuri
V şi cu funcţia de cost c : E(Kn)→ R+ dată de c(ij) =
min[ P drum ı̂n G de la i la j ] c(P ) pentru orice ij ∈ E(Kn).
Demonstraţi că s[T(G,A, c)] = s[T(Kn, A, c)] şi că din
orice arbore Steiner T(Kn, A, c) se poate construi un ar-
bore Steiner T(G,A, c).

c) Arătaţi că există un arbore Steiner T(Kn, A, c) cu pro-
prietatea că vârfurile sale care nu-s din A au gradul cel
puţin 3. Deduceţi (folosind această proprietate ) că
există ı̂ntotdeauna un arbore Steiner T(Kn, A, c) cu cel
mult 2|A| − 2 vârfuri.

((1+1)+(1+2)+(2+1) puncte)
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Setul de probleme 12

Problema 1. Fie v valoarea fluxului maxim in reţeaua

R = (G, c, s, t). Demonstraţi că există k st-drumuri in G,

P1, ...., Pk (0 ≤ k ≤ |E(G)|), şi numerele reale nenegative

v1, ..., vk, astfel incit x : E(G) −→ R , definit pentru orice

arc ij prin xij = 0 + Σt:ij∈Ptvt , este flux in R de valoare

maximă v. (4 puncte)

Problema 2. Numim GP-descompunere a grafului

graful complet Kn orice mulţime A = {B1, ...., Bk(A)},
unde : fiecare Bi este un subgraf bipartit complet al lui

Kn, orice două grafuri Bi si Bj au mulţimile de muchii dis-

juncte şi ∪i=1,k(A)E(Bi) = E(Kn). Arătaţi că orice GP-

descompunere A a lui Kn satisfce inegalitatea k(A) ≥
n− 1. (4 puncte)

Problema 3. Fie G = (V,E) un graf şi f : V −→ V cu

proprietatea că ∀uv ∈ E : f(u)f(v) ∈ E. Demonstraţi

că ω(G) ≤ |f(V )|. Este adevărat că pentru orice graf

G = (V,E) există funcţii f cu proprietatea de mai sus şi

astfel incit |f(V )| ≤∆(G) + 1 ? (4 puncte)

438



Problema 4. Fie G = (V,E) un graf. Nu-

mim partiţie specială orice bipartiţie (S, T) a

lui V astfel incit subgraful indus de T in G este

neconex şi subgraful indus de S in complemen-

tarul grafului G este neconex.

Arătaţi că graful circuit Cn (n ≥ 3) nu are

partiţii speciale.

Descrieţi un algoritm polinomial care să testeze

dacă un graf dat are partiţii speciale. (2 puncte)
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Setul de probleme 13

Problema 1. Consiliul municipal al unui orăşel a decis
să elimine blocajele de circulaţie de pe străzile aces-
tuia prin introducerea sensului unic pe fiecare stradă.
Desigur, va trebui ca ı̂ntre orice două locaţii să ex-
iste (măcar) un drum de acces după această decizie.
Dacă reprezentăm graful străzilor folosind noduri pentru
intersecţiile stradale şi muchii conectând aceste noduri
corespunzător străzilor, o situaţie simplificată este dată
de următoarea figură :

Desigur, graful real al străzilor este mult mai complicat

şi de aceea a fost angajat un expert (student la info)

care, analizându-l, a observat că are proprietatea că este

2-conex (orice intersecţie s-ar bloca, singurele locaţii

afectate sunt cele de pe străzile din acea intersecţie)

şi a propus următorul algoritm de orientare a muchiilor

(fixarea sensului unic pentru fiecare stradă):
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1. Se alege un nod oarecare şi se execută o parcurgere
dfs etichetând nodurile de la 0 la n−1 (n e numărul
de noduri din graf) ı̂n ordinea ı̂ntâlnirii lor;

2. Fiecare muchie (stradă) este orientată de la nodul
cu etichetă mai mică la nodul cu etichetă mai mare
dacă acea muchie face parte din arborele dfs con-
struit, şi de la nodul cu etichetă mai mare la nodul
cu etichetă mai mică, ı̂n caz contrar.

Arătaţi că algoritmul funcţionează corect pe graful din
figura de mai sus şi apoi demonstraţi că algoritmul este
corect (digraful obţinut este tare conex) pentru orice
graf 2-conex. (1+3 puncte)

Problema 2. Demonstraţi că orice graf G conex are
un subgraf indus H astfel ı̂ncât :

1. H este conex;

2. |H| = 2|S| − 1, unde S este o mulţime stabilă a
grafului H;

3. ∀v ∈ V (G)−V (H) ∃w ∈ V (H) astfel ı̂ncât vw ∈ E(G).

(2 puncte)

441



Problema 3. La sfârşitul unei zile de lucru, laborantul
a observat că a disparut un mouse din laborator, deşi la
verificarea de dimineaţă nu lipsea. Din registrul sălii a
rezultat că ı̂n acea zi au intrat ı̂n laborator doar următorii
şase studenţi: Ana, Barbu, Costică, Dan, Elena şi Ion.
De asemenea, se ştie că fiecare din ei a stat ı̂n laborator
un interval de timp şi apoi a plecat (dar nu se cunosc
orele de venire sau plecare şi nici ordinea ı̂n care cei
şase au accesat laboratorul). Decanul i-a anchetat, şi a
obţinut următoarele mărturii (sub jurământ):

1. Ana a spus că i-a vazut ı̂n laborator pe Barbu şi Elena;

2. Barbu a spus că i-a vazut ı̂n laborator pe Ana şi Ion;

3. Costică a spus că i-a vazut ı̂n laborator pe Dan şi Ion;

4. Dan a spus că i-a vazut ı̂n laborator pe Ana şi Ion;

5. Elena a spus că i-a vazut ı̂n laborator pe Barbu şi Costică;

6. Ion a spus că i-a vazut ı̂n laborator pe Costică şi Elena.

Analizând răspunsurile, decanul (care ştia teoria grafurilor)
a intuit că exact unul (hoţul) dintre cei şase studenţi a
minţit, apoi, folosind deducţia logică, l-a identificat şi
i-a cerut să aducă de urgenţă mouse-ul ı̂napoi pentru a
nu-l exmatricula.

Ştiind că decanul a asociat fiecărui student un interval
de timp (notat, A,B,..., după numele lor) şi că dintr-o
mărturie ”X... spune că i-a văzut pe Y... şi Z...” a dedus
că intervalul X se intersectează cu Y şi Z, evidenţiaţi
inconsistenţa din graful asociat intersecţiilor acestor in-
tervale şi cum se poate depista hoţul, ı̂n ipoteza că exact
unul dintre cei şase studenţi a minţit.

(2+2 puncte)
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Problema 4. Un grup de poliţişti ı̂şi desfăşoară ac-
tivitatea ı̂n 8 locaţii a, b, . . . , h conectate prin străzi cu
sens unic de circulaţie, aşa cum este descris ı̂n digraful
de mai jos. Se observă că ı̂n fiecare nod (locaţie) intră
două arce şi din fiecare ies două arce. De asemenea se
observă că digraful corespunzător este tare conex.

a

b

c

d

h

e

g

f

Şeful poliţiştilor a hotărât să vopsească străzile roşu şi

oranj astfel ı̂ncât din fiecare nod să plece un arc roşu

şi un arc oranj. Scopul acestei decizii a fost ca atunci

când ı̂ntr-o locaţie oarecare se ı̂ntâmplă o infracţiune,

să-i adune operativ pe toţi poliţiştii ı̂n acel nod al digra-

fului transmiţându-le tuturor prin sistemul lor de radio-

recepţie mesajul ”Adunarea” şi un cuvânt din {r, o}∗

(cuvânt ce depinde doar de nodul ı̂n care loc infracţiunea).
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La primirea mesajului fiecare poliţist ı̂şi notează cuvântul
primit şi ı̂l foloseşte drept algoritm de deplasare astfel:

din nodul ı̂n care se află pleacă pe strada roşie sau
pe strada oranj, după cum e prima literă (r sau o)
din cuvântul primit. Apoi, daca n-a ajuns la locul de
adunare (pe care-l recunoaşte după prezenţa şefului),
alege strada indicată de a doua literă a cuvântului şi aşa
mai departe.

Descrieţi (̂ıntr-un pseudocod prietenos) un algoritm care
sa depisteze o vopsire roşu-oranj a arcelor digrafului şi,
corespunzător acesteia, a câte unui cuvânt de rutare
pentru fiecare nod de adunare ( sau să decidă că nu
există soluţie).

Pentru digraful din figură există soluţii! Descrieţi una
din ele şi argumentaţi că merge (se poate implementa
algoritmul descris, sau se poate folosi o abordare try and
error).

(2+2 puncte)
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Setul de probleme 14

Problema 1. În problema P2 - a determinarii dru-
murilor de cost minim de la un vârf dat, s, la toate
celelalte ale unui digraf G = (V,E) - se ştie că funcţia
de cost asociată arcelor satisface a : E → {0,1, . . . , C},
unde C este constantă ı̂ntreagă (adică nu depinde de
n = |V | sau de m = |E|).

Să se adapteze algoritmul lui Dijkstra pentru această
situaţie, astfel ı̂ncât complexitatea timp să fie O(n +
m). Se vor descrie structurile de date folosite şi modul
(argumentare !) ı̂n care se obţine complexitatea liniară.

(2+2 puncte)

Problema 2. Pentru o instanţă C a problemei 2SAT
construim multigraful GC = (V ;E) ale cărui muchii sunt
colorate R(oşu) şi B(leu), astfel:

1. V ← ∅; R← ∅; B ← ∅;
2. for C ∈ C do {

if C = xα ∨ xβ then {V ← V ∪ {xα, xβ};R← R ∪ {xαxβ}};
if C = xα ∨ xβ then {V ← V ∪ {xα, xβ};B ← B ∪ {xαxβ}};
if C = xα ∨ xβ then
{V ← V ∪ {xα, xβ, xC};R← R ∪ {xβxC};B ← B ∪ {xCxα}};
if C = xα ∨ xβ then
{V ← V ∪ {xα, xβ, xC};R← R ∪ {xαxC};B ← B ∪ {xCxβ}};

}
3. E ← R ⊔B; output GC = (V ;E).
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Observăm că V conţine mulţimea X a variabilelor booleene
care apar ı̂n 2-clauzele lui C şi pentru fiecare 2-clauză
C ∈ C compusă dintr-un literal pozitiv şi unul negativ
(clauză mixtă) se adaugă un vârf nou la V . Notaţia
R ⊔ B semnifică faptul că muchiile e ∈ R ∩ B au multi-
plicitate 2 [extremitaţile lui e sunt unite printr-o muchie
R(oşie) şi una B(leu)].

Demonstraţi că C este satisfiabilă dacă şi numai dacă
există S, T ⊆ V astfel ı̂ncât: S ∩ T = ∅, S ∪ T = V , nu
există muchii R(oşii) cu ambele extremităţi ı̂n S şi nu
există muchii B(leu) cu ambele extremităţi ı̂n T .

(2 +2 puncte)

Problema 3. Fie G = (V,E) un graf conex şi c :
E → R. Pentru un arbore parţial oarecare T = (V,E′)
al lui G, şi două vârfuri oarecare v, w ∈ V , se notează
cu v −→

T
w unicul drum de la v la w ı̂n T şi cu E(v −→

T
w)

mulţimea muchiilor acestuia. Demonstraţi că arborele
parţial T ∗ = (V,E∗) este arbore parţial de cost minim
dacă şi numai dacă
∀e = vw ∈ E \ E∗, ∀e′ ∈ E(v −→

T ∗
w) are loc c(e) ≥ c(e′).

(1+1 puncte)
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Problema 4. Fie G = (V,E) un graf conex fără punţi
şi c : E → R. Fie T = (V,E′) un arbore parţial al lui G de
cost minim şi e ∈ E′ o muchie oarecare a sa. T − e are
exact două componente conexe cu mulţimile de vârfuri
V1 şi V2. Muchia de cost minim (diferită de e) printre
toate muchiile lui G cu o extremitate ı̂n V1 şi cealată ı̂n
V2 se notează cu repT(e) (deoarece e nu e punte ı̂n G,
repT(e) există !).

a) Demonstraţi că dacă T ∗ e arbore parţial de cost minim
ı̂n G şi e este o muchie oarecare a lui T ∗ atunci T ∗1 =
T ∗ − e + repT ∗(e) este arbore parţial de cost minim ı̂n
G−e (T ∗1 se obţine din T ∗ scoţând muchia e şi adăugând
muchia repT ∗(e) ).

b) Fie k ∈ N astfel ı̂ncât 2 ≤ k < |V | şi T1, . . . , Tk arbori
parţiali ai lui G astfel ı̂ncât c(T1) ≤ c(T2) ≤ . . . ≤ c(Tk)
şi pentru orice alt arbore parţial T al lui G avem c(T) ≥
c(Tk) (T1, . . . , Tk sunt primii cei mai mici arbori parţiali
ai lui G ı̂n raport cu costul c).

Fie T ∗ un arbore parţial de cost minim ı̂n G. Pentru
fiecare muchie e a lui T ∗ considerăm ponderea w(e) =
c(repT ∗(e)) − c(e). Sortăm cele |V | − 1 muchii ale lui
T ∗ crescător ı̂n raport cu ponderile w. Fie S mulţimea
formată din ultimile |V | − k muchii din acest şir.

Demonstraţi că S ⊆ E(Ti) ∀i ∈ {1, . . . , k}.

(2+2 puncte)
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Setul de probleme 15

Problema 1. Demonstraţi că numărul cuplajelor per-
fecte ale unui arbore este 0 sau 1 şi că un arbore are
un cuplaj perfect dacă şi numai dacă prin ı̂ndepărtarea
oricărui vârf se obţine o pădure cu exact un arbore de
ordin impar. (2+2 puncte)

Problema 2. Fie R = (G, s, t, c) o reţea şi (Si, Ti) (i =
1,2) secţiuni de capacitate minimă ale ei. Demonstraţi
că şi (S1 ∪ S2, T1 ∩ T2) şi (S1 ∩ S2, T1 ∪ T2) sunt secţiuni
de capacitate minimă ı̂n R. (3+1 puncte)

Problema 3. Fie G = (S, T ;E) un graf bipartit şi M un
cuplaj de cardinal maxim ı̂n G. Considerăm următorele
mulţimi de vârfuri:

1. P = {v ∈ S∪T |∃w ∈ E(M)şi un drum alternat (relativ la M ı̂n G)
de lungime pară de la w la v};

2. I = {v ∈ S∪T |∃w ∈ E(M)şi un drum alternat (relativ la M ı̂n G)
de lungime impară de la w la v};

3. N = {v ∈ S ∪ T | nu ∃w ∈ E(M)şi un drum alternat (relativ la
M ı̂n G ) de la w la v}.
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Demonstraţi că :

a) Mulţimile P ,I şi N sunt disjuncte două câte două şi
sunt aceleaşi pentru orice cuplaj de cardinal maxim M .

b) În orice cuplaj de cardinal maxim al lui G fiecare vârf
din I este cuplat cu un vârf din P şi fiecare vârf din N
este cuplat cu un alt vârf din N . Cardinalul maxim al

unui cuplaj al grafului este |I|+ |U |
2
.

(2+2 puncte)

Problema 4. O firmă de soft dispune de n pro-
gramatori, P1, P2, . . . , Pn, pentru executarea a m lucrări,
L1, L2, . . . , Lm. Se cunoaşte pentru fiecare programator
Pi lista Li de lucrări pe care le poate executa şi numărul
si al lucrărilor din Li pe care le poate termina ı̂ntr-o
săptămână (si ≤ |Li|). Fiecare lucrare poate fi execu-
tată de măcar un programator.

Să se descrie cum se poate determina numărul minim de
săptămâni ı̂n care se pot termina toate lucrările, folosind
fluxurile ı̂n reţele.

(2 puncte)
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Setul de probleme 16

Problema 1. Fie G = (V,E) un graf cu n vârfuri
{v1, . . . , vn} şi c : E → R+ o funcţie de capacitate neneg-
ativă, care asociază fiecărei muchii e capacitatea c(e).
Se numeşte secţiune ı̂n G orice partiţie cu două clase
(S, T) a lui V . Capacitatea secţiunii (S, T) este c(S, T) =
∑

e∈E, |e∩S|=1 c(e). O secţiune minimă ı̂n G este o secţiune

(S0, T0) astfel ı̂ncât

c(S0, T0) = min
(S,T ) secţiune ı̂n G

c(S, T).

a) Să se arate că se poate determina ı̂n timp polinomial
o secţiune minimă ı̂n graful G rezolvând un număr poli-
nomial de probleme de flux maxim pe reţele convenabil
alese.

b) Arătaţi că dacă G = Cn (graful circuit de ordin n ≥ 3)

cu toate muchiile de capacitate 1, atunci există n(n−1)
2

secţiuni de capacitate minimă. (2+2 = 4 puncte)

Problema 2. În continuarea notaţiilor de la problema
1, definim pentru orice pereche i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j,

c′i,j = min
(S,T ) secţiune ı̂n G cu vi∈S şi vj∈T

c(S, T).

a)Demonstraţi că pentru orice şir i1, i2, . . . , ik de k ≥ 3
elemente distincte din {1, . . . , n} are loc

c′i1, ik ≥ min{c′i1, i2, c′i2, i3, . . . , c′ik−1, ik}.
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b) Se consideră graful Kn cu mulţimea de vârfuri {1, . . . , n}
şi funcţia de pondere pe muchiile sale c′ definită mai
sus (notăm că c′i, j = c′j, i). Fie T ∗ un arbore parţial de

pondere maximă al lui Kn (̂ın raport cu ponderea c′).
Demonstraţi că ∀i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j, dacă P este
unicul drum de la i la j ı̂n T ∗, atunci

c′i, j = min
e∈P

c′(e).

Observaţie: Rezultă că există un arbore cu mulţimea de vârfuri

V , cu ponderi pe muchii astfel ı̂ncât, pentru a determina capaci-

tatea minimă a unei secţiuni ı̂n graful G care separă două virfuri,

determinăm muchia de pondere minimă de pe drumul ce uneşte

cele două vârfuri ı̂n arbore. (2+3 = 5 puncte)

Problema 3.
Se consideră o competiţie sportivă ı̂ntre n echipe
{e1, . . . , en}, ı̂n care fiecare echipă dispută a ≥ 1 meci-
uri cu fiecare dintre celelalte n − 1 echipe (deci, fiecare
echipă va juca a(n− 1) meciuri ı̂n total). Orice meci se
termină cu victoria uneia dintre cele două echipe partic-
ipante (nu există remize). Se doreşte să se decidă dacă
este posibil ca, la finalul competiţiei, fiecare echipă ei
să câstige un număr de ci meciuri (vectorul de ı̂ntregi
c[1 . . . n] este intrarea problemei de decizie).
Arătaţi ca problema se poate rezolva ı̂n timp polinomial cu ajutorul

fluxurilor pe o reţea convenabil definită. (3 puncte)

Problema 4. În reţeaua R = (G, s, t, c), toate ca-
pacităţile nenule sunt numere ı̂ntregi pozitive pare.
Demonstraţi că există un flux x de valoare maximă cu
proprietatea că pe orice arc, dacă fluxul este nenul atunci
el este un număr pozitiv par. (2 puncte)
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Setul de probleme 17

Problema 1. Fie G = (S, T ;E) un graf bipartit cu
n = |V (G)| vârfuri şi m = |E| muchii.

a) Demonstraţi că m ≤ n2

4
.

b) Demonstraţi că, dacă Bn×m este matricea de incidenţă
a lui G, atunci orice submatrice pătrată C a lui B are
proprietatea că det(C) ∈ {−1,0,1}.

c) Se orientează arbitrar muchiile lui G şi se obţine di-

graful ~G. Demonstraţi că există K ⊆ V (G) = S ∪ T
astfel ı̂ncât K e mulţime stabilă ı̂n G şi oricare ar fi
v ∈ V (G)−K, există u ∈ K cu proprietatea că uv ∈ E( ~G).

(2+2+2 = 6 puncte)

Problema 2. Fie G = (V,E) un graf de ordin n şi
s, t ∈ V astfel ı̂ncât dG(s, t) > n

2
. Demonstraţi că există

v ∈ V − {s, t} cu proprietatea că orice drum de la s la
t ı̂n graful G trece prin v. Descrieţi un algoritm de
complexitate timp O(n + |E|) care să determine acest
vârf v.

(2+2 = 4 puncte)
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Problema 3. a) Modificaţi algoritmul BFS astfel ı̂ncât
pentru un graf G = (V,E) dat şi s ∈ V să determine
pentru orice vârf v ∈ V numărul drumurilor de lungime
minimă de la s la v, ı̂n timpul O(|V |+ |E|).
b) Aceeaşi problemă pentru cazul ı̂n care G este digraf!

(2+2 = 4 puncte)
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Setul de probleme 18

Problema 1. Fie G = (V,E) un graf conex cu n vârfuri
şi m muchii şi fie c : E → R>0 o funcţie de cost pe muchi-
ile sale.

a) Fie T = (V,ET) un arbore parţial al lui G cu propri-
etatea că pentru orice muchie e ∈ ET există un arbore
parţial de cost minim T ∗ = (V,ET ∗) astfel ı̂ncât e ∈ ET ∗.
Adevărat sau fals? : ”T este arbore parţial de cost
minim” (pentru răspunsul adevărat daţi o demonstraţie,
pentru răspunsul fals daţi un contraexemplu).

b) Fie R şi S doi arbori parţiali ai lui G, R 6= S. Cum
se poate construi un şir de lungime minimă de arbori
parţiali T0, T1, . . . , Tk astfel ı̂ncât T0 = R, Tk = S şi fiecare
arbore Ti (i ≥ 1) se obţine din precedentul, Ti−1, prin
ştergerea unei muchii şi adăugarea alteia? Care este
complexitatea timp a construcţiei?

c) Pentru orice arbore parţial T = (V,ET) al lui G se de-
fineşte ”costul” său ca fiind produsul costurilor muchiilor
sale: c(T) =

∏

e∈ET

c(e). Descrieţi un algoritm cât mai efi-

cient care să determine T ∗, arbore parţial al lui G, astfel
ı̂ncât

c(T ∗) = max
Tarbore parţial al luiG

c(T).

(2+2+2 = 6 puncte)
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Problema 2. Considerăm următoarea problemă de
decizie:

AGM Input: G = (V,E) graf, k ∈ N.
Question: Există un arbore parţial al T al lui G

cu ∆(T) ≥ k ?

Arătaţi că AGM∈ P. (2 puncte)

Problema 3. Fie G = (V,E) un graf 3-regulat, conex
şi fără punţi.
a) Fie uv ∈ E o muchie oarecare a lui G ca ı̂n figura de
mai jos. Se elimină cele două vârfuri u şi v, iar vecinii
lor se conectează prin muchii aşa cum este indicat ı̂n
figură. Demonstraţi că măcar unul din grafurile G1

uv sau
G1
uv este 3-regulat, conex şi fără punţi. Se notează cu

G′ acest graf.

u

v

a b

c d

                                                

                                                 

a b

c d

a b

c d

                                                                                                 

                                                                                                

G G
1 2
uv uv

sau

G

b) Arătaţi că dacă G′ are un cuplaj perfect M , atunci
M se poate transforma ı̂ntr-un cuplaj perfect al lui G.

c) Deduceţi că pentru orice graf 3-regulat, conex şi fără
punţi se poate construi un cuplaj perfect. Ce com-
plexitate timp are construcţia, dacă G are n vârfuri ?

(2+2+2 = 6 puncte)
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Setul de probleme 19

Problema 1. Se consideră reţeaua R = (G, c, s, t) cu
digraful G = (V,E) având n vârfuri şi m arce, c : E → Z+

şi C ∈ Z+, C = maxe∈E c(e).
a) Demonstraţi că valoarea maximă a unui flux ı̂n reţeaua
R este cel mult m · C.
b) Arătaţi că ∀x flux ı̂n R, dat K ∈ Z+, se poate depista
un drum de creştere P de capacitate reziduală δ(P ) cel
puţin K (dacă el există), ı̂n timpul O(m).
c) Considerăm următorul algoritm

SC-MAX-FLOW(R)
C = maxe∈E c(e)
x← 0 // x este fluxul curent din reţea

K ← 21+⌊logC⌋

while K ≥ 1 do {
while x are un dr. de creşt. P cu δ(P ) ≥ K do {

x← x⊗ δ(P ) }
K ← K/2 }

return x

1. Demonstraţi că algoritmul SC-MAX-FLOW(R) de
mai sus construieşte un flux x de valoare maximă ı̂n R.

2. Demonstraţi că, după fiecare iteraţie a buclei while
exterioare, valoarea maximă a unui flux ı̂n R este cel
mult v(x) +m ·K.

3. Demonstraţi că pentru fiecare valoare a lui K, numărul
iteraţiilor buclei while interioare nu depăşeşte 2m. Deduceţi
că algoritmul are complexitatea O(m2 logC).

(2+2+1+2+2 = 9 puncte)
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Problema 2. Considerăm următoarea problemă de
decizie:
MIN-SECŢIUNE-UNICĂ
Input: R = (G, c, s, t), reţea.
Question: Există ı̂n R o unică secţiune de capacitate
minimă?

Arătaţi că MIN-SECŢIUNE-UNICĂ∈ P. (2 puncte)

Problema 3. a) Fie G = (V,E) un graf şi v ∈ V un
vârf cu gradul dG(v) = p ≥ 4. Fie NG(v) = {u1, . . . , up}.
Construim graful H astfel: (1) se şterg din G muchiile
vu1, . . . , vup; (2) se adaugă la G circuitul C2p cu vârfurile
v1, . . . , v2p; (3) se adaugă la graful obţinut muchiile v2i−1ui
pentru i ∈ {1, . . . , p}, şi muchia vv2p (vezi figura de mai
jos). Demonstraţi că α(H) = α(G) + p.

v

u
u u1

2 p

G

vv

v

v

v

v

v

1

2

3

4

2p-1

2p

u
u

u1
2

p

H

b) Fie SM3 problema de decizie obţinută din SM (vezi
pag. 283 din curs) prin restricţionarea instanţei la un
graf cu gradul maxim cel mult 3. Demonstraţi că SM
∝ SM3.

(1+2 = 3 puncte)
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