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0. Probleme, Algoritmi,Complexitate

VVom considera o problema (computationala)
ca fiind o aplicatie

P .1 — O,
(I multimea intrarilor problemei, multimea instantelor
problemei; O multimea iesirilor, raspunsurilor, solutiilor)
care pentru fiecare intrare ¢ € I ofera o iesire
P(i) € O.

Daca O = {da,nu} atunci P se va numi prob-
lema de decizie, P(i) € {da,nu} va fi raspunsul
(la Tntrebarea pusa de P), iar forma uzuala de
prezentare a problemei va fi:

P Intrare: 1 ¢ 1.
Intrebare: descriere ... 7

Exemplu:

Compus Intrare: n € Nn > 2.
Intrebare: Exista p,q € N p,q > 2 si n = pq7



Un alt tip de probleme care apar frecvent sunt
cele de cautare : multimea O contine pentru
fiecare 1+ € I macar o solutie acceptabila Tn ra-
port cu un anumit criteriu precizat, iar pro-
blema cere gasirea unei astfel de solutii.

O clasa speciala de astfel de probleme este
cea a problemelor de optimizare, care sunt de
maximizare sau minimizare.

Exemple:

Drum Intrare: G un graf, a,b doua varfuri ale lui G.
Iesire: P un drum in G de la a la b (daca 3).

DrMin Intrare: G graf, a,b varfuri in G,
o functie de lungime a muchiilor lui G.
Iesire: P* un drum n G de la a la b cu suma
lungimilor muchiilor minima, printre
toate drumurile de la a la b Th G.

MaxCut Intrare: G graf,
o functie de lungime a muchiilor lui G.
Iesire: O bipartitie (S,T) a multimii varfurilor
grafului G cu suma lungimilor muchiilor
dintre cele doua clase maxima.



Oricarei probleme de optimizare i se poate aso-
Cia O problema de decizie (care ne va da informatii
asupra dificultatii ei computationale). Pentru cele
doua probleme de optimizare de mai sus, avem:

DrMin-D Intrare: G graf, a,b varfuriin G, k£ € N,
o functie de lungime a muchiilor lui G.
Intrebare: Existd P drumin G delaala b

cu suma lungimilor muchiilor < k 7

MaxCut-D Intrare: G graf, £ € N,
o functie de lungime a muchiilor lui G.
Intrebare: Exista (S,T) bipartitie a multimii
varfurilor lui G cu suma lungimilor
muchiilor dintre cele doua clase > k 7

Vom considera Tn continuare doar probleme de
decizie.

Pentru a fi rezolvate cu ajutorul calculatorului
problemele sunt codificate.

Vom considera > o multime finita fixata nu-
mita alfabet, >* multimea tuturor cuvintelor
peste 3.



Obiectele care apar Tn descrierea unei prob-
leme (numere rationale, grafuri, functii, ma-
trici etc.) vor fi reprezentate cu ajutorul unor
cuvinte w € >*. Lungimea cuvantului w se va
nota cu |w|. Orice multime de cuvinte peste X,
deci o submultime a lui <* se numeste limbaj
(peste X).

Problemele de decizie au forma Dat un anu-
mit obiect, are el o anumita proprietate? Cum
obiectele le reprezentam cu ajutorul cuvintelor,
Tnseamna ca problema se reduce la Tntrebarea:
Dat un cuvant, are el o anumita proprietate?

Vom considera problema de decizie o functie
P :¥X* — {da,nu}.

Limbajul asociat problemei P este
P~ 1(da) = {wjw € T* si P(w) = da}.



VVom considera ca un algoritm este o functie *
A X* — {da, nu,nedecidabil }.

Limbajul L C >* este acceptat de algoritmul A
daca L = {w|w € ¥* si A(w) = da}.

Limbajul L C X* este decis de algoritmul A
dacaVw e L : A(w) =dasiVw & L : A(w) = nu.

Limbajul L C >* este acceptat de algoritmul
A Tn timp polinomial daca L este acceptat de
A si dk € N astfel Thcat pentru orice w € L
algoritmul A evalueaza A(w) = da Tn timpul
O(Jwl*).

Limbajul L C X* este decis de algoritmul A
™ timp polinomial daca dk &€ N astfel Tncat
pentru orice w € >X* algoritmul A evalueaza
A(w) = da, daca w € L si A(w) = nu, daca
w ¢ L, n timpul O(|w|F).

*Preferam un mod informal de prezentare a notiunilor
de algoritm si timp de executie



Clasa de complexitate P:
P={L CX*|dA alg. a.i. L e decisde A
n timp polinomial}.

Daca P e o problema de decizie, atunci ea
este rezolvabila Tn timp polinomial daca lim-
bajul L = P~1(da) satisface L € P. Se noteaz3
aceasta (cam abuziv) P € P.

De exemplu, problema DrMIN-D este rezolv-
abila Tn timp polinomial daca functia de lungime
(specificata Tn intrarea ei) este cu valori neneg-
ative. Daca se permit si valori negative, atunci
NUu Se cunoaste nici o demonstratie a aparte-
nentei DrMin-D € P (Si nici nu se crede c-ar
exista una). Apartenenta

Compus € P s-a demonstrat abia Tn anul 2002.

Observatii. 1. Daca notam
P'={L C X*|JA alg. a.l. L e acceptat de A
n timp polinomial},
se observa imediat ca P C P’ si nu e dificil sa
se arate si incluziunea inversa, deci P = P’.
2. Se verifica usor ca daca P € P atunci si *\ P € P.
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Verificare Tn timp polinomial.

Un algoritm de verificare este o functie

A X* x X* — {da,nu, nedecidabil } .
Pentru A(x,vy), x este intrarea iar y este certi-
ficatul.

Limbajul L C >* este verificat de algoritmul de
verificare A daca
L={wweX*sidyeX* a. 1. A(w,y) = da}.

Clasa de complexitate NP:
NP = {L C * | 4A algoritm de verificare
cu timp de lucru polinomial a.l.
L={zeX | dyex* dkeN a.T.
ly| = O(|z[*) si A(z,y) = da}
.

Daca P e o problema de decizie, atunci ea este
problem3 (din) NP dac3a limbajul L = P~1(da)
satisface L € NP.



Observatie. NP este mnemonic pentru Nede-
terminist Polinomial si nu pentru NePolinomial.

Un argument ca nu e bine sa asimilam NP cu
nepolinomial este si faptul ca P C NP.
Justificarea este imediata: Daca L € P, atunci exista A :
>* — {da,nu,nedecidabil} algoritm care decide L Tn timp
polinomial. Consideram A’ : Z*x3>* — {da, nu, nedecidabil },
satisfacand A'(z,z) = A(x) pentru orice x € X*. Se vede
usor ca L este verificat de A’ Tn timp polinomial.

Din definitiile de mai sus ar fi fost mai normal sa notam
VP (verificabil polinomial). Sintagma Nedeterminist
Polinomial se justifica daca am considera algoritmi nede-
terministi Tn care controlul executiei este astfel Tncat
dupa fiecare pas este posibil sa se execute unul oare-
care dintre pasii specificati Tntr-o multime finita de pasi
succesori. Un astfel de algoritm accepta un cuvant de
intrare daca este posibila o executie care sa conduca
la rezultatul da. Se poate arata ca aceasta definitie
a acceptarii nedeterministe este echivalenta cu cea de
verificare data mai sus, Tn care certificatul este utilizat
pentru efectuarea alegerilor corecte ale pasilor urmatori
ai unei executii a algoritmului nedeterminist.



NP noteaza clasa problemelor de decizie pen-
tru care raspunsurile afirmative au certificate
care pot fi folosite pentru a demonstra succint
(In timp polinomial) corectitudinea lor.

Intuitiv, NP este clasa tuturor problemelor de
decizie pentru care se poate verifica un raspuns
pozitiv (da) rapid daca ni se da o solutie.

De exemplu, pentru problema MaxCut-D un raspuns
afirmativ are drept certificat o partitie (S*, 7*) a multimii
varfurilor grafului (iar proprietatea ca suma lungimilor
muchiilor cu o extremitate Tn S* si cealalta Th T™ nu
depaseste pragul k£ se face In timp polinomial). Deci,

MaxCut-D € NP.

Daca am considera urmatoarea problema de
decizie:

UnDrum Intrare: G un graf, a,b doua varfuri ale lui G.
Intrebare: 3 un unic drum delaala bin G?



Cum s-ar putea justifica un raspuns da la ©
problema UnDrum? Daca prezentam un drum
anume drept certificat, el nu ne asigura ca nu
mai exista si altele. O demonstratie succinta
(graful e mare) pare a nu exista. Deci nu stim
daca UnDrum € NP.

Clasa de complexitate co-NP:
co-NP = {L C >* | ¥*\ L € NP}.

O problema de decizie P € co-NP daca
L = P~'(da) € co-NP (echivalent, L = P~1(nu) € NP).

Exemplu de problema din co-NP:

NeHam Intrare: G un graf.
Intrebare: Este adevarat c3 Tn G nu exista
un circuit care sa treaca exact o data
prin fiecare varf al sau?

Observatie. P C NP N co-NP.
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Reduceri polinomiale.

Fie L1, Ly, C >*. Spunem ca L4 se reduce poli-
nomial la Lo, si notam aceasta prin L1 o Lo,
daca exista f : X* — X* o functie polinomial
calculabila astfel Tncat Yw € >*. w € Lq daca
si numai daca f(w) € Lo.

f se numeste functie de reducere si algoritmul polinomial
F' care calculeaza f, algoritm de reducere polinomiala.

Observatii. 1. Daca Le P si L' < L, atunci L' € P.
Fie A un algoritm polinomial care decide L si F' un al-
goritm de reducere polinomiala a lui L' la L. Atunci,
A"’ = Ao F este un algoritm polinomial care decide L.
(Ve € Zx, A'(x) = da & A(F(x)) = da & F(x) € L &
x € L'; A’ e polinomial deoarece multimea polinoamelor
e Tnchisa la operatia de compunere).

2.Relatia « este tranzitiva: L1 o< Lo, Ly o< L3z = L1 o Ls.

Limbajul L C >* este NP-dificil (engl. NP-hard)
daca VL' € NP are loc L' « L.

Limbajul L C >* este NP-complet daca
L € NP si L este NP-dificil.
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Terminologia se transfera pentru probleme de decizie:

Spunem ca problema de decizie P; se reduce
polinomial la problema de decizie P, Si notam
P; o P», daca Ly = Py 1(da) x Ly = P *(da).

Problema de decizie P este NP-dificila daca
VP’ € NP are loc P’ x P.

Problema de decizie P este NP-completa daca
P € NP si P este NP-dificila.

Folosind observatia 1 si faptul ca P C NP rezulta urmatoarea

Teorema Dacad P o problema oarecare NP-
completa satisface P € P atunci P = NP.

Rezulta ca problemele NP-complete formeaza submultimea lui NP
care contine cele mai dificile probleme. Daca gasim un algoritm
polinomial pentru una dintre ele, putem construi un algoritm poli-
nomial pentru oricare alta problema din NP. Din pacate, desi nu
exista o demonstratie, oamenii cred ca, de fapt, aceste probleme
nu admit algoritmi polinomiali de rezolvare. Diagrama urmatoare
sugereaza relatiile care se crede ca exista Tntre aceste clase de com-

plexitate:
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NP-hard

@ =

NP

NP-complete

Se obisnuieste sa se spuna ca o problema de optimizare
este NP-dificila, daca problema de decizie asociata este
asa.

Pentru ca sa ne aliniem la definitiile precedente, vom
spune ca o problema oarecare P (nu neaparat de decizie)
este NP-dificila daca existenta unui algoritm polinomial
pentru P implica P = NP.

Comentariu metaforic: Saying that a problem is NP-hard is
like saying ‘If I own a dog, then it can speak fluent English.” You
probably don't know whether or not I own a dog, but you're prob-
ably pretty sure that I don’t own a talking dog. Nobody has a
mathematical proof that dogs can't speak English. Nevertheless,
no sane person would believe me if I said I owned a dog that spoke
fluent English. So the statement ‘If I own a dog, then it can speak
fluent English’ has a natural corollary: No one in their right mind
should believe that I own a dog! Likewise, if a problem is NP-
hard, no one in their right mind should believe it can be solved in
polynomial time. [Jeff Erickson, Univ. of. Illinois]
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Singura clasa de complexitate pentru care nu am sugerat
un exemplu este cea a problemelor NP —complete. Primul
om care a demonstrat existenta unei astfel de probleme
este Cook, care Tn 1971 a aratat ca SAT € NP, unde

SAT

Instanta: U = {uy,...,u,} 0 multime finita de variabile
booleene.
C=CiANC>AN...NC,, o formula Tn forma
conjunctiva peste U:
C@'IUZ'I\/U%\/...\/”U@,% Vizl,—m, unde
Vi; dJa€{l,...,n} astfel Incat
Vi, = Uq SAU Vi, = Uq.

Intrebare: Exista o atribuire t: U — {A, F'} a. T.
t(C)=A"7

Evaluarea lui t(C) se bazeaza pe formulele uzuale din
calculul boolean:

ANA=A FANA=FANF=ANANF=F,

FVF=F, FVA=AVF=AVA=A,

F=A A=F, (F)=F,(A) = A,

Si e clar ca se poate face in timp polinomial.
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Apartenenta lui SAT la NP e clara, un certifi-
cat pentru raspunsul da este o atribuire tg care
poate fi verificata Tn timp polinomial.

O demonstratie ca orice limbaj din NP se reduce poli-
nomial la SAT necesita o abordare formala notiunilor de
algoritm si timp de executie (pe care le-am considerat

aici la nivel intuitiv) si o omitem.

3SAT este restrictia lui SAT Tn care fiecare
clauza C; are exact trei literali (k; = 3), un
literal v;,; fiind, asa cum este descris mai sus, O
variabila sau negatia ei.

Se poate arata usor ca SAT x 3SAT si deci se
obtine ca 3SAT este NP-completa (apartenenta
la NP e clara fiind o restrictie a lui SAT care e
din NP, iar tranzitivitatea relatiei o« Tmpreuna
cu teorema lui Cook termina demonstratia).
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Schita de demonstratie de mai sus este uzuala
™n demonstratiile de NP-completitudine si o ex-
plicitam:

Pentru a arata ca o problema de decizie P este
NP-completa se procedeaza astfel:

1. Se arata ca L = P~ 1(da) satisface L € NP.
2. Se selecteaza un limbaj L' despre care stim
ca este NP-complet.

3. Se Tncearca construirea unui algoritm de
reducere F de la L' la L.

4. Se demonstreaza ca F' e algoritm de reducere.
5. Se arata ca F este algoritm polinomial.

Pentru pasul 2 se poate consulta

http://www.nada.kth.se/~viggo/problemlist/
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I. Vocabular al Teoriei grafurilor
1. Definitia unui graf

Un graf este o pereche G = (V(Q),E(QR)),
unde

- V(@) este o multime finita nevida, iar

- E(G) este o submultime a multimii P>(V(G))
a partilor cu doua elemente ale lui V(G).

V(G) se numeste multimea virfurilor grafului
G si numarul elementelor sale

‘V(G) , este ordinul grafului G;

FE(G) este multimea muchiilor grafului G si
numarul sau de elemente, E(G)|, este dimen-
siunea grafului G.

Atunci cind nu exista posibilitatea confuziilor,
vom nota simplu, G = (V, E).
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Daca e = {u,v} € E(G) este o muchie a gra-
fului G vom nota e = uv (pentru simplificarea
scrierii) si vom spune ca:

e muchia e uneste virfurile u Si v;

e Virfurile u si v sunt adiacente in G;

e Mmuchia e este incidenta cu virfurile v sSi v:

e Virfurile u si v sunt vecine in G;

e Virf. u Si v sunt extremitatile muchiei e.

Daca v € V(G), atunci multimea

Na(w) = {w|w € V(G),vw € E(G)}
se humeste vecinatatea virfului v Tn G.
Se mai noteaza Ng(v) =T (v).

18



Remarcam faptul ca graful G poate fi definit
(tn mod echivalent) ca o pereche (V(G),I‘G>
unde,

Fa: V(G) = P(V(G))

asociaza fiecarui virf vecinatatea sa, Si sat-
isfacand conditiile: Yv € V(G) : v € ITg(v) si
Vu,v € V(G) uelNg(v) v elqg(u).

Doua muchii e si ¢ care au o extremitate co-
muna se numesc adiacente.

Intuitiv, un graf G = (V(G), E(G)) poate fi
reprezentat (dupa cum sugereaza si numele
sau) cu ajutorul unei figuri plane formata dintr-
O multime de mici forme geometrice aflata
Tn corespondenta cu multimea de virfuri V(G),
doua forme fiind unite printr-o curba simpla
daca si numai daca, perechea de virfuri core-
spunzatoare lor este o muchie a grafului G.

Corespondenta dintre varfurile grafului si fig-
urile geometrice considerate este vizualizata
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uneori cu etichete atasate varfurilor. De aseme-
nea, muchiile pot fi etichetate. In plus, sunt
utilizate diferite atribute grafice pentru expre-
sivitatea desenului, diagramei.

De exemplu,

figura * * si
reprezinta acelasi graf, desi lipsa etichetelor
face dificila realizarea acestui fapt.

Urmatoarele trei reprezentari ale grafului
G=({1,2,3,4},{12,13,14,23,24,34}) sunt mult
mai clare:

\WA
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O multime independenta de virfuri (sau
multime stabila) Tn G este o multime S C
V(G) de virfuri cu proprietatea ca

P>(S)NE(G) =10

(adica o multime de virfuri neadiacente doua
cite doua).

Cardinalul maxim al unei multimi stabile se
numeste numarul de stabilitate sau numarul
de independenta al grafului G si se noteaza
cu a(@).

De exemplu, Th graful G de mai jos multimea
{a} este muliime stabila (maximala Tn raport
cu incluziunea), dar numarul de stabilitate este
n, multimea {1,...,n} fiind stabila de cardinal
maxim (n > 1). In graful H s-au evidentiat
doua multimi stabile care partitioneaza multimea
varfurilor, iar a(H) = 6.

1 b a
1 @
2 2 c 5

a O @ O e
a
3 6
O—

n d
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Problema urmatoare este naturala, usor de for-
mulat si apare deseori Tn diferite aplicatii:

P1 Intrare: GG un graf.
Iesire: «(G) si un "martor”:
S m.stabila Tn G, cu |S| = a(G).

Desi foarte simpla (de formulat, la o prima
vedere), problema este NP-dificila. Problema
de decizie corespunzatoare,

SM Intrare: G un graf, kK € N.
Intrebare: Exista S m.stabila Tn G,
cu |S| > k7

este NP-completa (Karp, 1972). Probabil ca o
cauza a dificultatii acestei probleme este faptul
ca doua multimi stabile maximale (in raport
cu incluziunea) pot avea raportul cardinalelor
oricat de mare (vezi graful G din figura de la
pagina precedenta).
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O multime independenta de muchii sau cu-
plaj Tn graful G este o multime de muchii nea-
diacente doua cite doua . Cardinalul maxim al
unei multimi independente de muchii Tn G se
numeste numarul de muchie-independenta
al grafului G si se noteaza v(G).

Exemplu, pentru graful G-

numarul de muchie independenta, v(G) este 6,
un cuplaj cu acest numar de muchii fiind pus
Tn evidenta. Problema

P2 Intrare: G un graf.

Iesire: v(G) si un "martor”:
M cuplaj in G, cu |[M| =v(G).
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este foarte asemanatoare cu P1 (este de fapt,
O restrictie a lui P1 pentru intrari care sunt
line-grafuri) si totusi s-a aratat ca este In P(
Edmons, 1965).

Diferenta de complexitate provine, probabil,
din faptul ca raportul dintre cardinalele a doua
cuplaje maximale Th raport cu incluziunea nu
poate depasi 2.

Daca G = (V(G),E(G))este un graf si p €
N*, se numeste p—colorare a (virfurilor) lui
G o aplicatie ¢ : V(G) — {1,...,p} cu pro-
prietatea c3 ¢ 1(4) este o multime stabila Tn
G, Vi € {1,...,p} (remarcam ca, din definitia
multimilor stabile, () este 0 multime stabila ).
Numarul cromatic al grafului G, notat x(G),
este cea mai mica valoare a lui p € N* pentru
care G admite o p-colorare.
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Exemplu: In graful G desenat mai jos, sunt
evidentiate 2 colorari una cu 5 culori si una cu
4 culori. Se poate argumenta ca x(G) = 4.

rosu= culoarea 1
galben= culoarea 2
verde=culoarea 3
albastru=culoarea 4
negru=culoarea 5

Problema urmatoare apare Tn diverse situatii
practice (de exemplu Tn problemele de orar,
sau Tn problemele de acoperire din wireless net-

WOrks):
P3 Intrare: G un graf.

Iesire:  x(G) si un "martor":
o x(G)-colorare a lui G.
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Din problema P1 stim ca multimile stabile ale
grafului sunt greu de ""stapanit’”, si cum prob-
lema P3 cere de fapt sa partitionam multimea
de varfuri a grafului Tntr-un numar cat mai mic
de multimi stabile, este normal ca si aceasta
problema sa fie NP-dificila. Problema de de-
cizie

COL Intrare: G un graf, k € N.
Intrebare: Admite G o k-colorare?

este NP-completa chiar daca o restrictionam
la cazul particular £ = 3. EXxista Thsa restrictii
ale problemei pentru care avem apartenenta la
P (de exemplu, daca G este un graf perfect).

O p—colorare a muchiilor lui G este o aplicatie
c: E(G) — {1,...,p} cu proprietatea c3 ¢ 1(4)
este un cuplaj al lui G, Vi€ {1,...,p}.
Indicele cromatic al grafului G, notat x/(G),
este cea mai mica valoare a lui p € N* pentru
care G admite o p-colorare a muchiilor.
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Exemplu: In graful de mai jos

este evidentiata o 3-colorare a muchiilor; este
clar ca este si optima, Tntrucat muchiile inci-
dente Tn acelasi varf trebuie sa aiba culori dis-
tincte. Problema

P4 Intrare: G un graf.

Iesire:  x/(G) si un " martor" :
o x'(G)-colorare a muchiilor lui G.
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s-a dovedit a fi NP-dificila, desi era de asteptat
ca (lucrand cu cuplaje, iar problema P2 fiind
din P) ca ea sa fie rezolvabila polinomial.
Diferenta fata de P3 (P4 este de fapt o restrictie
a lui P3 pe clasa line-grafurilor) este ca in timp
ce P3 s-a demonstrat ca nu poate fi usor aprox-
imabila (In timp polinomial), problema P4 poate
fi rezolvata " aproximativ'' cu o eroare de o0 uni-
tate (deci daca se greseste, atunci colorarea
obtinuta are cel mult o culoare Tn plus fata de
cea optima).

Doua grafuri, G = (V(G),E(G)) si H =
(V(H),E(H)) se numesc izomorfe, si notam
aceasta prin G = H, daca exista o bijectie

0: V(G) - V(H)
Cu proprietatea ca aplicatia

Y. BE(G) — E(H),

definita pentru orice wv € E(G) prin ¢ (uv) =
o(u)p(v) este o bijectie.
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(deci, doua grafuri sint izomorfe daca exista o
bijectie Tntre multimile lor de virfuri care induce
O bijectie Tntre multimile lor de muchii).

Grafurile urmatoare sunt izomorfe, asa cum se

sugereaza 1n figura

Problema urmatoare este utila Th multe prob-
leme de modelare discreta (de exemplu Tn chimie)

ISO Intrare: G, H grafuri.
Intrebare: G=H?
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Nu s-a demonstrat daca aceasta problema este
sau nu NP-completa (aparteneta la NP este
clara). Se pare ca face parte dintr-o clasa
de probleme aflata Tntre P si NP). Exemplul
urmator arata dificultatea problemei (cele doua
grafuri au acelasi ordin, aceeasi dimensiune,
varfurile au acelasi numar de muchii incidente,
Si totusi ele nu-s izomorfe: in primul apar cCir-
cuite de lungime 4, iar in al doilea nu !)

G H

Daca G = (V(G), E(G))este un graf, un auto-
morfism al lui G este o permutare a lui V(G)
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(p: V(G) — V(G), ¢ bijectiva) cu proprietatea

ca induce o permutare a lui E(G)

( ¥ BE(G) — E(G), ¥v(uv) = o(u)p(v), Yuv €

E(G), este bijectiva ).

Multimea automorfismelor grafului G formeaza,

Tn raport cu operatia de compunere a aplicatiilor,
un grup numit grupul automorfismelor gra-

fului G, notat Aut(G).

Aut(G) este tranzitiv daca

Vv € V(G), {w|Fp € Aut(G) : p(v) = w} = V(G)

Exemplu:
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2. Variatii Tn definitia unui graf
a) Daca Tn definitia unui graf, se considera
FE(G) o multimultime pe Pg(V(G)), adica este

data o functie m: 7?2<V(G)) — N, se obtine
notiunea de multigraf.

Un element e € P2(V(G)) cu m(e) > 0 este muchie a
multigrafului, simpla daca m(e) = 1, multipla daca
m(e) > 1.

Oricarui multigraf M i se poate asocia un graf G(M),
numit graful suport al lui M, obtinut prin Tnlocuirea
fiecarei muchii multiple cu o singura muchie cu ace-
leasi extremitati. Pictural, modificarile de reprezentare
sunt evidente; graful suport al multigrafului desenat mai
jos, este graful desenat pe pagina precedenta la care se
adauga muchiile 61, 62 si 63.

®)
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b) Daca in definitia unui graf se considera E(G)
ca o multimultime pe multimea partilor nevide
cu cel mult doua elemente ale lui V(G), atunci
G se numeste graf general sau pseudograf.
O muchie e € E(G), e = {v} se numeste bucla
™ virful v.

Exemplul urmator arata un graf general M si
graful sau suport.

G(M)

Pentru evitarea confuziilor, uneori grafurile —
asa cum le-am definit— se mai numesc si grafuri
simple .
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c) Un digraf este o pereche D = (V(D), A(D))
unde V(D) este o multime finita nevida (multimea
virfurilor digrafului D), iar

A(D) C V(D) x V(D) este multimea arcelor
digrafului D.

Daca a = (u,v) este arc in D, notam a = uv Si
spunem ca

si v sint adiacente;

este incident din u ;

este incident spre v;

domina pe v;

este incident cu u spre exterior,;

este incident cu v spre interior;

este extremitatea initiala a lui a si v este
extremitatea finala a lui a.

€ & & g & & g

Pictural, digrafurile se reprezinta la fel ca si
grafurile, adaugind curbei ce uneste doua fig-
uri asociate varfurilor o sageata pentru a pre-
Ciza perechea de virfuri corespunzatoare arcu-
lul desenat.
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Exemplu:

>0

O pereche de arce de forma vw Si wv se numeste
pereche simetrica de arce.

Daca D este un digraf, inversul sau D’ este
digraful obtinut din D prin Tnlocuirea fiecarui
arc vw CuU opusul sau wwv.

Daca D este un digraf, atunci Tnlocuind fiecare
arc cu multimea de virfuri care 11 formeaza,
obtinem, Tn general, un graf general M(D).
Graful suport al acestuia se numeste graful
suport al digrafului D.
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Daca M (D) este graf atunci D se numeste graf
orientat (poate fi gindit ca obtinut prin " ori-
entarea” fiecarei muchii a grafului M(D)).

Un digraf complet simetric este un digraf Tn
care fiecare pereche de virfuri este unita prin
exact o pereche de arce simetrice.
Un turneu este un digraf Th care orice doua
Virfuri sint unite prin exact un arc.
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d) Grafurile infinite se obtin prin Tnlaturarea
conditiei de finitudine a multimii de virfuri Si
(sau) muchii. Acestea se considera a fi numarabile,
lar tratarea lor utilizeaza instrumente care nu
sunt neaparat combinatorii ( de exemplu, mecan-
isme generative). Un graf G local finit este

un graf infinit Tn care Ng(v) este finita pentru
orice Virf v.

e) Hipergrafurile se obtin renuntand la conditia
ca muchiile pot avea cel mult doua varfuri,
( se obtin astfel hipermuchiile). Ele se mai
numesc sisteme finite de multimi si vom arata
ca pot fi studiate via grafurile bipartite, desi
exista rezultate combinatorii importante si cu
aplicatii directe (de exemplu Tn bazele de date)
n formalismul care urmeaza extinderea tratarii
grafurilor (din punct de vedere combinatoriu
sau algebric).
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3. QGrade

Daca G = (V, E)este un graf si v € V un virf
al sau, atunci valenta sau gradul |ui v Tn G,
notat dg(v) sau pg(v) este

I{e | e € E,e incidenta cu v}|.

Un virf de grad O se numeste izolat; un virf
de grad 1 se numeste pendant. Daca toate
virfurile lui G au aceeasi valenta p atunci G
se numeste graf p—valent sau p—regulat. Un
graf O—valent se numeste graf nul. Un graf
3—valent se numeste graf trivalent sau cu-
bic. Un exemplu de graf trivalent este graful
lui Petersen:

Gradul maxim al unui varf al grafului G se
noteaza cu A(G), iar gradul minim §(G) .
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Concepte analoage se pot defini si pentru di-
grafuri. Daca v este un virf al digrafului D
atunci valenta interioara sau gradul interior
notat p;,(v) sau p,(v) sau d(v), este numarul
arcelor incidente cu v spre interior; valenta
exterioara sau gradul exterior notat py:(v)
sau pD(v) sau d"’(v) este numarul arcelor in-
cidente cu v spre exterior.
De exemplu, Tn digraful D desenat mai jos avem
dp(v) =1, dQ(v) = 2;
D(u)—3 dih(u) = 0;

dp(w) = 1, d+(w) = 3;
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4. Subgrafuri

Un subgraf al grafului G = (V(G), E(G))este
un graf H = (V(H), E(H)) care satisface:
V(H) CV(G) si E(H) C E(G).

Dacain plus, V(H) = V(G) atunci H se numeste
graf partial al lui G (in limba engleza, span-
ning subgraph).

Daca A C V(G) atunci [A]lg = (A, P>2(A) N
E(G)) se numeste subgraf indus in G de multimea
de virfuri A (se mai noteaza si G[A]).

In figura urmatoare, H este subgraf al lui G iar
subgraful indus de multimea de varfuri {3,4,6,8,10}
este GG[{3,4,6,8,10}]:

15 i I L°
&

H G[{4.8,6,3,10}]
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Subgraful [V(G) \ A]g se noteaza G — A si este
subgraful lui G obtinut prin Tndepartarea
virfurilor din A; Tn particular, daca A = {v},
atunci G — {v} se noteaza G — .

Daca E' C E(Q) atunci (EYg = (V(G), E') este
graful partial sectionat de £/ in G. G — E’
este prin definitie (E(G) \ E')g, iar G — e =
G—{e} (e€ E(G)). Pentru G graful din figura
precedenta si E' = {12,14,23,25,36,59,710,810,910},
obtinem ca (E')q este graful G’ :

2
u 3
4 5 (S5

10

(g

Concepte similare se pot defini Tn mod analog
pentru multigrafuri, grafuri generale sau digra-

furi.
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5. Operatii cu grafuri
Daca G = (V(G), E(G))este un graf, atunci :

-complementarul s3u este graful G cu
V(G) = V(G) si E(G) =P2(V(G))\ E(G).

Graful initial Complementarul Graful complet

-graful reprezentativ al muchiilor lui &G este
graful L(G) cu V(L(G)) = E(G) si
E(L(G)) ={ee' | e, € E(G),e si ¢ adiacente in G}.
b

f

Graful initial Line-graful sau
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-graful total al grafului G este graful T(G)
cu V(T(G)) = V(G)U E(G) si
E(T(®)) = {zyle,y € V(Q) UE(G),z Si y
adiacente sau incidente in G}.

-graful obtinut din G prin insertia unui virf
(z) pe o muchie (e = vw) este graful G/ = (V(G) U
{z}, E(G) \ {vw} U{vz,2w}) (2 ¢ V(G),e € E(G)).

Z

Doua grafuri obtinute prin insertii succesive de virfuri
pe muchiile aceluiasi graf se numesc homeomorfe.
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-graful obtinut din G prin contractia muchiei
e = vw € E(G) este graful Gle =
(V(G) \{v,w} U {z}, E([V(G) \ {v,w}]e)V
{yz | yv sau yw € E(G)}).

G Gle

Daca H se poate obtine prin contractii suc-
cesive de muchii din graful G, se spune ca
G este contractibil la H.

Fie G = (V(G),E(G))si G' = (V(G",E(G")
doua grafuri.

- Daca V(G) = V(G’) atunci reuniunea celor
doua grafuri si intersectia lor se definesc
GUG' = (V(G),E(G)UE(G"),

GNG = (V(@),E(G)NEG)).
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1 1
SQZ |
G G Intersectia Reuniunea

-Daca V(G)NV(G") = 0 atunciGUG’' = (V(G)U
V(G", E(G)UE(G")) se numeste reuniunea
disjuncta a grafurilor G si G’. Reuniunea
disjuncta a k grafuri izomorfe cu G se noteaza kG.

1 a
3) 2 b
4 3 d C

G G Reuniunea disjuncta

-Suma a doua grafuri G si G’ este graful

G+G =Gudg'.
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AN

G

N

1

G’

N

&=

G+G’

-Produsul cartezian al grafurilor G si G/ este
graful G x G’ cu V(G xG) =V (G) x V(G

Si

E(G x G") = {(v,w)(v,w)|v,v" € V(G),w,vw" € V(G')

G x G’

Se

v=1'si ww' € E(G")sau
w=w si v € E(G)}

AN

46



6. Clase de grafuri

Graful complet de ordin n : K,
cu |V(Kn)) =n si B(Kn) = P2(V(Kn)).

.HA@

K1 K2 K3 K4 K5

Graful nul de ordin n : N, = K,,.

N1 N2 N3 N4 N5




Circuitul de ordin n (n >3) Ch
cu V(Cp) ={1,...,n} si
E(Cp) ={12,23,...,n— 1n,nl}.

Jefefete:

C3 C4 C5 C6 Cr

Drumul de ordin n : P,
PlzKl, PQZKQ;

RIS

P1 P2 P3 P4 P5
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Un subgraf complet (de ordin ¢) al unui graf G

se numeste clica ( g-clica) a lui G.

Cardinalul maxim al unei clici a lui G se numeste

numarul de clica sau numarul de densitate

al lui G si se noteaza w(G). Cum, evident

w(G) = a(G), rezulta ca determinarea numarului
de clica al unui graf si a unei clici de cardinal

maxim este problema P1 cu intrarea G.

| =

omega omega omega omega omega
3 2 4 2 5

Un graf bipartit este un graf G cu propri-
etatea ca V(G) se poate partitiona Tn doua
multimi independente Tn G.

Daca S si T satisfac SUT =V(G), SUT =10
si S,T sint independente si nevide Tn G, atunci
graful bipartit G se noteaza G = (S,T; E(Q)).
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Deci, daca G = (S,T; E(G)) este un graf bi-
partit, atunci Ve € E(G) are o extremitaten S
si cealalta Tn T'.

Daca Vv € S si Vw € T vw € E(G), atunci
graful bipartit G = (S,T; E(G)) se numeste
graf bipartit complet si se noteaza K, unde
s =S| sit=|T|.

LR EE

K11 K2,2 K13 K2,3 K3,3

Pentru orice hipergraf H = (V,£), se poate
asocia un graf bipartit Gg = (V,&; E(Gpg)),
unde Vv eV, VF € £ vF € E(Gy) v e F.

F1

G

F2

3

7
N
NO M WN P

. Graful bipartit
Hipergraful H asociat lui H
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O constructie inversa evidenta, ne arata ca si
pentru orice graf bipartit se poate asocia un
hipergraf.

Un graf G = (V(G), E(G))se numeste planar
daca poate fi reprezentat Tn plan astfel Tncit
fiecarui virf sa-i corespunda un punct al planu-
lui, iar muchiilor le corespund curbe simple ce
unesc punctele corespunzatoare extremitatilor
lor si Tn plus aceste curbe se interesecteaza
(eventual) numai In virfuri. Un graf care nu-i
planar se numste neplanar. Exemple minimale
de grafuri neplanare sint grafurile K5 si K3 3.

AN

Planar Planar Planar K5 neplanar
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Desi problema

PLAN Intrare: G un graf.
Intrebare: Este G planar ?

pare mult mai dificila decat problema stabilei
maxime (P1 din cursul trecut), ea subsumand
notiuni de topologie, s-a dovedit ca este din P
( Hopcroft & Tarjan , 1972, O(n+ m)).

O modalitate uzuala de a defini clase de gra-
furi este de a interzice aparitia unor subgrafuri
induse, pentru grafurile acelei clase.

Daca F este o multime de grafuri, atunci un
graf G se numeste F-liber (sau F-free) daca
G nu are ca subgraf indus pe niciunul din-
tre grafurile lui F. De exemplu, clasa grafu-
rilor nule poate fi definita ca fiind clasa gra-
furilor Ko-free; clasa grafurilor ale caror com-
ponente conexe sunt subgrafuri complete este
clasa grafurilor P3-free;

clasa grafurilor triangulate (sau cordale) este
clasa grafurilor (Cy)r>4-free.
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7. Drumuri Si circuite
Fie G = (V(G), E(G))un graf.

Se numeste mers (walk) de lungime r de la
vila w Tn G un sir de virfuri si muchii

(v =)vo, Vo1, V1, -, Vp—1, Vp—1Vr, Ur(= w);

v Si w se numesc extremitatile mersului.

Daca muchiile mersului sint distincte atunci
mersul se numeste parcurs (trail) In G de la v
la w.

Daca virfurile sint distincte atunci mersul se

numeste drum (path) de la v la w.

2 8 2 3 6 5
mers M: 1 o0—e=—=O=—e—e—e—80—083

4 8 4 9 1 2 8
parcurs T. 90—0o—e—0—e—e—0—e5
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Daca v = w atunci mersul (parcursul) se numeste
mnchis.

Daca Tntr-un mers toate virfurile sint distincte,
cu exceptia extremitatilor, atunci mersul se numeste
circuit (sau drum inchis).

Un circuit este par sau impar dupa cum lungimea
sa (numarul muchiilor) este para sau impara.

circuite G r

Lungimea celui mai scurt circuit al grafului G
(daca G are circuite) se numeste gratia (girth)
grafului G si se noteaza cu ¢g(G); lungimea celui
mai lung circuit al lui G se numeste
circumferinta lui G si se noteaza c(G).
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Daca v si w sint virfuri ale lui G, lungimea
celui mai scurt drum de la v la w Th G se
numeste distantain G de la v |la w Si se noteaza
de (v, w).

Diametrul grafului G, notat d(G) este d(G) =
max{dg(v,w)|v,w € V(G)}.

8 \/<'\ 2

7

\d(G)=3 / \ d(G)=4 /

In proiectarea retelelor de interconectare a procesoarelor
este important ca graful GG reprezentand reteaua sa aiba
gradul maxim A(G) mic (restrictie tehnologica) si di-
ametrul d(G) micTn raport cu numarul varfurilor (restrictie
de calitate a interconectarii).

Definitiile de mai sus se extind, Tn mod evi-

dent,pentru digrafuri singura modificare fi-

ind aceea ca se Thlocuiesc muchiile cu arce.
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Un graf este conex daca exista (macar) un
drum Tntre orice doua virfuri ale sale; un graf
care nu este conex se numeste neconex.

Orice graf G poate fi unic exprimat ca o reuni-
une disjuncta de subgrafuri induse, conexe Si
maximale cu aceasta proprietate; aceste sub-
grafuri se numesc componentele conexe ale
grafului G (mai precis, se pot defini componen-
tele conexe ca subgrafurile induse de clasele de
echivalenta determinate pe V(G) de relatia de
echivalenta p C V(G) x V(G) definita prin :

v pw & existan G un drumdelavla w).

Graful din figura de mai sus are 4 componente conexe:
una cu 1 varf, una cu 2 varfuri si doua cu 5 varfuri.
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Concepte analoage se pot defini si pentru di-
grafuri; daca D este un digraf atunci :

e D este tare conex daca V(v,w) € V(D) X
V(D) exista un drum Tn D de la v la w;

e D este unilateral conex daca V(v,w) €
V(D) x V(D) exista Tn D un drum de la
v la w sau un drum de la w la v;

e D este conex daca G(D), graful suport al
lui D, este conex.

SNRYEINAYS Y

Unilaterd

conex
Tare conex Conex

N N NG
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Un graf conex care nu are circuite se numeste
arbore. Un graf ale carui componente conexe
sint arbori se numeste padure.

Time to leave the trees !!!

Daca G este un graf conex, un virf v € V(G) cu
proprietatea ca G — v este neconex se numeste
virf (punct) de articulatie; mai general, o
multime A de virfuri ale unui graf G se numeste
multime separatoare de virfuri (multime de
articulatie) daca G — A este neconex.

TN AN A N A

Pct. de Farapcte. Multime de Faramultimi
aticulatie || dearticulatie | | articulatie de articulatie
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Fie p un numar Tntreg pozitiv;

un graf G cu macar p virfuri este p—conex daca
G = Kp sau are cel putin p+ 1 virfuri si nu are
multimi separatoare de virfuri de cardinal mai
mic decit p.

Evident, G este 1-conex daca si numai daca
este conex. Un graf 2-conex se mai numeste
si bloc.

Numarul de conexiune al lui G, notat k(G),
este cel mai mare numar natural p pentru care
(G este p—conex.

g \/x /Y\

o= N e/
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Daca G este un graf conex, 0 muchie e €&
FE(G) cu proprietatea ca G — e este neconex
se numeste punte Tn graful G; mai general,
o multime A de muchii ale unui graf G se
numeste multime separatoare de muchii daca
G — A este neconex.

Un graf G cu cel putin p virfuri este
p—MmMuchie-conex daca nu admite multimi sep-
aratoare de muchii de cardinal mai mic decit p.

Numarul de muchie-conexiune al lui G, no-
tat A(G), este cel mai mare numar natural p
pentru care G este p—muchie-conex .

RN AN A

Runte M ultime separ atoar e lambda(G)=3
\ ) \.de muchii \ /
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Un graf (sau digraf) se numeste eulerian daca
admite un parcurs Tnchis care foloseste fiecare
muchie a grafului (respectiv, fiecare arc al di-
grafului).

Un (di)graf G se numeste hamiltonian daca
are un circuit care trece prin fiecare virf.

COARD

i

Gral U-i o
Graf Eulerian \hamiltonian / Graf hamiltonian

In timp ce problema testarii dacd un graf este
elerian este foarte simpla (Euler 1736 : conex
si cu toate varfurile de grad par), problema

HAM Intrare: G un graf.
Intrebare: Este G hamiltonian 7
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este NP-completa. Apartenenta la NP este
evidenta: un circuit hamiltonian, se poate in-
dica printr-o permutare a varfurilor care poate
fi testata Tn timp liniar. In schimb pentru prob-
lema

NH Intrare: G un graf.
Intrebare: Este adevarat ca G nu-i hamiltonian?

Nnu se cunoaste o demonstratie a apartenentei
la NP ( se observa ca este din co-NP). Nu se
poate da o demonstratie succinta ca graful de
mai jos nu e hamiltonian:

3-conex, planar, si nehamiltonian
(Tutte)
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8. Matrici asociate.

Daca G = ({v1,...,vn}, {e1,...,em}) este un
graf, atunci

Matricea de adiacenta a grafului G este ma-
tricea A = (a;)nxn, unde

1 daca v; si V; sint adiacente
a.. :
Y O altminteri.

Matricea de incidenta a grafului G este ma-
tricea B = (b;j)nxm, unde

b — 1 daca v; si e; sint incidente
“ 10 altminteri.

In cazul digrafurilor, se pot asocia similar astfel
de matrici, Tn care, evident se poate indica si
orientarea arcelor, folosind elementele 0, 1 si
-1.

63



Pentru graful din figura de mai jos,

P

matricea de adiacenta este:

(01 1 0 0)

1 0 0 11
A=11 0 0 1 1],

O 11 01

\0 1 1 1 0/

lar matricea de incidenta:

(00 000 1 1)

1 01 0 0 0 1

B=]101 01010

O 0O1 1100

\1100100)

Valorile proprii si polinomul caracteristic ale matricii de
adiacenta se numesc valorile proprii ale grafului, re-
spectiv, polinomul caracteristic al grafului.
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O Structuri de date utilizate Th reprezentarea
(di)grafurilor.

Fie G = (V,E) un (di)graf cu V. =4{1,2,...,n}
si |E| =e.

Cele mai uzuale structuri de date utilizate pen-
tru reprezentarea (di)grafului G sunt:

a) matricea de adiacenta

Daca A = (a;j)nxn €Ste matricea de adiacenta
a lui G atunci, reprezentarea acesteia cu aju-
torul unui tablou bidimensional va necesita
O(nQ) operatii pentru orice initializare, deci orice
algoritm, care foloseste o astfel de reprezentare,
are complexitatea Q(n?).

Cu aceasta structura de date testarea daca
doua varfuri sunt sau nu adiacente se face 1n
O(1), dar parcurgerea lui Ng(v) (sau Ng'{(fu)),
pentru un varf oarecare v € V, necesita Q2(n)
operatii.
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b) listele de adiacenta

Pentru fiecare virf v € V se considera o lista
A(v) a vecinilor sai In G.
Daca G este graf, atunci A(v) contine
Ng(w) = {v|lw € Vsi vw € E} iar daca G este
digraf atunci A(v) contine
NI (v) = {vlw € Vsi vw € E}

G = > .

Pentru cazul Tn care (G este graf, fiecare muchie
vw € FE va genera doua elemente Tn listele
de adiacenta, unul Tn A(v) si celalalt Tn A(w).
Spatiul total de memorie utilizat va fi de O(n+
2e). Pentru cazul Tn care G este digraf, spatiul
de memorie utilizat este de O(n + e).

Listele de adiacenta pot fi reprezentate cu aju-
torul tablourilor sau ca structuri dinamice de
date (liste Tnlantuite).

Testarea daca un varf fixat v este adiacent cu
un varf oarecare wn G se faceTn Q(dg(v)), dar
se poate parcurge Ng(v) n timpul O(dg(v)) Si
nu O(n) ca Tn cazul matricii de adiacenta.
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Pentru digraful desenat mai jos, sunt reprezen-
tate listele de adiacenta:

3 e 2 e
N
5 e 3 e«
N
6 e
=

Cu notiunile si terminologia minimala descrisa
Tn sectiunile 1-9 ale acestui prim capitol, se
poate trece la probleme algoritmice specifice.
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II Probleme de drum 1n (di)grafuri

1. Parcurgeri sistematice ale (di)grafurilor.

Graph search- paradigma algoritmica utilizata
pentru a desemna O metoda sistematica de
parcurgere a multimii varfurilor la care se poate
ajunge prin drumuri Tntr-un (di)graf de la un
varf fixat.

Dat G = (V, E) un (di)graf cu multimea virfurilor
V ={1,...,n} si s € V, se cere sa se genereze
"eficient” multimea

S={veV|3ID drum in G de la s la v}.
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(Di)graful G e reprezentat cu listele de adiacenta (e
nevoie de aflarea eficienta a multimii vecinilor nodului
curent, Tn procesul sistematic de vizitare).

Prezentam succint cele doua tehnici principale de par-
curgere.

bfs - breadth first search
Initial, Vv € V are eticheta label(v) < 0.

label(s) < O  parent(s) « O;
Ccreeaza coada Q continand s;
while Q #= () do
{ v<—varful din capul cozii Q;
sterge varful din capul cozii Q;
for w € A(v) do
{ iIf label(w) < O then
{ label(w) « label(v) + 1;
parent(w) «— v;
introdu w Th coada @

}
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Evident:

- S = {v € V|label(v) > 0};

- VYo € V label(v) = dn(s,v);

- variabila parent defineste arborele bfs aso-
ciat cautarii din s: daca G e graf atunci acesta
este arbore partial al componentei conexe a
lui G la care apartine s; daca G este digraf
atunci acesta este o arborescenta (arbore ori-
entat cu toate varfurile accesibile prin drumuri
din radacina);

- deoarece fiecare lista de adiacenta a unui varf
din multimea S este traversata exact o data,
complexitatea timp a lui bfs(s) este O(ng +
mg), unde ng = [S| iar mg = |E([S]a)|;

In figura urmatoare sunt desenati arborii core-
spunzatori lui bfs(1) si bfs(2).
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dfs - depth first search

Initial, Vv € V are eticheta label(v) < 0
si toti pointerii de parcurgere a listelor de adiacenta sunt la Tnceput.
label(s) < O  parent(s) « O;
creeaza stiva S continand s;
ng «— 1
while S #= () do
{ v«<varful din capul stivei S;
w «— next[A(v)]
if Jw then
if label(w) < O then
{ label(w) «— ng; ng+-+;
parent(w) < v;
introdu w Tn stiva S
}
else NORP (aici; dar se poate utiliza !1)
else sterge varful din capul stivei S

// s-a terminat cautarea din v;

}

Iarasi, rezulta imediat ca
S = {v € V|label(v) > 0} si complexitatea timp
a lui dfs(s) este O(ng + mg).
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Pentru exemplul nostru de lucru, arborii dfs(1)
si dfs(2) sunt ilustrati mai jos.

[ol—o
[}

Parcurgerile sistematice sunt importante pentru obtinerea
unor algoritmi eficienti pentru determinarea componen-
telor conexe Tn grafuri, pentru determinarea componen-
telor tari conexe in digrafuri, componentelor 2-conexe Tn
grafuri etc., (care sunt preprocesari uzuale pentru prob-
leme mai complicate).

Ele sunt esentiale Tn problemele din Inteligenta Artifi-
ciala, unde spatiul starilor de cautare poate fi vazut ca
un graf . De data aceasta graful este dat implicit; Tn
fiecare nod (stare) se dispune de un predicat preconditie
care este utilizat de o functie neighbours care intoarce
lista nodurilor accesibile Tn contextul curent din acel nod.
Graful explicit care se poate construi Tn principiu, este
folosit pentru descrierea algoritmului si analizele de com-
plexitate.
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2. Probleme de drum minim.

Fie G = (V, E) un digraf cu multimea virfurilor
V ={1,...,n}. Consideram data o functie

a:. F — R cu interpretarea:

Vij € E a(ij) =costul arcului 5 (ponderea,
lungimea, etc).

Daca digraful G este reprezentat cu ajutorul
listelor de adiacenta, atunci costul arcului 2y
este un cimp ™ nodul din lista de adiacenta a
lui 2 ce reprezinta acest arc.

Pentru usurinta notatiilor vom folosi reprezentarea
digrafului G cu ajutorul matricii de cost-adiacenta

A = (ajj)nxn CU
a(ij) dacaij e FE
aij —
00 altfel

AiCi co desemneaza un numar real mare n ra-
port cu celelalte costuri (de exemplu co > n X
max;;cp a(ij)) Si vom presupune in plus ca
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o0 Fa=o00, 00+ 00 = 0.

(Este posibil, de asemenea, ca co sa semnifice
acces terminat cu insucces in structura de date
Tn care se reprezinta matricea A).

Daca 7,7 € V, vom nota cu
DZ] = {Dz] | Dz] drumin G de la z la ]}
Pentru D;; € D;;

Dij : (1 =)vo, VoV, V1, -+, Up_1, Vyp_1Vr, Ur(= j)
multimea virfurilor este V(D;;) = {vg,v1,...,vr}
si multimea arcelor
E(D;;) = {vov1,v1v2,...,Vp_10r}.

Orice virf k # 4,5 al lui D;;, determina pe D;;

doua drumuri D;. € D Si Dg; € D Vom
nota D;; = Dy 0 Dy;.

Costul unui drum D;; € D;; se defineste
a(Di;) =04+ > aj.
ij€E(D;;)
In particular, a(D;;) = 0.
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Principalele probleme de drum (de cost) minim
care apar Tn aplicatii practice (sau sint utile Tn
rezolvarea altor probleme de optimizare com-
binatorie) sint:

P1 Date G digrafia: E(G) — R;s,t €¢ V(G),s # t.
Sa se determine Dj, € Dy, astfel incit
a(th) — min{a(Dst) | Dy € Dst}'

P2 Date G digraf;, a: E(G) — R;s € V(QG).
Sa se determine D}. € Dg; Vi € V(G), a.l.
a(DZZ‘) = min{a(Ds;) | Ds; € Dg;}-

P3 Date G digraf; a: E(G) — R.
Sa se determine D;‘j € D;; Vi,j € V(G), a.l.
a,(D;kj) = min{a,(DZ-j) | Dz’j c DZJ}

Observatii:

1. Cu conventia folosita Tn reprezentarea ma-
tricilor de cost adiacenta, se poate considera
ca Dw#@ Vi,5 € V.
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Daca a(D;;) < oo atunci D;; este drum (adevarat)
n Gdelailaj,iardaca a(D;;) = oo, atunci D;;
este drum Tn digraful complet simetric obtinut
din G prin adaugarea arcelor lipsa, cu costul
Q.

Rezulta ca toate multimile pe care se con-
sidera minimele n problemele precedente, sint
nevide si, cum digrafurile considerate sint fi-
nite, rezulta ca aceste multimi sint finite (in
fiecare drum virfurile sint distincte), deci min-
imele considerate exista.

2. Algoritmii de rezolvare a problemei (P1)
se obtin din algoritmii de rezolvare a proble-
mei (P2) adaugindu-li-se un test suplimentar
(evident) de oprire.

3. Problema (P3) se poate rezolva iterind un
algoritm de rezolvare a problemei (P2). Sint
posibile Thsa solutii mai eficiente.
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Aplicatii. Vom schita tn continuare trei aplicatii
practice posibile ale acestor probleme.

a) G = (V, F) reprezinta o retea de comunicatie
cu nodurile V si rutele directe Tntre noduri
formind multimea E.

Daca a(e) reprezinta lungimea arcului e, atunci
cele trei probleme de mai sus reprezinta prob-
leme naturale, care se pun Tn astfel de retele:
"determinarea drumurilor celor mai scurte’ .

Daca p;; € (0, 1] este probabilitatea de functionare
a arcului 23 € E atunci, presupunind ca arcele
functioneaza independent unele de altele, prob-
abilitatea de functionare a drumului D este

p(D)= ]I vpi;
ijeE(D)
Considerind a;; = —10og p;;, problema drumului

de cost minim de la s la t semnifica deter-
minarea drumului cel mai sigur de |la s la t.
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b) Retele PERT (Project Evaluation and Re-
view Technique).

Fie P={Aq,..., An} multimea activitatilor atom-
ice ale unui proiect de anvergura (n este mare).

P este o multime partial ordonata cu relatia de
ordine

A; < Aj < activitatea A; nu poate Tncepe
decit dupa terminarea activitatii A;.

Se cunoaste, pentru fiecare activitate A; tim-
pul de executie t;.

Se cere sa se determine un plan de orga-
nizare a proiectului astfel tncit timpul to-
tal de executie sa fie minim. (Notam ca
problemele practice sint mai complexe datorita
restrictiilor de utilizare concurenta a resurselor
- oameni, utilaje, etc. - de catre diversele ac-
tivitati).

Ideea generala pe care se bazeaza pachetele
soft care rezolva astfel de probleme este de
a asocia proiectului un digraf aciclic (reteaua
PERT) astfel:
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Fiecarei activitati A; i se asociaza arcul ;5; de
cost a(iljl) = 1.

Nodul 7; reprezinta evenimentul de Tnceput al
activitatii A;, iar nodul j; reprezinta evenimen-
tul de sfirsit al activitatii A;.

Daca activitatea A, poateincepe imediat dupa
terminarea activitatii 4;, se introduce Tn digraf
arcul j;i;. ( activitate fictiva) de cost 0.

Se asociaza un eveniment s (START) unit prin
arce de cost O cu elementele minimale ale lui
(P,<) si un eveniment ¢ (END) de care vor fi
unite prin cite un arc fiecare element maximal
al lui P.

In digraful obtinut (care este evident aciclic)
costul maxim al unui drum de la s la t reprezinta
cel mai scurt timp posibil de executie a proiec-
tului.

Un drum de cost maxim se numeste drum
critic, Tntrucit intirzierea oricarei activitati core-
Spunzatoare unui arc de pe drumul critic con-
duce la Tntirzierea Tntregului proiect.
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Figura de mai jos ilustreaza tipul de digraf
(aciclic) care se formeaza si se evidentiaza un
posibil drum critic. Dificultatea majora este
Tn constructia digrafului (modelarea problemei
reale) si problema devine extrem de interesanta
daca (dar si NP-dificila) daca se introduc si
alte tipuri de restrictii Tntre activitati (nu nu-
mai temporale).

A10:t10

Cc) Problema rucsacului. Dispunem de n obiecte
de volume aq,...,an Si de un rucsac de volum
b(a;€Zy,i=1,nbecZi,a;,<bVi=1n).

80



Cunoscind " profitul” p; € R4 adus de intro-
ducerea obiectului 7 Tn rucsac, se cere sa se
determine o incarcare a rucsacului de profit
total maxim:

n n
max{ Z D;iZ; | Z a;x; < b,x; € {O, 1}\72 = ].,—TL}
1=1 =1

Problema, desi interesanta Tn unele aplicatii
(de exemplu la Tncarcarea vapoarelor Tntr-un
port) a fost aleasa pentru a pune Tn evidenta
legatura dintre metoda programtii dinamice (dis-
crete) si problemele de drum minim Tntr-un di-
graf.

Consideram G = (V, E) un digraf cu
V={stuWVhuWu...uV,u({t}, unde
V; = {i9,41,...,i%} este asociat obiectului i, i =

1, n.

Arcele lui G sint:
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e 519 si s191 cu a(s19) =0 si a(s1®) = p;.
( se pune obiectul 1 Tn rucsac si se obtine profitul
p1, ajungandu-se la nivelul a; de umplere, sau nu se
pune obiectul 1 Tn rucsac, profitul fiind O si nivelul
de umplere ramanand 0).

o Vi=2,nVj=0,b:
(i —1)4 cu a((G—1)I4) = 0;
(daca decidem sa nu introducem obiectul ¢ Tn ruc-
sac, atunci de la Thcarcarea rucsacului cu primele
t — 1 obiecte se trece la o Tncarcare cu primele 1
obiecte Tn care nu este selectat obiectul z, deci se
ramane pe acelasi nivel de Tncarcare j, iar profitul
ce se va adauga este 0).
Daca 5 — a; > 0 atunci avem si arcul
(i —1)7—% 47 cu a,((z' — 1) z’J) = p,.
(se poate ajunge la o Tincarcare j prin introducerea
obiectului ¢« de volum a; la O Thcarcare a primelor
i — 1 obiecte de nivel j — a;).

e Vj =0,b: nJt cu a(nit) = 0.
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Figura urmatoare ilustreaza constructia aces-
tui digraf.
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Se observa din constructie, ca orice drum de
la s la ¢t Tn G corespunde unei submultimi de
obiecte cu suma volumelor mai mica sau egala
cu b si de profit egal cu costul acestui drum.
Reciproc, oricarei multimi de obiecte cu suma
volumelor nedepasind b 1i corespunde un drum
dela slatin G.

Rezulta ca daca Tn digraful G se determina un
drum de cost maxim de |la s la t se rezolva
problema rucsacului.

Notam ca descrierea (statica) a digrafului G

poate fi usor transformata Th una procedurala

astfel Tncit digraful sa reprezinte doar ilustrarea

unei metode de programare dinaminca (prospec-
tiva) pentru rezolvarea problemei rucsacului.

Atentie ! Problema rucsacului este referita uzual
ca una din problemele NP-dificile. Solutia polinomiala
descrisa mai sus conduce la un digraf aciclic cu O(nb)
varfuri, care nu-i dimensiunea intrarii !
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Rezolvarea problemei P2

Teorema. 1. Fie G = (V,FE) digraf, V =
{1,...,n}, seV sia: E— R, astfel incit

(I) VC circuit in G,a(C) > 0.
Atunci (uq,...,un) este o solutie a sistemului
us = 0
J71

daca si numai daca Vi € V, 3D}, € Dg; astfel
mcit a(D%) = u; si a(D}) = mln{a(D) | D €
Dsz}.

Demonstratie: " <" Fie DI (i € V ) solutii

ale problemei (P2) cu a(D} ) = min{a(D) | D €
Dg;}. Notam cu u; = a(D};) (i€ V).
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Ipoteza (I) asigura faptul ca us = 0, adica
prima ecuatie a sistemului (*) este verificata.
Pentru i = s drumul D7, are un penultim virf
j. Daca Dy; este drumul de la s la 5 determi-
nat pe D}, de virful j, avem: u; = a(D};) =
a(Dsg) + aji = a(D ) + Aj; = Uy + Ajg-

Aratam ca u; = Uj + Qg
Presupunem ca u; > uj + aj;, adica a(Ds;) >
a(D ) Avem doua cazuri posibile:

.’ g V(D?,). Atunci Dl = D}; o (4, ji,4) € Dy
Si a(Dl) — CL(D )+ajz < a’(DSJ>+a’ji — a(D;kz')a
ceea ce contra2|ce alegerea drumului D7, (vezi
figura urmatoare).
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2. i € V(D;fj). Fie Difj = Dg; o D;; cele doua
drumuri determinate pe Difj de virful i. Atunci
circuitul ¢ = D;; o (4,ji,1) are costul a(C) =
a(Dij) + aj; = a(Dy;) —a(Ds;) +aj; = uj+ aj; —
a(Dg;) < uj—l—ajz-—a(D:fi) = uj—l—aji—uz- < 0, con-
trazicind ipoteza (I) (vezi figura urmatoare).

Deci am demonstrat ca Vi # s = u; = uj + aj;.

Daca wu; nu satisface (*), atunci ar exista j;
astfel incat w; > uwj; + a;,;- Atunci, ca mai sus,
se poate construi un drum de cost mai mic
decat u; de la s la .
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Rezulta ca suficienta teoremei este demonstrata.

Notam ca de fapt am dovedit mai sus ca a(Ds;) =
a(D;‘j) adica, daca j este virful dinaintea lui 4
pe un drum de cost minim de la s la 7 atunci
si portiunea de drum de la s la 53 este drum de
cost minim de la s la 3. Inductiv, rezulta :

(Principiul optimalitatii al lui Bellman) daca
D?. este drum de cost minim de la s la ¢ atunci
Vj € V(D%,), daca D}, = Dy o Dj; atunci Dg;
(respectiv Dj;) sint drumuri de cost minim de
la s la j (respectiv de la j la i).

"=" ., Dovedim ca daca (ui,...,un) este o
solutie a lui (*) atunci

(a) dDg; € Dg; @ u; = CL(DSi), Vi e V.
(b)VieVu, = min{a(D) | D € Dsz}(: a(D;kz))
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(a) Daca i = s, atunci us = 0 si drumul Dgg
satisface a(Dgss) = 0 = us.
Daca ¢ # s, consideram urmatorul algoritm:

v 1,k «— 0;
while v # s do
{ determind w astfel INCTt uy, = ww + auwy;
// 3w pentru c3 u, satisface (*)
i — U k+ v —w

}

U1 < S

Sa observam ca algoritmul determina drumul

D (8 =)ig41, k419 - - - » 91, 1180, 10(= 7)
cu D € Dy, satisfacind a(D) = a(ip41%%) +- -+

(Uig — Ujy) = Ujg — Uiy = Ui — Us = Uj.

Nu este posibil ca Thtr-o iteratie oarecare w &
{i0,...,%,_1}, CaCi atunci s-ar obtine un circuit
C de cost total 0, contrazicind ipoteza (I).
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Din constructie, se observa ca wu; = u;; + a;;-

(b) Fie w; = a(D};) Vi € V. Conform primei
parti a demonstratiei w;, 1« = 1,n, satisfac sis-
temul (x). Presupunem ca u = (uy,...,un) &+
u = (uq,...,un). Cum us = us = 0, rezulta ca
exista ¢ #% s astfel Incit u; # w; si Vj € V(Dy;),
Jj # i, uj = u;, unde Dg; este drumul construit
la (@) pentru mw;. Atunci avem:

u; > U = Uiy + A = Uiy + a5

(din alegerea lui i)

> u;  pentru ca u; satisface (*).

Contradictia gasita arata ca u = w, deci ca v,
reprezinta costuri de drumuri minime.
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Observatii 1. Din demonstratie rezulta ca pen-
tru rezolvarea problemei P2 este suficient sa
obtinem o solutie a sistemului (x). Drumurile
corespunzatoare se obtin ca la (a).

Algoritmii pe care 1t vom prezenta se vor ocupa
de rezolvarea sistemului (x). Totusi, daca avem
u; = up + ap; atunci asa cum am vazut, k este
Virful dinaintea lui ¢z de pe drumul minim de la
s la ¢ de cost u;.

Rezulta ca daca Tn algoritmul de rezolvare a lui
(x) construim un tablou Tnainte[l..n] cu com-
ponente din V U {0,} cu interpretarea finala
"Tnainteli]=virful dinaintea lui « de pe drumul
minim de la sla ¢, atunci virfurile acestui drum
pot fi determinate Tn O(n) construind sirul 1,
Tnainteli], Tnaintefinaintefi]],... pina se depis-
teaza virful s.

2. Daca algoritmii de rezolvare a lui (x) vor
evita (prin modul de actualizare a vectorului
Tnainte) aparitia circuitelor de cost total 0, atunci
se observa ca,
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desi nu mai are loc unicitatea solutiei sistemu-
lui (%), problema (P2) este rezolvata. Rezulta
ca acesti algoritmi vor rezolva problema (P2)
Tn conditia

(I vC circuit Tn G, a(C) > 0.

3. In cazul grafurilor, rezolvarea problemelor
(P1)-(P3) corespunzatoare se poate face uti-
lizZind algoritmii pentru digrafuri, prin Tnlocuirea
fiecarei muchii cu o pereche de arce simet-
rice de acelasi cost ca si muchia pe care o
Tnlocuiesc.

Dificultatea unei astfel de abordari rezulta din
introducerea pentru muchii de cost negativ a
unor circuite de lungime 2 de cost negativ.

Deci, Tn cazul grafurilor, algoritmii pentru
digrafuri sint valabili doar daca toate cos-
turile sint nenegative.
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4. Avind Tn vedere ca multimile Dij sint finite,
se pot considera probleme analoge problemelor
(P1)-(P3) Tnlocuind min cu max.

Utilizarea ideii uzuale,

Mmaxx = —(Mmin(—x

rEA (a:EA( ))
prin Tnlocuirea costurilor a;; Cu —a;; este posi-
bila doar Tn cazul digrafurilor Th care pentru
orice circuit C avem a(C) < 0.

In particular, aceasta abordare este posibila Tn
cazul digrafurilor fara circuite (ca Tn aplicatiile
b) si ¢) prezentate).

Daca digraful initial are circuite, problemele
de drum de cost maxim se pot dovedi usor

(prin reducerea polinomiala la probleme hamil-

toniene) a fi NP-dificile.

93



Rezolvarea problemei (P2) Tn cazul digra-
furilor fara circuite

O numerotare aciclica a (virfurilor) digrafu-
lui G = (V,FE) este un vector ord[v] v € V,
(cu interpretarea ord[v] = numarul de ordine
al virfului v) astfel Tncit

Vow € E = ord[v] < ord[w].

Are |loc urmatoarea

Lema. G este un digraf fara circuite daca si
numai daca admite o humerotare aciclica .

Demonstratie. Este evident ca daca G ad-
mite o numerotare aciclica atunci G nu are Cir-
cuite (daca wvi,vp,...,vE,v1 Sint virfurile unui
circuit atunci, cum G are o0 numerotare aci-
clica, obtinem ord[vi] < ord[vs] < ... < ord|v] <
ord[v1], contradictie ).
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Reciproc, daca G nu are circuite atunci ex-
ista un virf  vg €V astfel incit d.(vg) =0
(altfel, datorita finitudinii digrafului, se poate
construi un circuit); punem ord[vg] < 1, con-
sideram G «— G-vg Si repetam rationamentul
(proprietatea de a nu avea circuite se trans-
mite la subdigrafuri induse).

Aflarea unei numerotari aciclice a unui digraf
se numeste si sortare topologica intrucat se
sorteaza multimea V Tntr-un mod compatibil
cu "topologia” digrafului.

Vom presupune ca digraful este reprezentat
cu ajutorul listelor de adiacenta. Dimensiunea
problemei este O(n + e).
Vom construi un algoritm care sa rezolve prob-
lema Tn timp O(n 4+ e).
Acest lucru este posibil datorita unei utilizari
judicioase a structurilor de date.
Linia algoritmului:
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- determinam gradele interioare ale virfurilor,
parcurgand toate listele de adiacenta (la intalnirea
lui w Tn lista de adiacenta a unui varf oarecare

v se executa d(w)++ ;

- Parcurgem vectorul dc_; si virfurile de grad in-
terior O le memoram intr-o stiva Sp;

(a)- scoatem virful din topul stivei Sg si-lI nu-

merotam;

(b)- scadem 1 din gradele interioare ale virfurilor
din lista de adiacenta a virfului tocmai numero-

tat(" 1l scoatem din digraf’) ;

(c)- Tn modificarea anterioara, crearea unui Vvirf

de grad interior O va implica memorarea lui n

stiva Sp;

(d)- reluam secventa (a) — (¢) pina cind stiva

devine vida.

Daca nu s-au numerotat toate virfurile rezulta
ca digraful contine circuite; Th cazul epuizarii
virfurilor, s-a obtinut numerotarea aciclica dorita
(sortarea topologica).

96



Revenim la rezolvarea problemei P2.

In acest caz, dupa sortarea topologica a digrafului, vom
ca considera varfurile sunt ordonate conform numerotarii
aciclice(varful 1 numerotat cu 1, varful 2 numerotat cu
2 etc.) siTn plus varful s din enuntul problemei P2 este
varful 1(pentru ca nu vor exista drumuri de la varful s la
varfuri cu numar de ordine mai mic decat el). In aceste
ipoteze sistemul (%) se poate rezolva prin substitutie:

1. Sorteaza topologic G; {O(n + e) operatii }
2. wuq < O; Tnainte[l] « O;
for : .=2 to n do
{ w; < oo; Tnainte[i] < O;
for )y . =1to:—1 do
if u; > U + aj; then
{ Ui < Uy + QA
Tnainteli] «— j
}

Complexitatea pasului 2 este, evident
O1+24+---4+n—-1)=0(n2).

97



Rezolvarea problemei (P2) Tn cazul cos-
turilor nenegative.

Algoritmul lui Dijkstra

Daca a;; > 0 Vij € E, atunci conditia (I') este
Tndeplinita si o solutie a sistemului (x) se poate
obtine cu ajutorul urmatorului algoritm (Dijk-
stra, 1961).

Se considera S C V astfel Tncit pe parcursul
algoritmului are loc

(D) :
{ Vie S wu; =min{a(D) | Ds € Dy}

Vie VS wu; =min{a(Ds) | Dsi € Dsi, V(Dsi) \ S = {i}}

Daca se reuseste construirea lui S astfel Incit
S =V, atunci problema e rezolvata.
Initial, se va considera S = {s} siTn n — 1 pasi
se adauga la S cite un nou virf din V.
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Algoritmul lui Dijkstra

1. S« {s}; us < O; Tnainte[s] < O;
for : € V \ {s} do
{ ;< ag; Tainteli] «— s }
// dupa aceste initializari (D) are loc

2. while S #V do

{
determina j* € V\ S : uj = min{u; | j € V\ S},
S — SuU{j*};
for j € V\S do

}

Corectitudinea algoritmului va rezulta daca vom
arata ca, daca Tnaintea unei iteratii din pa-
sul 2 are loc (D), atunci, dupa executia acelei
iteratii, (D) are loc de asemenea.

Aratam mai Tntii ca Tn ipoteza ca (D) are loc,
atunci adaugarea lui 57* la S nu contrazice (D).
Deci trebuie dovedit ca daca u; = min{u; | j €
V \ S} atunci ’U,]* = mln{a(DSJ*) | DS]* - DS]*}
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Presupunem ca exista Dl* € Dy j* astfel Tncit
a,(D1 ) < Ujx.

Cum S satlsface (D), avem

Ujx = mln{a,(D ) | Dgix € DS]*,V(DSJ*) \ S =
{7*}}. Rezulta cé V(DSJ Y\ S # {5}

Fie k primul virf al drumului D1 (Tn parcurg-

sJ*
erea sa din s) astfel Incit k ¢ S
Atunci a,(D1 $) = a(le) + a(D )

Din alegerea lui k, avem V(D )\S = {k} Si
cum (D) are loc, avem a(D )— ur. Obtinem

x > a(D «) = up+a(Dj ) > uy, (costurile sint
nenegatlve) ceea ce contra2|ce alegerea lui j*
Contradictia obtinuta arata ca, dupa atrlbwrea
S = SU{j*}, prima parte a conditiei (D) are
locC.

Pentru ca si cea de-a doua parte a conditiei (D)

sa aiba loc dupa aceasta atribuire, sa observam
caVvjeV\(SU{j*}) avem

min{a(Dsj) | Dsj S DsjaV(Dsj) \ (SuU{j*}) =
{7}} = min(min{a(Dy;) | Dsj € Dy, V(Dgy;) \
‘? :*ij}}v min{a(Dsj) | Dsj S DsjaV(Dsj) \ S =
JsJ -
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Cum (D) are loc, primul din cele doua minime
de mai sus este u,;. Fie a; valoarea celui de-
al doilea minim si fie Dl. drumul pentru care
se realizeaza. Cum j* € V(ng), avem a; =
a(Dij*) + a(D}*j).

Intrucit SuU {j*} satisfce prima parte a Iui (D),
avem a(Dslj*) = u;« (altfel s-ar contrazice alegerea
lui Dslj nlocuind Tn ng, portiunea ng cu un
drum de cost mai mic). Deci a; = ujpx +

1
a(Dj*j).

Daca drumul D]l*j este de lungime 1 atunci

avem Qj = Uy -+ Q-
Altfel, considerind k£ virful dinaintea lui 5 de
pe drumul ng avem k # j*k € S si o =
a(DL) + ar;. - Cum S U {j*} satisface prima

parte a lui (D), obtinem a; = up + ag;.

Intrucit S satisface (D), wu; este costul unui
drum minim de la s la k cu virfurile continute
n S deci a; este costul unui drum de la s la j
cu virfurile continute Tn S. Rezulta ca 2> Uy,

caci S satisface (D).
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Am obtinut ca singurul caz Th care o < Uj este
atunci cind = uj*—l—a,j*j < uy, situatie testata
™ ciclul for al pasului 2.

Rezulta ca (D) are loc pe tot parcursul algo-
ritmului si deci valorile finale ale variabilelor
u; reprezinta solutia sistemului (). Evident,
tabloul Thainte este actualizat pentru memo-
rarea implicita a drumurilor de cost minim.

Complexitatea timp a algoritmului, Tn de-
scrierea data este O(n?) datorita selectarii min-
imelor din pasul 2.

Este posibila organizarea unor cozi cu priori-
tate (de exemplu heap-urile) pentru a memora
valorile u;, 1 € U = V' \ S, astfel InCit extragerea
minimului sa se faca in O(1), iar actualizarile
necesare Tn pasul 2 sa se faca n timpul to-
tal de O(mlogn) unde m = |E| (executandu-
se O(m) descresteri de valori u;, fiecare nece-
sitand O(logn) operatii; Johnson ,1977).
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Cea mai buna implementare se obtine utilazand
heap-uri Fibonacci, ceea ce conduce la o com-
plexitate timp de O(m + nlogn) (Fredman si
Tarjan, 1984).

Opadure cu radacini ( rooted forest) este un
digraf aciclic D = (V,A) cu proprietatea ca
fiecare varf are gradul interior cel muit 1.
Varfurile de grad interior O sunt radacinile |ui
D, iar cele cu grad exterior O sunt frunzele lui
D.

Daca uv € A atunci u este parintele lui v iar v
este copilul lui w.

Daca padurea are o singura radacina, atunci
ea este un arbore cu radacina.

O padure Fibonacci este o padure cu radacini
F = (V,A) Tn care copiii fiecarui varf v pot fi
ordonati astfel Tncat copilul numarul 7 are la
randul sau cel putin : — 2 copii.
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Teorema. Intr-o padure Fibonacci F = (V, A)
fiecare varf are cel mult 1 + 21og |V| copii.

Dem. Notam cu o(v) numarul varfurilor acce-
sibile din v Tn F' (ordinul subarborelui cu radacina
V).

Aratam ci o(v) > 20@T(=-1)/2 care va implica
prin logaritmare afirmatia din enuntul teore-
mei.

Se observa ca inegalitatea precedenta are locC
pentru v frunza, asa ca utilizam un rationament
inductiv.

Fie k = dT(v) si fie v; copilul numarul ¢ al lui
v(t=1,...,k).

Avem, o(v;) > 2@ ()—=1)/2 > 2(i~1)/2 fntrucat
dt(v)) >i—2.

Decio(v) = 1458, o(v;) > 1428, 2673)/2 >
...>2(k=1)/2 gj teorema e demonstrata.

104



Un heap Fibonacci continand valorile reale
(uj; j € U) este o padure Fibonacci F = (U, A)
(fiecare varf j are ordonati copii astfel Tncat
copilul numarul ¢ are cel putin i—2 copii) Tn care
este precizata o multime T' C U astfel Thcat:

(i) daca jk € A atunci u; < ug;

(ii) daca h este copilul numarulzalluijsih & T
atunci h are cel putin ¢z — 1 copii;

(iii) daca j1 si jo» sunt doua radacini distincte
atunci d* (j1) # d (j2)-

Teorema anterioara ne asigura ca numarul
radacinilor nu va depasi 2 + 2log |U|.

Heapul Fibonacci va fi reprezentat cu ajutorul
urmatoarei structuri de date:

- cate o lista dublu Tnlantuita Cj a copiilor
fiecarui 5 € U,

-functia p : U — U, unde p(j) = parintele lui j
(daca j e radacina p(y) = j);
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-functia dT : U — N:

-functia b: {0,...,t} - U (cut=14[2log|U|)
cu proprietatea ca b(dt(j)) = j pentru fiecare
-functia l : U — {0,1} cu I(j) = 1 daca si nu-
mai daca 5 € T.

Teorema. Pentru gasirea si stergerea den ori
a unui 3 care minimizeaza U Si descresterea de
m Ori a unei valori Uj, Structura de date poate
fi actualizata in timpul O(m+p-+nlogp), unde

p este numarul de varfuri din padurea initiala.

Dem. Pentru gasirea unui 3 care minimizeaza
u; este suficient sa parcurgem Up(4) pentru 1 =
0,...,t, deci Tn O(logp). Un astfel de element

j (cu u; minim) se poate sterge astfel:

-fie vq,...,v, copii lui j;
-stergem 5 si arcele ce ies din 5 din padure;
-acum v, ...,v; au devenit radacini, iar conditiile

(i) si (ii) nu-s afectate;

106



-pentru repararea conditiilor (iii) se executa
pentru fiecare r = vy, ..., vg:

repara(r); daca 3s radacinad cu dt(r) = dt(s)
atunci: daca ur < ug, adauga s ca ultim copil
al lui r si repara(r), altfel ( uy > ug), adaua r
ca ultim copil al lui s si repara(s).

In acest fel conditiile (i) si (iii) sunt mentinute,
lar existenta radacinii s de mai sus, se face cu
ajutorul funtiilor b,d si p (In timpul procesului,
se actualizeaza structura de date).

Descresterea unei valori u; pentru un j € U se
face astfel:

declara radacina(j):

daca j are un parinte, fie acesta v, atunci

se sterge arcul vj si se aplica repara(r);

daca v ¢ T se adauga v la T, altfel se scoate v
din T si se aplica declara radacina(v):
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Notam cu iner(..) si decr(..) numarul cresterilor,
respectiv descresterilor lui .. Tn timpul operatiilor
din enuntul teoremei. Avem:

numarul de apeluri ale lui declara radacina=
decr(u;)+decr(T) <

<decr(u;)+incr(T)+p <2decr(u;)+p=2m + p,
deoarece crestem I' cel mult o data dupa ce a
descrescut un wu;.

Daca R este multimea radacinilor, avem:
numarul de apeluri ale lui repara=
decr(A)+decr(T) <

<decr(A)+incr(R)+p =2decr(A)+p

<2(nlogp+ 2m+p) + p.

Cum decizia daca sa se apeleze una sau alta
dintre cele doua functii se facen O(1), rezulta
ca algoritmul are complexitatea O(m—+p+nlog p)
si teorema e demonstrata.
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Corolar. Algoritmul lui Dijkstra pentru rezolva
rea problemei P2 se poate imlementa cu aju-
torul heap-urilor Fibonacciin complexitatea timp
O(m + nlogn).

Demonstratia rezulta din teorema precedenta
si din urmatoarea figura care indica un mod de
constructie a heap-ului initial (binomial):
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Daca se doreste rezolvarea problemei (P1) cu
ajutorul algoritmului lui Dijkstra, atunci, la in-
troducerea lui t Tn S, se poate opri algoritmul.
Complexitatea, Th cazul cel mai nefavorabil,
ramine aceeasi. Totusi, Tn situatii practice con-
crete exista posibilitatea de a grabi introduc-
erea lui ¢t Tn S utilizZind o functie de dirijare a
procesului de constructie a lui S.

O functie g : V — R4 se numeste estimator
consistent daca

(i) Vi € V wy ‘I‘Q(Z) < min{a(Dst> | D €
Dt si i€ V(Dst)},

(i) Vij € £ g(7) < a;j + 9(j).

Sa observam ca g(i) = 0 Vi este un estimator
consistent (trivial).
Daca Tnsa V(G) este o multime de puncte din
plan, atunci g(i)=distanta (euclidiana) de la
1 la t este un estimator consistent, daca sint
satisfacute conditiile (ii).
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Daca g este un estimator consistent atunci se
poate modifica alegerea lui 7* In algoritm ast-
fel: ujx + g(j*) = min{u; + g(5) | j € V' \ S}.
Algoritmul ramine valabil (demonstratia este
identica situatiei g(¢) = 0 Vi si se foloseste (ii)
repetat).

Avantajul este acela ca se vor introduce n S
Virfuri care sa ne apropie de t.

In implementarea care rezultad din descrierea
algoritmului lui Dijkstra, s-a presupus ca se
dispune de matricea de cost-adiacenta a di-
grafului. In cazul digrafurilor cu multe virfuri
(Tn care, de exemplu, listele de adiacenta sint
memorate Tn memoria secundara), sau Tn cazul
digrafurilor date functional (se dispune de o
procedura care construieste pentru un virf dat,
lista sa de adiacenta) aceasta implementare
este neeficienta, respectiv neaplicabila. O im-
plementare care nu are aceste deficiente este
urmatoarea datorata lui Glover, Klingman si
Philips (1985)
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Partition Shortest Path ( pPspP) algorithm:

1.

2.

us < 0; Tnainte(s) « O;
S «— 0; NOW «— {s}; NEXT — (;
while NOW UNEXT # () do
{ while NOW # () do
{ Extrage i din NOW,
S—Su {Z},
L« NZ(i);// se genereaza in L, lista de
adiacenta si costurile corespunzatoare
for j € L do
iIf ¢ NOW UNEXT then
{ Uj < Uy + Qij, Tnainte(j) — 1]
introdu j Tn NEXT
}

else if Uj > Ui -+ Qjj then
U uj = ui+ay
Tnainte(j) «— i
}
}

if NEXT # () then

{ determina d = min{u; |i € NEXT};
transfera Vi € NEXT cu u; = d Th NOW

}

112



Rezolvarea problemei (P2) Tn cazul gen-
eral.

Daca exista i3 € E astfel Tncit ajj < O, algorit-
mul lui Dijkstra nu mai este valabil Th general
(introducerea lui 55 Tn S poate conduce la vio-
larea conditiei (D)).

Considerind Tndeplinita conditia (I') vom re-
zolva sistemul (x) prin aproximatii succesive.

Consideram Vi e VsiVm=1,n—1
(BM)
u;' = min{a(D) | D € Dy;, nr arcelor Iui D este < m}.

Cum orice drum Tn G are cel mult n — 1 arce
rezulta ca daca reusim constructia lui

0 0 0o n e 3 0 0o g n y
= (uf, . uh), W= (03, )

u 1 = (71 W27 w1, atunci u? 1 este
solutia S|stemuIU| (*).

Algoritmul care rezulta este urmatorul:
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Algoritmul lui Bellman, Ford, Moore (~ 1960)

1. ul«0; foricV\{s} do u} « ag;
// evident (BM) are loc
2. for m:=1ton—-2do
for : . =1 to n do

m—+1 : -
u, — mln(u;-”, mln]#z(u;” —|— aﬂ))

Pentru a demonstra corectitudinea algoritmu-
lui, aratam ca daca «™(m > 1) satisface (BM)
atunci si «™T1 o satisface. Fie i € V si con-
sideram multimile de drumuri:

A={D | D € Dg,numarul arcelor lui D < m+41}.
B ={D | D € Dy;,numarul arcelor lui D < m}.
C ={D | D € Dg;,numarul arcelor lui D = m-+1}.

Atunci A = BUC(C si

min{a(D) | D € A} = min(min{a(D) | D €
B}, min{a(D) | D € C})
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Cum u™ satisfac (BM), rezulta ca

min{a(D) | D € A} = min(u*, min{a(D) | D €
Cl).

Fie min{a(D) | D € C} = a(DY), DY € C.

Daca 5 este virful ce-l precede pe 7 Tn DY (ex-
ist3, Tntructt DO are macar 2 arce) atunci
a(D9) = a(ng) fa;; > u§” + aj; ,

Tntrucit DSOj are m arce si u' satisface (BM).

Rezulta ca

min{a(D) | D € A} = min{ugn,minj#i(ugn +
a;;)} valoare care Tn algoritm se atribuie Iui
"t

; :

Observam ca algoritmul are complexitatea de

O(n3) daca determinarea minimului din pasul
2 necesita O(n) operatii.

Determinarea drumurilor minime se face mentinind

vectorul Tnainte, initializat Tn mod evident Tn
pasul 1 si actualizat corespunzator, |la stabilirea
Mminimului din pasul 2.
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Observatii:
1. Daca la algoritm se adauga si pasul 3:

3. if (FieVal u! ' >minjL(u) ! 4 aj))
then'’” exista circuit de cost negativ “.

se obtine posibilitatea testarii Tn O(n3) a
existentei unui circuit C de cost negativ Tn di-
graful G (altfel, din demonstratia corectitudinii
algoritmului ar trebui sa nu se poata micsora
u?’_l).

Depistarea circuitului C se face simplu (O(n))

utilizind vectorul Thainte.

2. Daci existd k < n— 1 astfel incit uk = ukt+1

atunci algoritmul se poate opri. Mai mult, se

poate obtine o implementare a acestui algo-

ritm, care sa aiba complexitatea O(nm), folosind
O coada UQ Tn care se vor pastra virfurile ¢

carora li se modifica u; curent (se va renunta,

evident, la memorarea tuturor aproximatiilor

succesive).
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Rezolvarea problemei (P3).

Consideram

Problema se reduce la determinarea matricii
U = (u;j)nxn, atunci cind se cunoaste A ma-
tricea de cost-adiacenta.

Drumurile de cost minim vor fi obtinute ™ O(n)
daca odata cu determinarea matricii U se va
construi matricea

Inainte=(Tnainte(i,j))nxn Cu elementele avind
semnificatia

Tnainte(i,j)=virful dinaintea lui j de pe drumul
de cost minimde laila 531n G.

Sa observam ca daca ajj = O Vi3, atunci, iterind
algoritmul lui Dijkstra pentru s € {1,...,n}, se
obtine un algoritm de complexitate O(n3).
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Daca G nu contine circuite de cost negativ, dar
exista Si arce de cost negativ, iterind algoritmul
lui Bellman Ford pentru s = 1,n se obtine un
algoritm de complexitate O(n%).

Aratam Tn continuare ca se poate proceda Si
mai eficient.

Solutia 7¢.
Fiea:V —Ra. T Vije E a(i) +a;; > a(j).
Consideram a : E — R4 data de

Qjj = Qyj + a(i) — a(y), Vij € E.

Avem a;; > 0 si, Tn plus, oricare ar fi Dz-j e D,

197
(2) a(D;j) = a(D) + a(i) — a(j).

Rezulta ca se poate itera algoritmul lui Dijkstra
pentru obtinerea drumurilor de cost @ minim Si
din relatia (2) se observa ca un drum este de
cost @ minim daca si numai daca este drum de
cost a minim. Rezulta urmatorul algoritm:
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1. Determina a Si construieste A.
2. Rezolva (P3) pt. A construind U si Inainte.
3. Determina U (uz] = Ujj — Oé(’L) + Oé(j) \V/Z])

Pasul 2 al algoritmului necesitd O(n)3) operatii
prin iterarea algoritmului lui Dijkstra.

Pasul 1 se poate realiza Tn timpul O(n3), fixind
s € V si rezolvind (P2) cu alg. Bellman-Ford.

In adevar, daca (u;, @ € V) este solutie a lui
(P2), atunci (uj, j € V') este solutie a sistemu-
lui (%) = Uj = mini#j{uz- + aij}, adica Vi € E
U > u; + Qij, SaAU, a;; + u; — Uj > 0.

Deci, se poate considera a(i) = u; Vi € V.

Solutia a 17¢.
Fie

uy = min{a(D;;) | Dij € Di;, V(Di5) \ {4,5} C

{1,2,....m—1}}Vi,j €{1,2,....,n},m=1,n+4 1.
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Atunci, evident u,}j = a;; Vi,j € V (presupunem
matricea A avind elementele diagonale egale
cu 0). In plus,

uz-j_l_ —mln{uZL, u umj}‘v’z,jev,mzl,...,n

Aceasta ultima relatie se poate justifica induc-
tiv: un drum de cost minim de la ¢ la 3 care nu
are virfuri interioare > m poate sa nu contina
virful m, Si atunci are costul uf} sau poate
contine virful m, si atunci, din principiul op-
timalitatii al lui Bellman si ipoteza inductiva,

m m
este U —+ Uy

Evident, daca se obtine v} < 0 atunci digraful
contine un circuit de cost negativ C care trece
prin virful 4, cu V(C)\ {i} C{1,...,m — 1}.

Aceasta solutie a problemei (P3) este cunos-
cuta ca algoritmul lui Floyd-Warshal si poate

fi descris astfel:
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1: for ::=1 to n do
for j ;=1 to n do
{ Tnainte(i,j) « 1,
if : =5 then { a;; < O;Tnainte(i,i) «— 0 }
}

2: for m =1 to n do
for i :=1 to n do
for ) .=1 to n do
if Qj; > QAim + A j then
{ Qjj <= Qim T Gmy;
nainte(i, j) «inhainte(m, j)
if (t=4 A a;; < 0) then
return " circuit negativ®

Evident, complexitatea algoritmului este de O(n3).

Observatie. Daca digraful nu contine circuite
de cost negativ, atunci initializind a;; < oo, val-
orile finale ale elementelor diagonale dau costul
minim al unui circuit ce trece prin virful core-
Spunzator.

121



Solutia a I11*. Consideram a;; =0 Vi e V (G
nu contine circuite de cost < 0).

Iterarea algoritmului lui Bellman Ford corespunde
urmatoarei abordari. Fie

ury = min{a(D;;) | D;; € D;j, D;; are cel mult m arce}

Vi,g€eV,Vm=1,2,...,n—1.

Daca notam U™ = (um) cume€{0,1,2...,n—
1}, unde U° are toate elementele oo CU exceptla
celor de pe diagonala care-s egale cu O atunci,
iterarea algoritmului lui Bellman Ford revine la:

1. fori,jeVdOu?j<—ooifi;éjelseo;
2. for m:=0ton—2 do
for 7,7 €¢ V do um+1 = ming(ul} + ag;);

(tn . minimul anterior, comparatia cu ugl din
algoritmul Bellman Ford, se realizeaza pen-
tru £k = j, si utilizind ipoteza ca a;; = 0).
Intregul proces de calcul se poate rescrie ma-
tricial daca se considera urmatorul produs pe
multimea matricilor patrate cu elemente reale:
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VB,C € Mpxn B®C =P = (p;)

unde, Dij = mink:m(aik 4+ bk])

Se observa ca, daca se foloseste determinarea
uzuala a minimului, atunci calculul matricii P
este similar Tnmultirii uzuale a matricilor. In
plus operatia ® este asociativa.

Cu aceste notatii avem
Umntl — ym g A si inductiv rezultd c3

Ul =A,02=A2) .  pyrn1=g0-1)
unde AK) = A=) o A si A1) = A.

In ipoteza ca griful nu are circuite de cost neg-
ativ, atunci A(2") = A(n=1) .2k >p 1

Rezulta ca determinarea succesiva a matricilor
A A2 A4 = AR A(2) | conduce la un al-
goritm de complexitate O(n3logn) pentru re-
zolvarea problemei (P3)
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(desigur, matricea Inainte se va obtine Tn O(n3)
operatii ca Th demonstratia teoremei 1, dupa
determinarea lui U™ 1))

Daca " produsul* matricial considerat se face
cu algoritmi mai performanti atunci se obtine
O rezolvare eficienta a problemei (n3 din eval-
uarea precedenta se poate Tnlocui cu n/°927 =
n281(Strassen 1969); sau chiar cu n238
(Cooppersmith, Winograd 1987)).
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3. Probleme de conexiune.
Teorema lui Menger si aplicatii.

Definitie. Fie G = (V,E) (di)graf si X, Y C V.
Numim XY-drum Tn G orice drum D n G de
la un virf x € X la un virf y € Y, astfel IncCit
V(ID)NX ={z} si V(D)NY = {y}.

In figura alaturat3a, D1 : a,v,u,t,c Si D> : a,d
sunt singurele XY-drumuri ce pornesc din a :

Vom nota cu D(X,Y; G) multimea tuturor XY -
drumurilor Tn G.

Sa observam ca daca x € X NY atunci drumul
de lungime 0 D = {z} este XY-drum.
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Vom spune ca drumurile D1 si D> sint disjuncte
daca V(D1)NV(D>) = 0.

Probleme practice evidente, din retelele de co
municatie, dar si unele probleme legate de conex-
iunea grafurilor si digrafurilor, necesita deter-
minarea unor multimi de XY -drumuri disjuncte
Si Cu numar maxim de elemente.

Vom nota cu p(X,Y;G) numarul maxim de
XY-drumuri disjuncte Tn (di)graful G.
Teorema care precizeaza acest numar a fost
stabilita de Menger Tn 1927 si constituie unul
din rezultatele fundamentale din teoria grafu-
rilor.

Definitie. Fie G = (V,E) un digraf si X,Y C
V. Numim multime XY-separatoare in G o
multime Z C V astfel incit VD € D(X,Y;G) =
V(D)NZ #0.
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Notam cu
S(X,Y;G)={Z|Z XY-separatoare in G}
Si cu
k(X,Y;G) =min{|Z|; Z € S(X,Y; G)}.
Din definitie, rezulta urmatoarele proprietati

imediate ale multimilor XY-separatoare:

(a) Daca Z € S(X,Y;G) atunciVD e D(X,Y; Q)
D nu este drumn G — Z.

(b) X,Y € S(X,Y; Q).

(c) Daca Z € S(X,Y; G) atunci VA astfel Tncit
Z CACV avem Ae S(X,Y;G).

(d) Daca Z e S(X,Y;G) si T e S(X,Z;G) sau
TeS(ZY;G) atunci T e D(X,Y; Q).
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Proprietatea (d) este esentiala pentru obtinerea
teoremei urmatoare si este evidentiata mai jos

X

Teorema. 1. FieG = (V,FE) (di)grafsi X,Y C
V. Atunci
p(X,Y;G) = k(X,Y; G).

Demonstratie: 1°. Daca p = p(X,Y; Q) si
D1, Do, ...,Dp sint XY -drumuri disjuncte in G,
atunci VZ € S(X,Y;G) avem ZNV(D;) # 0 si
cum D; sint disjuncte (i = 1,p):
1Z] 2 1Z 0 U V(D) = Ti=1,1Z2 0 V(D) >
Zz’=1,p1 — D.

Deci VZ € S(X,Y;G) |Z] > p; Tn particular
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20, Aratam prin inductie dupa a(G) = |V |+ |E|
CAVG = (V,E) VX,Y CV

(x) JE(X,Y;G) XY-drumuri disjuncte in G.

(Evident, din (x) rezulta ca
p(X,Y:G) > k(X,Y;G) si deci, Tmpreuna cu
10, teorema e demonstrata).

Cum (%) se verifica pentru (di)grafuri G cu
a(G) = 1,2, consideram Tn pasul inductiv ca
(x) are loc pentru orice (di)graf G’ si orice
XY C V(G"), cu a(G") < a(G). Pentru a
exclude cazurile banale, vom presupune ca
XZY, YZXsik=kX,Y;Q) >O0.

Cazul 1. Exista 7 € S(X,Y ;@) astfel Incit
Z| =k, Z # X,Y.

Consideram Vx, ={v | 3D € D(X,Z;G) : v €
V(D)} si Vyy = {v | dD € D(Z,Y;G) : v €
V(D)}.
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Sa observam ca VxzNVgzy =2

(daca exista v € Vxy N Vyy — Z, atunci se
obtine ca Z nu este XY-separatoare; daca ex-
ista z € Z astfel Incit z ¢ Vx, N Vyy atunci
Z —{z} este XY-separatoare, contrazicind |Z| =
E(X,Y,;G)).

Pe de alta parte, exista x € X —Z (daca X C Z,
atunci cum X € S(X,Y;G) si |[Z| = k(X,Y; Q)
rezulta X = Z, contrazicind ipoteza cazului
1) si evident = ¢ Vzy (altfel, Z nu ar fi XY-
separatoare). Rezulta |Vzy| < |V|. In mod
similar |Vxz| < |V].
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Fie Gxz = [Vxzlg si Gzy = [Vzylg. Din
observatiile precedente: a(Gxz), a(Gzy) < a(G).

Avem k(X, Z, GXZ) =k Si k(Z,Y; Gzy) =k

(Z este X Z- separatoarein Gxz, respectiv ZY -separatoare
T Gzy si are cardinalul k; daca Tn unul din cele doua gra-
furi, ar exista o multime T separatoare de cardinal < k,
atunci, utilizind observatia (d), se contrazice definitia
lui £ pentru G, X si Y).

Din ipoteza inductiva, rezulta ca exista k X Z-
drumuri disjuncte in Gxz si k£ ZY-drumuri dis-
juncten Gyzy. Cum Vx,NVyy = Z si |Z] =k,
rezulta ca aceste 2k drumuri se pot concatena
doua cite doua In G (vezi figura de mai jos) si
deci (%) are loc.
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Cazul 2. Oiricare ar fi Z XY-separatoare
astfel incit |Z| =k avem Z = X sau Z =Y.

Presupunem, pentru precizarea notatiilor, Z =
X. Cum X Y, existaze X -Y. X —{z}
nu este XY-separatoare (are mai putin de k
elemente). Exista deci un XY-drum in G. Fie
e = xy prima muchie (arc) a acestui drum (ex-
istal). Sa observam ca y ¢ X. Consideram
G' =G —e. Avem a(G") < a(G), deci (%) are
loc pentru G/, X si Y.

Daca k(X,Y; G") = k, atunci cele k XY-drumuri
disjuncte din G’ sint XY -drumuri disjuncte si Tn
G deci (%) are loc pentru G, X si Y.

Daca k(X,Y;G") < k, atunci in G’ exista Z’
XY-separatoare cu |Z'| = k—1 (se aplica, even-
tual, proprietatea (c)).
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Deci Z' nu este XY-separatoatein G (|Z/| < k).
Singurele XY-drumuri pe care Z nu le inter-
secteaza sint cele care au drept prima muchie
(arc) pe e.

Din definitia lui k, rezulta ca z ¢ 7/, y ¢ Z’' si
12U {z} = 2" U {y}| = k.

Din alegerea lui =z si y avem Z' U {z} # Y si
z'u{y} # X.

Din ipoteza cazului 2, rezulta atunci ca
Z'U{z}=Xsi Z7u{y} =Y.

Cele k drumuri din (x) sint Tn acest caz
{Z}ZEZ/ Sl (xawyay)
e
_ =

Cu acestea, teorema este demonstrata.
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Observatir. 10, Egalitatea min-max din enuntul
teoremei este interesanta si conduce, asa cum
vom vedea, |la rezultate importante, Th cazuri
particulare.

20 Teorema se poate demonstra si algoritmic
ca O consecinta a teoremei fluxului maxim-
sectiunii minime, asa cum vom arata Th capi-
tolul relativ la probleme de flux.

Forma echivalenta Tn care a fost enuntata si
demonstrata initial de Menger (1927) teorema
1 este:

Teorema. 1'. Fie G = (V,E) un (di)graf si
s,t € V, astfel incit s = t, st ¢ E. EXista k
drumuri intern disjuncte de la s la t in graful G
daca si numai daca tndepartind mai putin de k
virfuri diferite de s si t, Tn graful ramas exista
un drum de la s la t.
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Notam ca doua drumuri sint intern disjuncte
daca nu au virfuri comune cu exceptia extremitatilor.

Se observa ca daca se considera X = Ng(s) Si
Y = Ng(t) (respectiv, NC—IJ_(S) si N~ (t) Tn cazul
digrafurilor) teorema 1’ se obtine imediat din
teorema 1.

Reciproc, o constructie inversa celei de mai sus
asupra tripletului G, X, Y din teorema 1, arata
ca teorema 1 se obtine din teorema 1'.
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Am definit un graf G p-conex (p € N*) daca
G = K, sau daca |G| > p si G nu poate fi
deconectat prin Thdepartarea a mai putin de p
virfuri. Utilizind teorema 2’ obtinem

Corolar. Un graf G este p-conex daca G = Ky
sau Vst € E(G) existd p drumuri intern dis-
Jjuncte de la s lat in G.

Determinarea numarului k(G) de conexiune a
grafului G (cea mai mare valoare a lui p pentru
care G este p-conex) se reduce deci la deter-
minarea lui
min_ p({s}, {t}; G)
steE(QG)

problema care vom dovedi ca se poate rezolva
Tn timp polinomial.

Un caz particular interesant al teoremei 1, se
obtine atunci cind G este un graf bipartit iar X
Si Y sint cele doua clase ale bipartitiei:
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Teorema. 2. (Konig, 1931) Daca G =
(S, R; FE) este un graf bipartit, atunci cardinalul
maxim al unui cuplaj este egal cu cardinalul
minim al unei multimi de virfuri incidente cu
toate muchiile grafului.

Demonstratie: Evident, cardinalul maxim al
unui cuplaj Tn GG este

p(S, R; G), care este egal, conform teoremei 1,
cu k(S,R; G).

Teorema rezulta imediat daca observam ca o
multime de virfuri este SR-separatoare daca si
numai daca este incidenta cu orice muchie a
grafului.

O aplicatie, fundamentala Tn numeroase rationamente
combinatorii, a acestei teoreme este teorema Ilui Hall
(1935).

Definitie: Fie I si S multimi finite nevide. Nu-
mim familie de submultimi ale lui S (indexata
dupa 1) orice aplicatie A: 1 — 25 \Vom nota
familia A = (A;;7 € I) si vom folosi notatia
functionala uzuala

A(J) = Uje A, (pentru J C T).
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Daca A = (A;;1 € I) este o familie de submultimi
ale lui S, o functie r4 : I — S cu proprietatea
ca rq(i) € A;, Vi € I se numeste functie de
reprezentare pentru familia A.

In acest caz, (r4(i);i € I) formeaza un sistem
de reprezentanti ai familiei A.

Daca functia de reprezentare ry4 este injec-

tiva atunci r4(I) € S se numeste sistem de

reprezentanti distincti ai familiei A, sau transver-
sala.

Problema centrala Tn teoria transversalelor este
aceea de a caracteriza familiile A care admit
transversale (eventual cu anumite proprietati).
Prima teorema de acest tip a fost stabilita de
Hall Tn 1935:
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Teorema. 3. Familia A= (A;;i € I) de submultimi
ale lui S admite o transversala daca si numai
daca

(H) A = |J] VIS T

Demonstratie: Necesitatea este evidenta: daca
A admite o functie r 4 de reprezentare injectiva
atunci VJ C I ry(J) C A(J) si deci |A(J)| >
7 4(J)| > |J| (Intrucit r 4 este injectiva).

Suficienta. Consideram graful bipartit G4 =
(I,S; E) unde am presupus I NS = ( (altfel,
se considera copii izomorfe disjuncte) iar £ =
{is|i€elI, se€S AN se A;}. Se observa ca
Ng (i) = A; si ca A are o transversala daca
si numai daca G4 are un cuplaj de cardinal
[I]. In ipoteza ca (H) are loc, aratam ca orice
multime de virfuri incidenta cu toate muchiile
lui G 4 are macar |I| elemente,
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ceea ce dovedeste existenta cuplajului de car-
dinal |I]| (utilizind teorema 2).

Fie X =I'uS'CcITUS o multime de virfuri in-
cidenta cu toate muchiile. Rezultd ca Ng (I —
Iy C 8, adica A(I —I') C S’. Atunci, |X| =
1’| + |S'| > |I'| + |A(I — I')|. Folosind conditia
(H) obtinem Tn continuare: |X| > |I'| 4+ |A(I —
>+ 1 -T1'| = 1]
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O alta teorema celebra care poate fi obtinuta
Ca O consecinta imediata a teoremei 2 este teo-
rema lui Dilworth, 1950.

Preferam totusi, o demonstratie directa, pen-
tru a evidentia asemanarea cu cea a teoremei
1. Fie (P, <) o multime finita partial ordonata

(< este o relatie de ordine pe P ).

Daca x,y € P, spunem ca x Si y sint compara-
bile daca x <y sau y < .

Un lant Tn (P, <) este o submultime L a lui P
Cu proprietatea ca orice doua elemente ale sale
sint comparabile.

Un antilant Tn (P, <) este o submultime A a lui
P cu proprietatea caVe,yc Az <y = x = y.

Teorema. 4. (Dilworth, 1950) Daca (P, <)
este o multime partial ordonata finita, atunci
numarul minim de lanturi a caror reuniune (dis-
juncta) este P este egal cu cardinalul maxim
al unui antilant.
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Demonstratie. Fie a(P, <) cardinalul maxim al
unui antilant al lui (P, <).

Aratam prin inductie dupa |P|, ca exista a(P, <)
lanturi a caror reuniune este P (inegalitatea
inversa este imediata).

Dcaa |P| = 1, afirmatia este triviala, deci pre-
supunem, Tn pasul inductiv, ca teorema are loc
pentru orice multime partial ordonata cu mai
putin de |P| > 2 elemente.

Fie L un lant maximal (in raport cu incluzi-
unea) al lui P.

Daca a(P—L,<) = a(P,<)—1, atunci teorema
are loc din ipoteza inductiva.

Deci, presupunem ca 1n P— L exista un antilant
A={a1,as,...,am} cu m=a(P,<). Fie

P ={z|xze€eP,da; € A: z < a;}
P+={a:|:c€P,E|a,j€A:a,j§:c}.

Seobserviaci P=P UPT, P NPT = Asic3
IP~|,|PT| < |P| [ elementul maximal (minimal
) al lui L nu apartine lui P~ (respectiv, P1)].
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Se poate, deci, aplica ipoteza inductiva pentru
a Sscrie

P™ =Uj=1mL; L7 lant Aa;€L; Vi=1,m

Pt =Uj—1mL L lant Aa; € L Vi=1,m.

In plus, a; este element maximal Tn L, si ele-
ment minimal Tn L,LTF.

Rezulta ca (L; U Lj')izl,m sint cele a(P, <)
lanturi a caror reuniune este P.
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Structura grafurilor p-conexe.

Lema. 1. FieG = (V, FE) p-conex, |V| > p+1,
UCV |Ul=psizeV-U. ExistainG p zU-
drumuri cu singurul virf comun x.

Demonstratie: Consideram graful G/ = (V U
{2},E"), unde B! = EU{z2y |y e U}.

G

G’ este p-conex. In adevar, VA cu |A| <p—1
G’ — A este conex (daca z € A, acest lucru
este evident din p-conexiunea lui G; daca A C
V., atunci G/ — A este conex intrucit G — A
este conex si dy € U cu zy € E(G' — A) ).
Lema rezulta, aplicind teorema 1' grafului G/
Si perechii z, z.
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Lema. 2. Daca G = (V,E) este un graf p-
conex p > 2, atunci oricare ar fi doua muchii
e1 Sl epx sip—2 Virfuri zq,xp,...,r,_» €xista un
circuit tTn GG care le contine.

Demonstrtie: Inductie dupa p.

Daca p = 2, trebuie sa dovedim ca Tn orice graf
2-conex, prin orice doua muchii trece un cir-
cuit. Consideram G’ obtinut din G prin insertia
cite unui virf pe muchiile e1 (a ) sies (b).

5

Noul graf este tot 2-conex, deoarece orice virf
am scoate, nu se pierde conexiunea . EXxista
deci Tn G/ doua ab-drumuri disjuncte, care in G
ofera un circuit ce contine eq Si e».

e?

G
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Fie p > 2 si presupunem afirmatia adevarata
pentru orice graf k-conex k < p. Fie G p-conex.

Putem presupune ca extremitatile muchiilor eq
Si ex nu sint printre zq,xp,...,r,_», deoarece
altfel, afirmatia ar rezulta prin inductie.

Graful G — z,_» este (p — 1)-conex. Conform
ipotezei inductive exista un circuit u ce contine
r1,T2,...,Tp—3 Sl e1, ep. FieY mutimea virfurilor
lui p, Y] >p.

Folosind lema 1, existain G p z,_»y drumuri cu
y € Y, disjuncte. Putem presupune ca pentru
orice Tp_2Y astfel de drum, y este primul virf
din Y Tntilnit, asa ca aceste drumuri au Cite un
singur virf comun cu Y. Dam o orientare cir-
cuitului p si numerotam virfurile sale conform
acestei orientari.Avem deci drumurile

Dajp—le’ Dxp—2y27 R D$p—2yp'
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P
Xo-2
Virfurile y1,yo, ..., yp descompun circuitul Tn dru-
murile Dy, ys, Dysyss - - -5 Dy, 1yp, Dypys -

Exista un drum dintre acestea, Tn care nu e
continut nici unul din elementele

L1, Tp—3,€1,€2.

Fie acest drum Dy,q,; atunci
ce contine z1,z2...,%p_2, €1 Si ep
si lema este demonstrata.
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Teorema. 5. (Dirac 1953) DacaG = (V, E)
este un graf p-conex p > 2, atunci prin orice p
virfuri ale sale trece un circuit.

Demonstratie. Fie xq1,2p,...,2p_2,Zp_1,Tp P
virfuri oarecare ale lui G. Deoarece graful G
este conex, exista e; = TLp_1 Si eo = yxp Si
aplicam lema 2.

Aplicam aceasta teorema, precum si ideea uti-
lizata Tn demonstratia lemei 2, pentru a demon-
stra o conditie suficienta de hamiltonietate in-
teresanta, datorata lui Erdods si Chvatal (1972).

Teorema. 6. Fie G p-conex. Daca a(G) <p
atunci G este hamiltonian.

Demonstratie: Presupunem ca G nu e hamilto-
nian. Vom obtine o contradictie. Cum G este
p-conex , exista un circuit de lungime cel putin
p (conform teoremei lui Dirac de mai sus).
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Fie C un circuit de lungime maxima in G. Daca G nu
e hamiltonian, exista v ¢ C. Intrucit |C| > p, conform
lemei 2, exista p vC-drumuri disjuncte (cu exceptia lui v)
fie ele Dyy,, Dyvyy - - -y Doyw, (numerotarea virfurilor este Tn
ordinea Tntilnirii lor Tntro parcurgere fixata a circuitului
). Notam, pentru fiecare v;, cu w; Virful succesor al lui
v; Th parcurgerea lui C.

_

,f

\V4

Atunci, vw; ¢ E (altfel am avea circuitul

vw;, w;, C' —w;v;, Dy, de lungime mai mare decit C). Cum
a(G) < p, multimea {v,wi,ws2,...,wp} Nu este stabila.
Deci, exista wsw; € E.

Dar atunci:

Dy, drumul (invers) pe C de la vs la wy, muchia wyws,drumul
(invers) pe C de la ws la w,si D,, este un circuit de
lungime mai mare decit C, contrazicind ipoteza ca C
este de lungime maxima.
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III. ARBORI
1. Proprietati elementare ale arborilor

Definitie: Un arbore este un graf conex si fara
circuite.

Teorema. 1. Fie G = (V,E) un graf.
Urmatoarele afirmatii sint echivalente:

(i) G este arbore.

(ii) G este conex si este minimal cu aceasta
proprietate.

(iif) G este fara circuite si este maximal cu
aceasta proprietate.

Observatie:Maximalitatea si minimalitatea din conditiile
(ii) si (iii) se refera la multimea muchiilor grafului G si
se considera Tn raport cu relatia de ordine data de in-
cluziune. Mai precis, cele doua afirmatii se pot formula
echivalent astfel:

(ii') G este conex si Ve € E(G), G — e este

neconex.
(iii’) G este fara circuite si Ve € E(G), G + e
are un circuit.

150



Definitie: Fie G = (V,E) un (multi)graf. Se
numeste arbore partial al lui GG, un graf partial
T = (V,E") (E' C FE) care este arbore.

VVom nota cu 75 multimea arborilor partiali
ai lui G.

Obs. 15 # () daca si numai daca G este conex.

In adevar, daca T 7= 0, atunci exista un arbore
partial T = (V,E’) al lui G. T este conex, deci
Tntre orice doua virfuri ale lui G exista un drum
cu muchii din E/ C E. Prin urmare G este
conex.

Reciproc, daca G este conex, atunci consideram
urmatorul algoritm:

1. T — G
2. While (3e € E(T) astfel incit T'\ {e} este conex) do
T — T\ {e}
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Graful T obtinut este graf partial al lui GG, este
conex (din ipoteza, dupa atribuirea din 1, asa
este si din conditia lui while, T" este conex dupa
fiecare iteratie) si Tn plus la oprirea algoritmu-
lui, T satisface conditia i7) din teorema 1, deci
este arbore.

O alta demonstratie a reciprocei anterioare se
bazeaza pe observatia ca G = (V, E) este conex
daca si numai daca oricare ar fi o partitie (V1, Vo)
aluiVexistae=vivwme FEcuy; eV 1=1,2.

Daca |V| = n > 0 atunci urmatorul algoritm
construieste un arbore partial al lui G-

1. 71 — ({v},0) (v € V, oarecare); k « 1;
2. while £ <n do
{ Fie vivp € E cu vy € V(T}),vo € V\V(T});
//3 o astfel de muchie din conexiunea lui G
V(Tig1) «— V(T}) U{va} ;
E(Tiy1) < E(T}) U {vivo};
k=k+1
}
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Se observa ca T este arbore Vk =1,n
(inductiv, daca T, este arbore, atunci din constructie
Tr+1 este conex si nu are circuite)

si, Tn plus, se verifica imediat ca:

V(Ty)| =k iar |[E(T,)|=k—1 Vk=1,2,...,n.

Aceasta demonstratie aplicata unui arbore G
cu n Vvirfuri dovedeste ca G are n — 1 muchii.

Proprietatea obtinuta poate fi folosita pentru
completarea teoremei 1 cu alte caracterizari ale
arborilor:

Teorema. 1'. Urmatoarele afirmatii sint echiva-
lente pentru un graf G = (V, E) cu n virfuri:

(i) G este arbore.

(ii) G este conex si are n — 1 muchii.

(iil) G este fara circuite si are n — 1 muchii.

(iv) G = K, pentrun=1,2 si G # Ky, pentru

n > 3 Si adaugarea unei muchii la G produce

exact un circuit.
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2. Numararea si enumerarea arborilor partiali

Familia 74 a arborilor partiali ai unui (multi)graf
are proprietati interesante. Vom prezenta o
metoda (tip backtrack) de generare a ele-
mentelor lui 75, problema de interes practic
Tn multe aplicatii (de exemplu, Tn chimie).

Fie G=(V,E),V ={1,2,...,n},|E| = m.
Reprezentam E printr-un tablou E[1l..m,1..2]
cu componente din V cu semnificatia ca daca
v = FEJi, 1] si w = E[i,2], atunci vw este muchia
¢ agrafului G (i =1,m ).

Vom presupunen plus, ca primele dg(vg) muchii
din tabloul FE satisfac E[i,1] = vg unde vg € V
este un Vvirf oarecare. Exemplu:

1 Cc a
2 c d
3 C b
a a d
5 a b
6 b d
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Un arbore partial T' € 74 va fi identificat cu
multimea indicilor ce reprezinta muchiile sale
n tabloul E (submultime a lui {1,...,m} de
cardinal n — 1).

Pe tot parcursul generarii dispunem de un vec-
tor global T'[1..n—1] cu componente din multimea
1..m si de un indicator z avind semnificatia: Tn
arborele curent care se construieste, primele
1 — 1 muchii sint

T <T2]<...<Tli—1] @G e{1,...,n}).

generare-arbori-partiali(int 7);
// se genereaza toti arborii partiali ai lui G
avind drept prime ¢ — 1 muchii,elementele
T(1),...,T(:—1)
ale tabloului £ (ordonate crescator).

variabile locale:
j€41,...m}; S, lista de virfuri; z € V;

iIf : =n then
//{T(1),...,T(n—1)} formeaza un
arbore partial ;
prelucreaza T ( listeaza, memoreaza etc.)
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else
if : =1 then

for j ;=1 to dg(vg) do

{ T[] < J;
A:
generare-arbori-partiali(i + 1);
B:

}

else
for j =T[i-1]+1tom—-(n—1)+1i dO
if ({T[1],...,T[i —1]}uU{j}), nu are circuite

then

{ T[i] < 7,
A:
generare-arbori-partiali(i + 1);
B:

Apelul generare-arbori-partiali(1) rezolva prob-
lema enumerarii elementelor lui 74.
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Pentru exemplul considerat mai sus (G = Ky
si numerotarea precizata pentru muchii) arborii
generati sunt urmatorii 16 :

XA N

AN/
N

LN L

Figura poate fi interpretata si ca lista tuturor
arborilor etichetati distincti care se pot forma
cu cele 4 noduri (nu s-au mai trecut etichetele
nodurilor si muchiilor, pentru decongestionarea
figurii; totusi s-a marcat muchia T(1) pentru
a se evidentia modul de functionare a algorit-
mului).
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Pentru implementarea eficienta a testului daca
graful partial

<{T[1], T — 1]} U {j}>G nu are circuite sa
observam ca din constructie,

{ral,...,TlE- 1),
Nnu are circuite , deci componentele sale conexe
sint arbori.

VVom considera un vector global rad[l..n] cu
componente din V cu semnificatia

rad[v] = radacina arborelui la care apartine
virful v (unul din virfurile acestui arbore).

Inaintea apelului generare-arbori-partiali(1) se
initializeaza rad[v] «— v(VYv € V), ceea ce core-
spunde faptului ca {T'[1],...,T[i— 1]} = 0.

Pe parcursul apelurilor (recursive) se Tncearca
plasarea muchiei 37 Tn multimea curenta
T[1],...,T[i — 1].
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Fie v = FE[j,1] si w = E[j,2].

Atunci <{T[1], LTl — 1]} U {j}>G nu are Cir-
cuite daca si numai daca

Mmuchia vw nu are extremitatile Th aceeasi com-
ponenta a lui

{rnl,..., T -113) .,

adica daca si numai daca rad[v] # rad[w].

Vectorul rad trebuie Tntretinut pentru a avea
semnificatia dorita.

Acest lucru se obtine Tnlocuind Th algoritmul
descris, instructiunile (vide) etichetate A si B.
Astfel, A: se va Tnlocui cu secventa :

S — 0; x + rad[v];
for u eV do
iIf rad[u] = = then
{ S SU{u};
rad|u] < rad[w]

}
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(Tn cuvinte, arborele cu radacina x se " uneste”
cu arborele cu radacina rad[w]; se salveaza Tn
S virfurile arborelui cu radacina z).

Dupa apelul lui generare-arbori-partiali(i + 1)
trebuie refacut vectorul rad la valoarea dinainte
de apel, deci se va Tnlocui B: cu

for v € S do radlu] := z;

Numarul elementelor lui 75, problema intere-
santa chiar si numai pentru analiza algorit-
mului precedent, se poate determina eficient.
Prezentam Tn continuare una din solutiile posi-
bile.

Fie G = (V, F) un multigrafcuV =4{1,2,...,n}.
Cosideram A = (a;j)nxn Matricea de adiacenta
a lui G (a;; = multiplicitatea muchiei ij daca
i7 € E, altfel 0). Fie

D = diag(d;(1),dn(2), ...,da(n)).
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Matricea L[G] = D — A se numeste matricea
de admitanta a multigrafului G sau ma-
tricea Laplace a lui G.

Sa observam ca in L[G] suma elemetelor de pe
fiecare linie si fiecare coloana este O.

Teorema. 2. (Kirchoff-Trent) (Matrix Tree
Theorem) Daca G este un multigraf cu multimea
de virfuri {1,...,n} si L|G] matricea Laplace,
atunci

7q| = det(L[G];)  Vie{l,...,n}.

L[G];; noteaza minorul lui L[G] obtinut prin
Tndepartarea liniei ¢ si coloanei j.

Demonstratia (pe care o omitem) se bazeaza
pe regula clasica de dezvoltare a unui determi-
nat dupa o linie, dupa descompunerea lui 745 Tn
arborii care contin o muchie fixata si cei care
nu contin aceeasi muchie.
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Corolar. ‘TKn|: n"~2 (Cayley).

In adevar,

L[Kn] —

si (dupa un simplu calcul):

n—1 —1 ... —1

-1 . .. s _
det(L[Knl11) =| = . . 4 | =" 2.

=

(Daca n = 4, caz ilustrat Tn figura precedenta, se obtine
\Tm = 42 = 16, adica au fost generati toti arborii !)

Observatie. Teorema ofera un algoritm poli-
nomial de determinare a lui |74|.
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3. Arbori partiali de cost minim.

Consideram urmatoarea problema:

(P1) Date G = (V,E) grafsic: E — R
(c(e) — costul muchiei e), sa se determine
T* € 1q astfel Incit

c(T*) = min{c(T) | T € 1},
unde c(T') = ¥ cp(T) c(e).

Algoritmii cunoscuti pentru rezolvarea proble-
mei (P1) au la baza urmatoarea ideie:

Se considera initial, familia 70 = (9,79, ..., )
de arbori disjuncti TP = ({i},0) i = 1,n (am
presupus, ca de obiceica V. =4{1,2,...,n}) .

In pasul general k ( k = 0,n — 2) al algoritmului
se dispune de familia 7F = (TF,T5,...,TF )
de n—Fk arbori disjuncti astfel incit V(1)) _1.—
constituie o partitie a lui V si se construieste
Tk+1 astfel:
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- se alege T% unul din arborii familiei T%.

- dintre toate muchiile lui G cu o extremitate Tn
TF si cealalta in V-V (TF) se alege una de cost
minim, e* = vsvj» unde v« € V(T]]fk) J* #*~ s.

- THHl = (TF\ {T§, T.}) UT unde T este ar-
borele obtinut din Ty si T}. la care adaugam
muchia e*.

Se verifica imediat ca noua familie este formata
din arbori disjuncti care partitioneaza multimea
de virfuri ale grafului GG. Daca alegerea muchiei
e* nu este posibila, atunci rezulta ca G nu este
conex Si deci problema (P1) nu are solutie.
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Evident, familia 771 construita Tn pasul n — 2
este formata dintr-un singur arbore Ti”_l.

Teorema. 3. Daca G = (V,E) este un graf
conex cu 'V = {1,2,...,n} atunci T{’“_l con-
struit de algoritmul descris mai sus este arbore
partial de cost minim.

Demonstratie. Vom arata ca Vk € {0,1,..,n —
1} JT* arbore partial de cost minim al lui G,
astfel incit E(TF) = UNZYE(TF) C E(T™).

In particular, pentru k = n— 1, E(7" 1) =
E(T 1) € E(T*) va implica T{" 1 = T* (cei
doi arbori avind acelasi numar de muchii, rezulta
ca incluziunea are loc cu egalitate) si teorema
e demonstrata.

Pentru k£ = 0O, afirmatia este trivial adevarata:
E(7T9%) = ( si din conexiunea grafului G, T
este nevida deci exista 7™ solutie a problemei

P1.
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Daca afirmatia este adevarata pentru 0 > k£ <
n — 2, atunci avem E(7F%) C E(T*) (T* arbore
partial de cost minim) si
E(TH1Y = B(TE) U {e*}.

Daca e* € E(T*), atunci, evident, E(7+*T1) C
E(T*) si deci afirmatia are loc pentru k 4+ 1.

Presupunem, deci, ca e* ¢ E(T*). Atunci T* +
{e*} contine exact un circuit C ce trece prin
muchia e* = vsvj«. Cum v« & V(IF) rezulta
ca C va contine o muchie e; # e cu o0 ex-
tremitate Tn V(TF) si cealalta n V \ V(TF).
Din alegerea muchiei e*, avem c(e*) < c(eq) Si
e1 € E(T*)\ E(T").
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Fie T1 = (T* + {e*}) — {e1}.
T1 € T (este conex si are n-1 muchii).
Din constructie, avem ca E(7+T1) C E(TY).

In plus, c(T1) = (T*) + c(e*) — c(e1) < (T™)
deci ¢(T1) = ¢(T*), adica T! este de cost minim
Si teorema e demonstrata.

Observatii:

10 Demonstratia anterioara ramine valabila pen-
tru functii de cost ¢ : 7o — R astfel Tncit:
VT € T,Ve € E(T),Ve' ¢ E(T)

c(e) <cle) = c((T+€) —e) < (D).

20 Tn algoritmul descris nu s-a precizat modul
de alegere al arborelui Tk, Vom considera, Tn
continuare doua strategii de alegere a acestui

arbore.
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Algoritmul lui Prim(1957) (implementarea
este datorata lui Dijkstra, 1961).

Arborele TF va fi intotdeauna arborele cu
cele mai multe virfuri dintre arborii familiei
curente.

Rezulta deci, ca la fiecare pas k£ > 0, vom avea
un arbore cu k -+ 1 virfuri, ceilalti n — k — 1
avind cite un singur virf. Notam Ts = (Vs, Es)
arborele curent. Consideram vectorii o[1..n] cu

componente din V si g[1..n] cu componente
reale, cu urmatoarea semnificatie:

(S)
Vie V-V, Blj| = claljli) = min{c(ij) | i € Vi,ij € E}.

beta(x)=-+infinit

beta(w)

ue

Descrierea algoritmului:
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1. Vs :— {s}; (s €V, oarecare )
Es — 0;
for v e V \ {s} do { alv] :=s; B[v] := c(sv)};
// daca ij ¢ E atunci c(ij) = ).
2. while Vs =V do
{ determina j* € V \ Vs a.l.
Bli*] = min{B[j] | j € V — Vs} ;
Vs — Vs U{35"};
Es 1= EsU{al5*]5*};
for j ¢V —Vs; do
iIf 3[j] > c[7*j] then
{ Bl] < cl5i];
alj] i j*
}

Se observa ca (S) este satisfacuta de initializarile
pasului 1, iar Tn pasul 2, se respecta, pe de o
parte, strategia generala de alegere a muchiei

de cost minim cu exact o extremitate Th Vg
(alegerea lui j*) si pe de alta parte se mentine
valabilitatea conditiei (S) pentru iteratia urmatoare
(testul asupra valorii curente a lui 8[j]).
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Complexitatea algoritmului este O(n—1)4+0(n—
2) 4+ ...+ 0(1) = O(n?) data de operatiile din
pasul 2 necesare determinarii minimului si ac-
tualizarii tabloului 8. Se poate introduce testul
de conexiune a grafului, dupa determinarea lui
B[7*]. Algoritmul este recomandat Tn cazul gra-
furilor cu multe muchii, m = O(n2).

Algoritmul lui Kruskal (1956)

In metoda generald prezentata, se va alege la
fiecare pas drept arbore TS’I‘C unul din cei doi ar-
bori cu proprietatea ca sint " uniti’ printr-o
muchie de cost minim printre toate muchi-
ile cu extremitatile pe arbori diferiti.

Aceasta alegere, complicata la prima vedere, se
realizeaza simplu prin sortarea muchiilor gra-
fului nedescrescator Tn raport cu costurile si
apoi prin examinarea Th mod " greedy “ a listei
obtinute.

Daca notam cu T = E(TF), atunci algoritmul
poate fi descris, astfel:
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1. Sorteaza E = (eq,eo,...,em) astfel Incit:
c(e1) <c(ez) <... < clem).
1.2 T «— (0;71+ 1;
2. while : <m do
{ 1f (T'U{e;})g nu are circuite then
T —TuU{e} ;
1+ +

Evident, pasul 1 necesita O(mlogn) operatii.
Pentru realizarea eficienta a testului din pasul
2 va fi necesar sa reprezentam la fiecare pas k
(din metoda generala ) V(T}), V(T%), ..., V(TF)
Si sa testam daca muchia e; curenta are ambele
extremitati Tn aceeasi mutime. Se vor folosi
pentru reprezentarea acestor multimi, arbori
(care nu sint Tn general subarbori ai lui G).

Fiecare astfel de arbore va avea un virf, numit
radacina, care va desemna multimea de virfuri
ale lui G pe care o memoreaza.
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Vom folosi o functie find(v) care determina Tn
ce multime este virful v, adica intoarce radacina
arborelui care memoreaza multimea de virfuri
la care apartine v.

Pentru realizarea reuniunilor (disjuncte) de
multimi de virfuri care apar Tn transformarea
familiilor 7% (din metoda generald) vom folosi
O procedura union(v,w) cu semnificatia:
"multimile de virfuri (diferite si disjuncte)
la care apartin v si w se reunesc In una
singura’ .

Cu aceste proceduri, pasul 2 al algoritmului se
scrie:

2. While : <m do
{ fie e; = vw;
If find(v) #= find(w) then
{  wunion(v,w);
T —TU {62}
}

i+ +
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Complexitatea algoritmului va depinde de modul
de implementare a functiei find si procedurii

UNION.

Solutia 7I¢. Consideram tabloul rad[l..n] cu
componente din V cu semnificatia

rad[v] =radacina arborelui ce memoreaza
multimea la care apartine virful v.

Adaugam pasului 1, initializarea

1.3 for v € V do rad[v] <« v;

care corespunde familiei 70. Functia find are
Tn acest caz complexitatea O(1) si este:

function find(v :V);
return rad[v]
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Procedura union necesita O(n) operatii:

procedure union(v,w : V);
variabila locala ¢ . V,
for : € V do
If rad[i] = rad[v] then rad[i] := rad[w]

Pasul 2 al algoritmului necesita O(m) apeluri
ale functiei find (exact m asa cum l-am descris,
sau O(m) daca se introduce si un test asupra
cardinalului multimii T curente).

In secventa acestor O(m) apeluri ale functiei
find se vor intercala exact n — 1 apeluri ale
procedurii union.

Rezulta ca Tn total pasul 2 necesita
O(m + (n — 1)O(m)) = O(n?) operatii.

Deci, complexitatea algoritmului este
O(maz(mlogn,n?)).
Daca graful este plin, m = O(n?), se observa
ca acest algoritm este mai putin eficient decit
cel al lui Prim.
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Solutia a I1%. Consideram pred[1..n] un tablou
Tntreg cu interpretarea :

"pred[v]= virful dinaintea lui v de pe dru-
mul unic la v, de la radacina arborelui care
memoreaza multimea la care apartine v;
pred[v] = 0 < v este radacina arborelui” .

Adaugam Tn pasul 1, initializarea

1.3 for v € V do pred[v] < O;

Modificam si pasul 2 al algoritmului astfel:

2. Wwhile : <m do
{ fie e; = vw;
x — find(v); y «— find(w);
If © =y then union(x,vy);
{ wunion(x,y);
T — T U{e;}
}
1+ +
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Deci, procedura unton va fi apelata numai pen-
tru argumente reprezentind radacini de arbori
diferiti:

procedure union(v,w : V);
pred[v] «— w

Evident, complexitatea procedurii union este
O(1). Functia, find este Tn acest caz mai com-
plicata:

function find(v :V);
variabila locala 7 : V;
1 +— v,
while pred[i] > 0 do i « pred|i];
return ¢

Complexitatea lui find(v) este O(h(v)) unde
h(v) este lungimea drumului (din arbore) de la
Vvirful v la radacina arborelui care-I contine pe

V.
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Daca graful G este Ky ,_1 desenat mai jos, si
lista ordonata a muchiilor E = {12,13,...,1n},
atunci executia algoritmului provoaca urmatorul
sir de apeluri ale procedurii union(U) si functiei
find(F):
F(1),F(2),U(1,2),F(1),F(3),U(2,3),...,F(1), F(n),
U(n—1,n).

1 2 3 7

FOFQ U12) e— e . I
4

FFY UC) &—>—>0 8 o
4

FO)FE4) U4 o )2 )3 n

F(1) F(n) U(n-1,n) g ; )3 4 nl n

Apelurile F'(i)(i > 1) si U(i,i+ 1) ¢« > 1 nece-
sita Tn total O(n) operatii. Sirul de F(1) nece-
sita Tnsa O(1) +0(2)+---4+0(n—1) = 0O(n?)
operatii.

Este deci posibil ca pasul 2 al algoritmului Tn
aceasta implementare sa fie de complexitate
Q(n?) chiar daca graful este rar.
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Deficienta acestei implementari este datorata
posibilitatii ca Tn procedura uniton sa declaram
radacina noua pentru cei doi arbori pe cea a
celui cu mai putine virfuri, ceea ce are ca efect
posibilitatea ca h(v) sa devina mare (O(n)) pe
parcursul algoritmului.

Acest defect poate fi evitat daca, |la executia
lui unzon tinem seama de cardinalul celor doua
multimi.

Se poate memora cardinalul unei multimi Tn
componenta tabloului pred corespunzatoare rada
cinii arborelui care memoreaza acea multime.
Mai precis, consideram initializarea

1.3 for v € V do predd[v] +— —1;

si modificam procedura wunton astfel Tncit sa
asiguram Tndeplinirea conditieli

pred[v] < 0 & v este radacina a unui arbore
si —pred[v] este cardinalul multimii memo-
rate n el.
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Procedura wnton are, Tn acest caz, tot com-
plexitatea O(1), dar selecteaza drept noua radacina
pe cea care corespunde arborelui cu mai multe
Virfuri:

procedure union(v,w : V);
//v Si w sunt radacini
variabila locala Tntreaga ¢

t «— pred[v] + pred[w];

If pred[v] > pred[w] then

{ pred[v] «— w; predlw] «— ¢t }
else { pred[w] <« v; pred[v] — t }

Cu aceasta implementare a functiei find si pro-
cedurii union, pe tot parcursul algoritmului are
loC:

(%) Vv eV —pred[find(v)] > 2h(v)

(reamintim ca hA(v) noteaza lungimea drumu-
lui de la v la radacina find(v) a arborelui ce
memoreaza v ).
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Dupa initializarea 1.3, Yo € V h(v) = 0O si
find(v) = v iar —pred[v] = 1, deci (*) are loc
CuU egalitate.

Daca, Tnaintea unei iteratii din pasul 2, (*) are
loc, atunci, daca Tnh acea iteratie nu se executa
union, nu se modifica tabloul pred si deci (*)
ramine valabila si dupa executie.

Presupunem prin urmare ca se apeleaza
union(x,y) Si ca se executa predly] := =.
Aceasta Thseamna ca Thaintea acestei iteratii
avem —pred[x] > —pred[y]. Sa observam ca
singurele virfuri v carora li se modifica h(v)
dupa executia iteratiei curente sint cele care
Tnaintea iteratiei satisfaceau find(v) = y, pen-
tru care aveam —pred[y] > 2/(v).

Dupa executia iteratiei avem h/(v) = h(v) +
1 iar find'(v) = z, si deci trebuie s3a verifi-
cam ca —pred'[x] > 2 (v) - Avem —pred'[x]
—pred[z] — pred[y] > 2- (—pred[y]) > 2. 2h®)
Qh(v)—l—l — Qh/(v).
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Rezulta ca (*) are loc pe tot parcursul algorit-
mului, deci, prin logaritmare obtinem
Vv e V h(v) < log(—pred[find[v]]) < logn.

Complexitatea pasului 2 va fi deci O(n — 1 +
2mlogn) = O(mlogn) si deci tot algoritmul
are complexitatea O(mlogn) ceea ce-l face su-
perior algoritmului lui Prim pentru grafuri rare.

Solutia a [7171%. Complexitatea pasului 2, cu
implementarea precedenta, este datorata apeluri
lor succesive ale lui find.

Tarjan (1976) a propus ca fiecare apel al lui
find care necesita parcurgerea unui drum de
lungime mai mare decit 1, sa "distruga "’ acest
drum, aducindu-i virfurile drept descendenti imedi
ati ai radacinii, cu scopul ca apelurile viitoare
ale lui find pentru aceste varfuri sa nu mai
consume timp. Mai precis, avem
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function find(v:V);
variabile Tntregi locale 1, 3, k;
1 +— U,
while pred[i] > 0 do i < pred]i];
J v,
while pred[j] > 0 do
{ k< pred[j]; predlj] i, j < k; }
return :

Daca A : NxN — N este functia lui Ackermann data
de:

A(i,0) =0 Vi > 0O;

A(1,1) =2 Vi > 1;

A(0,z) = 2x Vx > 0O;

A+ 1,2+ 1) = A0, AG+1,2)) Vi >0 Ve > 1,

atunci, considerind Vm >n > 0

a(m,n) = min{z | A(z,4[m/n]) > logn,z > 1}

avem.

Complexitatea pasului 2, utilizind union din solutia
a II-a si find descris mai sus, este O(m-a(m,n)).

Notam ca a(m,n) creste extrem de Tncet (pentru valorile
practice ale lui n,a(m,n) < 3) si deci se poate presupune
ca aceasta ultima implementare este practic liniara (in

raport cu m).
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IV. Cuplaje (de cardinal maxim).

Fie G = (V,E) un (multi)graf. Daca A C E si
v eV, vom nota cu

da(v) =|{e| e € A,e incidenta cu v},

adica gradul virfului v Tn graful partial < A >q.

Definitie. Se numeste cuplaj (sau multime
iIndependenta de muchii) al grafului G, orice
multime M de muchii cu proprietatea ca
dy(v) <1, Vo e V.

Vom nota cu Mg familia cuplajelor grafului G:
Maog={M | M C E,M cuplaj in G}.
Se observa ca Mg satisface proprietatile:

1) 0 € Mg.
i) Me Mg, MC M = M e Mg

Daca M € Mg atunciun virfv € V cu dy;(v) =
1 se numeste saturat de cuplajul M. Multimea
S(M) a virfurilor saturate de cuplajul M Tn
graful G, satisface |S(M)| = 2|M|.
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Daca dy;(v) = 0, atunci v se numeste ex-
pus fata de cuplajul M . Multimea E(M) a
virfurilor expuse fata de cuplajul M satisface
E(M) =V —S(M) si |E(M)| = [V| - 2|M|.

Problema cuplajului maxim :
Pl Dat G = (V,E) un graf, sa se determine
M* € Mg astfel incit

|IM™*| = max{|M| | M € M¢g}.

(Vom nota cu v(G) = max{|M| | M € Mqg}).

Problema cuplajului maxim este strins legata
de problema acoperirii minime.

Definitie. Se numeste acoperire (a virfurilor
cu muchii) Tn graful G orice multime F' C E de
muchii cu proprietatea ca dp(v) > 1 Vv € V.

Fa={F | F C E, F acoperirein G} noteaza
familia acoperirilor grafului G.

Fo #= 0 < G nu are virfuri izolate (atunci,
macar E este o acoperire).
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Problema acoperirii minime este:
P2 Dat G = (V,E) un graf, sa se determine
F* € Fq astfel incrt

|F*| = min{|F| | F € Fg}.

Teorema. 1. (Norman-Rabin 1959) Fie
G = (V, E) un graf fara virfuri izolate, de ordin
n. Daca M™*™ este un cuplaj de cardinal maxim
in G, iar F* o acoperire de cardinal minim in
G, atunci

| M™*| + |F*| = n.

Demonstratie: a) Fie M™* un cuplaj de cardinal
maxim. Consideram urmatorul algoritm:

F «— M*:

for Vv € E(M) do

{ determina v € S(M™*) astfel incit vv’ € E;
F — FuU{vw'}

}
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Sa observam ca pentru Vv € E(M*), cum G nu
are virfuri izolate, exista o muchie incidenta cu
v, Si cum M™* este maximal Tn raport cu in-
cluziunea, aceasta muchie are cealalta extrem-
itate din S(M™*). Multimea de muchii F ast-
fel construita este o acoperire si in plus |F| =
| M¥| + [E(M*)| = [ M*|+n —2|M*| =n — [M7|.

Rezultd ¢ |F*| < |F| =n — |M*|.

b) Fie I'* 0 acoperire de cardinal minim. Con-
sideram urmatorul algoritm:

M — F*

while v € V : dy(v) > 1 do

{ determina e € M incidenta cu v;
M «— M —e

}

Algoritmul construieste un cuplaj M Tn G.

Daca muchia e incidenta cu v, care se Tnlatura
din M Tntr-o iteratie while, este e = v/,
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atunci dy;(v') = 1 si deci Tn pasul urmator
dys(v") va fi zero, adica la orice Tndepartare a
unei muchii din multimea M curenta de muchii
se obtine un virf expus fata de cuplajul final M
(daca virful v’ ar fi incident cu Tnca o muchie,
atunci din acoperirea initiala F'* se poateinlatura
muchia e Si sa obtinem tot o acoperire, con-
trazicind alegerea lui F™).

Deci daca M este cuplajul construit de algoritm
avem: |F*| — |M|=|E(M)| =n—2|M]|, adica

F*| =n — |M| > n— | M.

Din (a) si (b) rezulta concluzia teoremei.
Demonstratia facuta arata, chiar mai mult, ca
problemele (P1) si (P2) sint polinomial echiva-
lente, cuplajul M si acoperirea F' construite fi-
ind si ele solutii optime respectiv pentru cele
doua probleme.
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Daca vom considera matricea de incidenta
(virf - muchie) a grafului G cu n virfuri si m
muchii B = (b;j)nxm CU b;; = 1 daca virful ¢
si muchia 5 sint incidente si bz-j — 0 altminteri
(Tntr-o ordonare fixata a virfurilor si muchiilor),
si daca notam cu ep vectorul p-dimensional cu
toate componentele 1, atunci cele doua prob-
leme se scriu analitic astfel

P1’ max{el z|Bx <ep,x>0,z; € {0,1} i =1, m}
P2’ min{el x|Bx > en,x > 0,z; € {0,1} i =1, m}

Si teorema 1 ofera o egalitate min-max intere-
santa.

In cele ce urmeaza ne vom ocupa numai de
problema (P1); Tn plus vom presupune ca G
nu are virfuri izolate.
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Daca s-ar Tncerca rezolvarea problemei (P1")
apelind la problema de programare liniara aso-
Ciata

(LP1") max{e, x| Bx < en,x > 0}

se constata ca solutiile optime pot sa nu fie
cu componente Intregi si, chiar mai mult, val-
oarea maxima determinata de (LP1’") sa fie su-
perioara lui v(G).

Cel mai simplu exemplu Th acest sens este ¢
CQn—|—1- Evident, I/(CQn_|_1) — n Si totusi T;
5 Vi = 1,2n + 1 este o solutie optima a Iui
(LP1") corespunzatoare, cu valoarea optima
n -+ % > n.

1/2

1/2 1/2
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Rezulta ca existenta circuitelor impare tn graful
(G poate provoca dificultati Tn rezolvarea prob-
lemei (P1). Mai precis, avem urmatoarea teo-
rema:

Teorema. 2. (Balinski 1971) Virfurile poli-
topului Bx < en, *x > 0, z € R™, au coordo-
1

natele 0,1 si oL Coordonatele % apar daca si

numai daca G are circuite impare.

Rezulta de aici ca, Tn cazul grafurilor bipartite, problema
(P1) este usor de rezolvat: se apeleaza la problema de
programare (LP1") si solutia gasita este solutie optima
pentru problema P1 (reprezentind vectorul caracteristic
al unui cuplaj). Adaptarea combinatorie a algoritmu-
lui simplex din programarea liniara, direct pe graful bi-
partit considerat (In scopul unei economii de memorie,
tablourile simplex sint reprezentate implicit) a condus la
asa numita "metoda ungara” de rezolvare a problemei
(P1) pentru grafurile bipartite. Nu vom prezenta acest
algoritm, preferind descrierea unuia mai performant da-
torat lui Hocroft si Karp (1973).
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Totusi teorema de dualitate din programarea
liniara, precum si integritatea solutiilor optime,
pot oferi demonstratii instantanee pentru teo-
reme de caracterizare a solutiilor optime ale
problemei (P1) Tn cazul grafurilor bipartite:

Teorema. 3. (Hall, 1935) FieG = (R,S; FE)
un graf bipartit. Exista un cuplaj care sat-
ureaza virfurile lui R daca si numai daca

[Na(A)| = |[A]  VACR.

Teorema. 4. (Konig,1930) FieG = (R,S; FE)
un graf bipartit. Cardinalul maxim al unui cu-
plaj este egal cu numarul minim de virfuri prin
ndepartarea carora se obtine graful nul:

v(G) =n— a(@)
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Revenind la problema (P1) cu G un graf oare-
care si observind ca v(G) < %|V(G)|, rezulta
ca este interesant de caracterizat grafurile cu
proprietatea ca admit un cuplaj M astfel TncCit
S(M) =V (G). Un astfel de cuplaj se numeste
cuplaj perfect sau 1-factor.

Este evident ca un graf care are un cuplaj perfect are Tn
orice componenta conexa un numar par de virfuri. Mai
mult, daca S C V(G) atunci, Tn ipoteza ca G are un
cuplaj perfect, va trebui ca pentru fiecare componenta
conexa cu un numar impar de virfuri a grafului G — S sa
existe o muchie Tn cuplajul perfect cu o extremitate n
S si cealalta Th componenta conexa impara. Rezulta ca
numarul componentelor conexe impare ale grafului G—-5S
nu poate depasi |S]|.
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Daca pentru un graf oarecare H notam cu
g(H) numarul componentelor conexe impare
ale lui H, atunci observatia anterioara arata
Cca 0 conditie necesara pentru ca G sa aiba un
cuplaj perfect este ca q(G—S) < |S| VS C V(G).

Sa observam ca atunci cind S = ( conditia
anterioara cere ca orice componenta conexa a
lui G sa aiba un numar par de virfuri. Conditia
este si suficienta, asa cum rezulta din urmatoarea
teorema.

Teorema. 5. (Tutte, 1947) Un graf G =
(V, E) are un cuplaj perfect daca si numai daca

(T) (G —=8) <|S] VSCV

Demonstratie. Aratam, prin inductie dupa n =
V|, ca, daca G = (V, E) satisface (T), atunci
(G are un cuplaj perfect.
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Cum teorema se verifica imediat pentru n =
1,2, vom presupune Tn pasul inductiv ca orice
graf G’ cu |G’| < n si care satisface (T) are un
cuplaj perfect.

Fie G = (V,FE) cu |V| = n si care satisface (T).

Alegem Sp C V(G) astfel incit Tn (T) avem
egalitate: ¢(G — Sg) = |So| si oricare ar fi S
astfel Incit Sg C S, Sg # S avem q(G—-S) < |S].

Cum G satisface T, rezulta ca G are numai
componente conexe de cardinal par. Intr-o ast-
fel de componenta conexa, exista Thtotdeauna
un Vvirf vg care nu este virf de articulatie (orice
virf pendant al unui arbore partial ) si se verifica
imediat ca ¢(G — {vo}) =1 = [{vo}| .

Prin urmare familia {S| S CV, ¢(G-S) =|S|}
este nevida si orice element maximal al ei poate
fi considerat Sp.
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Fie m = |Sg| > 0 si Cq,...,Cp CcoOmponen-
tele conexe de cardinal impar ale lui G — Sy,
iar Dq,...,D; componentele conexe de cardi-
nal par (k> 0) ale lui G — 5.

Vom construi un cuplaj perfect al grafului G
compus din : a) - cite un cuplaj perfect Tn
fiecare componenta conexa para Djy;

b) - un cuplaj format din m muchii, muchia
e; (1 = 1,m) avind o extremitate s; € Sy si
cealalta v; € Cj;

C) - cite un cuplaj perfect Tn fiecare subgraf
[C; — vila-
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a) Pentru orice i = 1,k graful [D;]s are un cu-
plaj perfect.

In adevar, cum m > 0, rezultd ca |D;| < n si
deci pentru a dovedi existenta cuplajului per-
fect Tn [D;]s este suficient sa dovedim ( din
ipoteza inductiva) ca G’ = [D;] satisface (T).

Fie S C D;. Daca ¢(G'—S) > |S| atunci ¢(G —
SouUS) = q(G — So) +q(G' = S) = |Sp| + q(G" —
S) > |So| + |S| = |Sg U S|, contrazicind faptul
ca G satisface (T).

Avem q(G' — S) < |S| si deci G’ satisface T.

b) Fie H = (Sp,{C4,...,Cn}; E") graful bipartit
avind o clasa a bipartitiei Sg, cealalta clasa,
Mmultimea componentelor conexe impare ale lui
G — Sp, iar multimea muchiilor E/ formata din
perechile sC; (s € S; 1 = 1,m) cu proprietatea
ca exista v € C; cu sv € E(G).
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sl C1

R

C2

C3

X

sm Cm

Acest graf are un cuplaj perfect. In adevar,
este suficient sa aratam ca H satisface conditia
lui Hall de existanta a unui cuplaj Mgy ce sat-
ureaza virfurile lui {C1,...,Cn} :

si cum |Sg| = m va rezulta ca Mg este cuplaj
perfect Tn H.

Fie AC{C1,...,Cn}.

Observam ca B = Ny(A) C Sp si din definitia
lui H, Tn graful G nu avem muchii de la un
Virf v € Sg — B la un virf v € C; cu C; € A.
Deci componentele conexe impare C; din A ale
grafului G — Sp vor ramine componente conexe
impare si in G — B.
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Rezulta ca ¢(G — B) > |A|. Pe de alta parte
(G satisface conditia lui Tutte (T) deci |B| >
q(G — B). Am obtinut deci |B| > |A| adica

INg(A)| > |Al

Cum A a fost aleasa arbitrar, rezulta ca H are
un cuplaj perfect Mg = {siv1,82v2,...,SmUm}
cu So=A{s1,...,8m} Siv;, €C; i=1,m.

c) Pentru orice i € {1,...,m} graful G' = [C; —
v;] are un cuplaj perfect.
Folosind ipoteza inductiva, afirmatia va rezulta
daca dovedim ca G’ satisface (T).
Fie S C C; —v;. Daca q(G' —S) > |S| atunci
cum q(G' — S) + |S| = 0 (mod 2), rezulta ca
q(G' — S) > |S| + 2 si atunci considerind S’ =
SoU{v;} U S, avem |S'| > q(G - S") = q(G —
So) —14+q¢(G - 8) = |S| —1+q(G'—-8) >
So| — 1+ |S|+2 = 5|, adica ¢(G — 5') = ||
ceea ce contrazice alegerea lui Sg caci Sg C 9.
Rezulta ca VS’ C C; —v; q(G' — S) < |S]| deci G’
are un cuplaj perfect.
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Evident, cuplajul lui G obtinut prin reuniunea
cuplajelor puse Tn evidenta Tn a), b), si c) de
mai sus este un cuplaj perfect si cu aceasta
teorema este demonstrata.

Notam ca Berge (1958) a generalizat aceasta
teorema stabilind ca

/(G) = (IV(G)] - mazscy c)la(G—8) - IS]] )

Totusi, algoritmii care rezolva problema (P1)
se bazeaza pe o caracterizare mai simpla a cu-
plajelor de cardinal maxim.

Fie G = (V,FE) un graf si M € M un cuplaj al
sau.

Definitie: Se numeste drum alternat al lui G
relativ la cuplajul M orice drum

P 1 vg,v9v1,V1,. .., Vg1, Vk_1Vk, Vg
a. . Vi=1,k—1 {v_q1v;,vvi41tNM #= 0.
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Sa observam ca, Tntrucit M este cuplaj, din
definitia data rezulta ca dintre orice doua
muchii consecutive ale drumului P exact
una apartine cuplajului

(muchiile lui P apartin alternativ la M si
E—M).

Vom desemna, Tn cele ce urmeaza, prin P
multimea muchiilor drumului P (pentru simpli-
ficarea notatiilor).

Definitie. Se numeste drum de crestere al lui
G relativ la cuplajul M un drum alternat cu
extremitatile virfuri distincte, expuse relativ la
cuplajul M.

a, b, c d -drum alternat par
h f-drumaternat impar
J - drum de crestere
g, f, d - drum aternat impar
a,b, c,d, e-drum aternat inchis

a, b, cdf, g, h-dumdecrestere
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Observatie: Din definitie, rezulta ca daca P
este un drum de crestere relativ la cuplajul M
atunci |P— M| =|PNn M|+ 1.

Teorema. 6. (Berge 1959) Un cuplaj M
este de cardinal maxim in graful G daca si nu-
mai daca nu exista tn G drumuri de crestere
relativ la M.

Demonstratie: Daca M este un cuplaj de car-
dinal maxim si P ar fi un drum de crestere
n G relativ la M atunci M’ = PAM = (P —
M)U(M — P) este un cuplaj in G. (Constructia
lul PAM revine la interschimbarea muchiilor
lui M — P si P— M pe drumul P). In plus,
M| =|PNM|+1+4+|M - P| =|M|+ 1, con-
trazicind alegerea lui M.

P=a Db, c, d,f, g, h-drum de crestere (M-P) u (P-M)
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Reciproc, daca M este cuplaj Tn G si M nu
admite drumuri de crestere, consideram M™ un
cuplaj de cardinal maxim. Vom arata ca |[M*| =
| M|, ceea ce demonstreaza teorema.

Fie G’ graful partial al lui G, G' = (V, MAM™).
Evident, d(v) <2 Vv € V si deci componen-
tele conexe ale lui G’ sint drumuri (eventual de
lungime 0), sau circuite si avem urmatoarele
posibilitati (muchiile Tngrosate sint din M™* si
cele subtiri, din M):

a o
h O——CO———Cm—C~ — — ————-C—O——0

C OO O O)——— O — — — ———O—— O

e T—_y
Situatia b) nu poate avea loc, pentru ca reprezinta un

drum de crestere relativ |la M™* care-i cuplaj de cardinal

maxim. Situatia ¢) nu are loc, Tntrucit M nu admite
drumuri de crestere.
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Deci, daca notam cu m;(C) numarul muchi-
ilor din M ale componentei conexe C a lui G’ si
cu ms+(C) numarul corespunzator, de muchii
din M* avem m;(C) = m+«(C). Rezulta ca

M-M*| = Y mo(M) = Y me(M*) = |[M*~M|
C C

(suma se face dupa toate componentele conexe
C ale grafului G') si deci, |M| = |M*|.

Aceasta teorema justifica urmtoarea strategie
de construire a unui cuplaj de cardinal maxim:

a) fie M un cuplaj oarecare a lui G (eventual M = 0);
b) while JP drum de crestere relativ la M do
M — MAP

La fiecare iteratie a ciclului while, cuplajul curent ' creste
(cardinalul sau se mareste cu o unitate) si deci Tn cel
mult g iteratii se obtine un cuplaj de cardinal maxim,
care nu va admite drumuri de crestere.
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Neajunsul acestui algoritm este acela ca tes-
tul de oprire a ciclului - inexistenta drumu-
lui de crestere - poate conduce la un numar
exponential de operatii.

Primul care a demonstrat posibilitatea imple-
mentarii acestui algoritm astfel Tncit numarul
total de operatii sa fie polinomial Tn raport cu
numarul de virfuri ale grafului G, a fost Ed-
monds (1965), obtinind astfel unul din primele
rezultate ale teoriei complexitatii (cantitative)
a algoritmilor.

In 1973 Hopcroft si Karp, fac o analiza mai
detaliata a procesului succesiv de cresteri ale
cuplajului curent, cu ipoteza suplimentara ca
se alege de fiecare data un drum de crestere
cu numar minim de muchii (printre toate
drumurile de crestere posibile). Aceasta idee
sta |la baza celui mai eficient algoritm, cunos-
cut, pentru rezolvarea problemei.
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Lema. 1. Fie M,N € Mg, |[M| =7, |[IN| =s
Si s >r. Atunci in MAN exista cel putin s —r
drumuri de crestere ale cuplajului M, disjuncte
ca virfuri.

Demonstratie: Fie G' = (V, MAN) graful partial
sectionat in G de MAN.

Fie C; i = 1,p componentele conexe ale lui G'.
Definim pentru fiecare ¢ € {1,...,p}

6(C;) = |E(Cy) NN| —[E(C;) N M|.
Observam ca:

6(C;) € {—1,0,1} (M, N cuplaje, = C; sint dru-
muri sau circuite);

0(C;) = 1 daca si numai daca C; este un drum
de crestere relativ la M.
In plus,

Y 6(C)=|N-M|—|M—-N|=s—r.
1=1,p
Rezulta ca exista macar s—r C; cu 6(C;) = 1,
adica exista macar s—r drumuri de crestere dis-
juncte ca virfuri (deci si ca muchii) continute
n MAN.
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Lema. 2. Daca v(G) =s siM e Mg |M| =
r < s, atunci exista tn G un drum de crestere
relativ la M de lungime < 2|r/(s—1)] + 1.

Demonstratie. Fie N € Mg cu |[N| = s =
v(G). Conform lemei precedente, vor exista
s — r drumuri de crestere disjuncte pe muchii,
continute Tn MAN. Acestea au Tmpreuna cel
mult » muchii din M. Rezulta ca exista unul
care contine cel mult |r/(s—r)] muchii din M,
a carui lungime este deci <2|r/(s—17r)]| + 1.

Definitie Daca M € Mg, se numeste drum
minim de crestere al lui M In &G , un drum
de crestere cu numar minim de muchii printre
toate drumurile de crestere ale lui M Tn G.

Lema. 3. Fie M € Mg, P drum minim de
crestere relativ la M, si P drum de crestere al
lui MAP. Atunci, |P'| > |P| 4+ 2|P N P’|.
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Demonstratie: Fie N = (MAP)AP'.

Avem MAN = PAP' si |[N| = |M|+ 2.
Folosind lema 1 obtinem ca exista P, P> dru-
muri de crestere disjuncte ca muchii relativ
la M continute Th MAN. Cum P este drum
minim de crestere avem: |PAP!| > |Pi|+|P>| >
2|P| deci |P| + |P'| — 2|P N P'| > 2|P|.

Consideram urmatorul algoritm ():
Mg «— 0;

( P dr. minim de crest. rel. la M;; 7> 0.)

Se obtine sirul de drumuri minime de crestere
PO,Pl,...,PV(G)_l.

Lema. 4.

a) Vi=1,v(G) -2 |P| < |P41l;

\P;| = |Py1| & P; si P4y sint disjuncte ca
vVirfuri.

b) Vi <j<v(G)—-1 |F| =|Pj|, implica P; si

P; sint disjuncte ca virfuri.
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Demonstrtie: a) Considerind P = P; si P/ =
P;11 Tn lema 3 se obtine |P4 1| > |B| + 2|F; N
P;1 1| > |P;|. Egalitatea are loc daca si nu-
mai daca F; si P47 sint disjuncte ca muchii,
conditie care, avind Tn vedere alternanta dru-
murilor, implica faptul ca nu au virfuri comune.

b) rezulta aplicind succesiv a).

Teorema. 7. (Hopcroft, Karp 1973) Fie
G un graf si v(G) = s. Numarul intregilor
distincti din sirul |Py|, |P1|,.-.,|Ps_1|, construit
n algoritmul de mai sus este cel mult 2[+/s |+
2.

Demonstratie: Fie r = |s—+/s]. Atunci |M;| =
rsi |Pr| < 2]r/(s —7)] +1=2|[s = +/s]/(s -
s =Vs)]+1<2[Vs |+ 1.

Rezulta ca oricare ar fi ¢ < r, |P;| este unul din
cei [v/s ]+ 1 intregi impari < 2[y/s ]+ 1. In
subsirul |Pr|,...,|Ps_1] mai sint cel mult s—r <
[v/s | + 1 Intregi distincti, deci Tn total avem
cel mult 2[+/s | 4+ 2 Tntregi distincti.
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Daca algoritmul (x) se descompune in etape,
astfel Tncit la fiecare etapa se determina o
Mmultime maximala de drumuri minime de crestere
disjuncte ca virfuri, din lema 4, rezulta ca, n
etapa urmatoare, lungimea drumurilor minime
de crestere utilizate va creste strict (altfel s-
ar contrzice maximalitatea multimii de drumuri
alese).

Utilizind teorema 7, rezulta ca numarul fazelor
nu va depasi 2[\/v(G)] + 2.

Rezulta ca urmatorul algoritm pentru aflarea
unui cuplaj maxim, Tntr-un graf cu macar o
muchie:

0. M «— 0
1. repeat
Determina P o familie maximala (<)

de drumuri minime de crestere;
for Pec'Pdo M — MAP

until P = 0.
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are complexitatea O(y/nA) unde A este com-
plexitatea determinarii familiei P.

Hopcroft si Karp au aratat cum se poate im-
plementa pasul 1 pentru un graf bipartit, astfel
hcit A = O(m + n), deci s-a obtinut un algo-
ritm de complexitate O(mnl/2) pentru aflarea
unui cuplaj de cardinal maxim Tntr-un graf bi-
partit.

Pentru un graf oarecare, structurile de date
necesare obtinerii aceleeasi complexitati sint
mult mai elaborate si au fost descrise de Micali
si Vazirani 1980. Consideram, Tn continuare,
numai cazul grafurilor bipartite.

Fie G = (R,S; E) un graf bipartit si M € Mg.
Pornind din una din clase, R de exemplu, se
considera multimea extremitatilor drumurilor
de crestere posibile, RN E(M), si din fiecare
astfel de virf, se incepe constructia Tn paralel,

de drumuri alternate.
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Prima depistare a unui drum de crestere (sau, concluzia
de inexistenta) opreste constructia, oferind lungimea
minima a unui drum de crestere, si un sistem evident
de etichetare va permite depistarea familiei P. Com-
plexitatea O(m + n) rezulta prin utilizarea listelor de
adiacenta. Exemplu:

P
S

familie maximala de
1- drumuri de crestere

->

familie maximala de
3- drumuri de crestere

Cupla) maxim !
toate virfurile rosii
sunt saturate
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V. FLUXURI IN RETELE
1. Problema fluxului maxim.

Data Reteaua, careeste v MAXIM ?

Numim retea (de transport) cu intrarea s si
lesirea ¢, 4-uplul R = (G, s, t,c) unde:

- G = (V,FE) este un digraf,

-s,t €V, s#FEL db(s)>0;  da(t) >0,

- c: E— Ry, c(e) este capacitatea arcului e.

Vom presupune ca
V = {1,2,...,n} (n € N*) si ca |[E|] = m.
Extindem functia cla c: V xV — Ry prin

(G ) c(ij) dacaijekFE
C 1, — —
/ 0 dacaij ¢ E

si vom nota c((7,7)) = ¢;;.
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Definitie: Numim fluxin reteaua R = (G, s, t,c)
o functie z : V x V — R, care satisface

(2) ngijgcij VigeV xV

(47) Z T j; — Z Tij = 0 VieV —{s,t}.
jeVv JjeVv

Observatii

19 Dacd ij € E atunci z;; se numeste fluxul
(transportat)pe arcul ij.

Evident, conditia (i) cere ca fluxul pe orice
arc sa fie nenegativ si subcapacitar, iar conditia
(ii) (legea de conservare a fluxului) cere ca
suma fluxurilor pe arcele care intra 1n virful

¢ sa fie egala cu suma fluxurilor pe arcele
care ies din virful z.

Se putea cere ca fluxul sa fie definit numai pe arcele
retelei, dar cu conventia facuta la extensia functiei de
capacitate, se observa ca pentru perechile (i,7) care nu
sint arce Tn retea conditia (i) impune ca fluxul sa fie O,
Si evident cele doua definitii sint echivalente.

O preferam pe cea data, pentru simplitatea notatiilor,
desi Tn implementari, structurile de date folosite vor ig-
nora perechile (i,7) care nu sint arce in retea.
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20 Daca se sumeaza relatiile (ii) (pentru i €
V —{s,t}) se obtine:
0= Zi;ﬁs,t(ZjEV Tj; — 2 jeV fffz'j) =

2iks,t 2ujs,t Tji — Liigks,t Lijs,t TijT
Zz’;&s,t Tg; Zi;és,t Ltg — Zi;és,t Lijs — Zi;és,t Lt —

_<Zi Tis — 2 msi) - (Zi Tit — 2 xti), adica

S wip— > my=—(> zjs— > Ts5)-

JjeV JjeV JjeV JjeV

Definitie: Daca x este un flux Tn reteaua R =
(G, s,t,c) se numeste valoarea fluxului x numarul

v(z) = )z — > Ty

jeVv jevV

v(x) se poate interpreta ca fiind fluxul net care
ajunge Tn iesirea retelei sau (conform egalitatii
obtinute mai sus) fluxul net care iese din in-
trarea retelei.
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In orice retea R = (G,s,t,c) exista un flux,
fluxul nul T = O Vi3, de valoare O.

Problema fluxului maxim:
Data R = (G, s,t,c) o0 retea, sa se determine
un flux de valoare maxima.

Observatii: 1Y. Problema se poate formula,
evident, ca o problema de programare liniara:

max v
2% — 2%y = 0, ViFE st
2§ Tjs — 2.5 Xsj = —V

2. Tjt — DXy =V
0 <z < ¢y Vig

Particularitatile combinatorii ale problemei, numarul mare
de restrictii si mai ales dificultatile legate de restrictiile

de integritate ce s-ar putea impune variabilelor, care un-

eori Tn practica sint esentiale, au condus |la dezvoltarea

de metode specifice de rezolvare.
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Definitie. Daca P este un drum Tnh G, multi-
graful suport al digrafului G, Si e = v;v; este o
muchie a lui P atunci:

daca e corespunde arcului ViV al lui GG, e se
numeste arc direct al drumului P;

daca e corespunde arcului V;U; al lui GG, atunci
e Se numeste arc invers.

G

o VAL sere e\ e
A e e

s arc direct arc invers

Definitie. Fie R = (G, s,t,c) si « flux Tn R.
Se numeste C-drum (in R relativ la fluxul x)
un drum D Tn G cu proprietatea ca Vij € E(D) :

x;; < ¢;; daca iy este arc direct,

x;; > 0 daca ¢j este arc invers.
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Daca D este un C-drum ssiij € E(D), se numeste
capacitatea reziduala a lui i5 (relativ la C-
drumul D) numarul

(i5) Cij — Xjj daca i3 arc direct in D
r\t)) — - .. : -

Z j; daca 25 arc inversin D .
Capacitatea reziduala a drumului D este

r(D) = min 7r(e).
ecE(D)
Exemplu: Fie reteaua de mai jos, Tn care pe arce este
precizata mai Tntii capacitatea si apoi fluxul:

Atunci D :1,12,2,24,4,45,5,56,6 este un C-drum de la
s la t cu arcele directe 12(x10 = 1 < c120 = 3); 24 (w24 =
1 < cos = 2);56(ws6 = 1 < cs6 = 2) si arcul invers
45(xs4 = 1 > 0). Capacitatea reziduala a lui D este
r(D) = min(min(2,1,1),1) = 1.
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Definitie. Se numeste drum de crestere a
fluxului =, Tn reteaua R = (G, s, t,c¢), un C-drum
de la s la t.

Lema. 1. Daca D este un drum de crestere
a fluxului x in reteaua R = (G, s,t,c), atunci
z1 =2z ®r(D) definit prin

/

X4 daca E §§ E(D)
ri; = x;; +r(D) dacaij € E(D),ij arc direct in D
ri; —r(D) daca ji € E(D),ji arc inversin D

\

este flux Tn R si v(zl) = v(x) + r(D).

Demonstratie. Definitia lui »(D) implica
indeplinirea de catre x!, a conditiilor (i).
Conditiile (ii) verificate de x, nu sint afectate
pentru niciun virf ¢ ¢ V(D).
Daca ¢ # s,t este un virf al drumului D, 7 este
incident cu exact doua arce ale lui D,fie ele [z
Si k.
Avem urmatoarele cazuri posibile:
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a) li si ik arce directe:

1 1 _ 1.1
25 TG 205 T = Dol Tji — DAk Tij T — Ty
DAl Tji — 2k Tij + o + (D) —xy — (D) =
2.5 T55 — X5 %5 = 0.

b) li direct ik invers:

ST — N Ty = Lyl k T — L Tij + 2+ o =
YLk T — 2§ Tij + x + 1(D) + xR — (D) =
2.5 %5 — 25 % = 0.

c) li invers, ik direct: similar cu b).
d) l7 invers, ik invers: similar cu a).

Valoarea fluxului z! se obtine considerind [t
unicul arc al lui D incident cu t:

Daca [t direct atunci
v(zl) =%, wjl-t—Zj l‘tlj = DAl Tjt— 2§ TejT T =
> i1 Tt — 2 Ty + xy + (D) = v(z) + (D).

Daca [t invers atunci
v(zh) =Y ah -l = 5 xj— Y w—ay =
> Tt — 21Tty — (g — (D)) = v(z) + (D).
Deci lema are loc.
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Pentru exemplul anterior, fluxul z! = xQr(D)
de valoare 4 este precizat pe arce:

Observatii: 10 Aceastd lem3 justifica denu-
mirea de drum de crestere, precum Si cea de
capacitate reziduala.

20 Din definitie, daca D este drum de crestere,
r(D) > 0 si deci avem v(z @ r(D)) > v(x).

Rezulta ca
daca z admite un drum de crestere atunci

rz Nnu este flux de valoare maxima.
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Pentru a demonstra ca Si reciproc este adevarat
avem nevoie de o noua notiune.

Definitie. Fie R = (G,s,t,c). Se numeste
sectiune Tn reteaua R, o partitie (S,7) a lui
VcuseSsiteT.

Capacitatea sectiunii (S,T) este

C(S, T) = Z Z Cij
i€S jeT
(suma capacitatilor arcelor de la S la T).

Lema. 2. Dacax esteun fluxin R = (G, s,t,c)
si (S, T) este o sectiune a retelei, atunci

v(@) = > D (@ — @55)-

i€S jET
(valoarea fluxului este egala cu fluxul net ce
trece prin orice sectiune.)

S@® o
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Demonstratie:

v(z) = (X x50 — 2 %5) — 0

= — (X 25— 2 Tsj) —Xies,izs (25 Tji—2; Tij)

>ies (X5 i — 225 Tj5)
= Yies 2jes(@ij —xj5) +2ies X ier(®Tij — xj5)
= Yies Ljer(®ij — ji).
Lema. 3. Dacax esteun fluxin R = (G, s,t,c)
si (S,T) este o sectiune, atunci v(x) < c(S,T).
Demonstratie:
v(z) = Yies 2 jer(®ij —xj)  (lema 2)

< Yies rjer(cii —x5) (x5 < cif)

< Yies>jercij (zji = 0).
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Observatir:

1) Daca z este un fluxTh R = (G, s,t,c) si (S,T)
o sectiune astfel Tncit v(z) = ¢(S,T), atunci Vx
flux Tn R v(z) < c(S,T) = v(Z), deci = este flux
de valoare maxima.

2) In exemplul dat, a! este flux de valoare
maxim3a intrucit v(zl) = 4 = ¢({1, 2,3}, {4,5,6}).

Teorema. 1. (Teorema drumului de crestere)
Un flux x este de valoare maxima intr-o retea
R, daca si numai daca, nu exista drumuri de
crestere a fluxului x Tn reteaua R.

Demonstratie: O implicatie este deja stabilita.
Reciproc, fie x un flux Tn R care nu admite
drumuri de crestere. Consideram S = {i | i €
V-AN 3 D C-drumin R de la s la i}.

Evident s € S (exista D de lungime 0) sit ¢ S
(nu exista C-drumuri de la s la t). Fie T =
V — 5. Rezulta ca (S, T) este o sectiune.
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Sa observam ca Vi € S si V5 € T avem:

daca iy € E atunci Tijj = Cij Si

daca ji: € E atunci z;; =0

(altminteri C-drumul de la s la 7 se poate ex-
tinde la un C-drum de la s la ).

Deci, conform lemei 2, v(z) = > ;g9 ZjeT(l‘z'j—

sz) = ZiES ZjET(Cij — O) = C(S, T) Si prin ur-
mare x este flux de valoare maxima.

Teorema. 2. (Teorema fluxului intreg)
Daca toate capacitatile sint Tntregi, atunci ex-
ista un flux de valoare maxima cu toate compo-
nentele intregi (flux intreg de valoare maxima).
Demonstratie: Fie algoritmul

1: 20 — 0; v+ O;
2: while (3P, drum de crestere relativ la z*) do
{ 2Tl —2'@r(P);
1+ +
}
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Se observa c3a "z' are componente ntregi”
este un invariant al algoritmului (din definitia
lui »(P;), daca toate capacitatile sint Intregi,
rezulta ca r(P,) este Tntreg Tn ipoteza c3 z! e
Tntreg) si ca la fiecare iteratie a pasului 2 val-
oarea fluxului curent creste cu macar o unitate,
deci pasul 2 se repeta de cel mult c¢({s},V —
{s}) € Z ori. Fluxul final obtinut este, con-
form teoremei 1, de valoare maxima.

Observatie. Algoritmul, descris mai sus, este
finit si Tn cazul capacitatilor rationale.

Teorema. 3. ( Ford-Fulkerson, 1956)
Valoarea maxima a unui flux in reteaua R =
(G, s,t,c) este egala cu capacitatea minima a
unei sectiuni a retelei.

Demonstratie: Daca dispunem de un algoritm
care, pornind de la un flux initial 20 (z° exista
Tntotdeauna, de exemplu 20 = 0), construieste
Tntr-un numar finit de pasi un flux x, care nu
admite drumuri de crestere, atunci sectiunea
construita Tn demonstratia teoremei 1 satisface
Tmpreuna cu x enuntul teoremei.
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Pentru cazul capacitatilor rationale algoritmul
descris Tn demonstratia teoremei 2, satisface
aceasta conditie.

Pentru cazul capacitatilor reale vom prezenta,
mai tirziu, un astfel de algoritm, datorat lui
Edmonds si Karp (1972).

Observatii: i) I n demonstratia teoremei 3 avem
nevoie de fapt, doar sa aratam ca exista un
flux x de valoare maxima si apoi sa-i aplicam
constructia din demonstratia teoremei 1;
existenta fluxului x maxim rezulta imediat, con-
siderind transcrierea problemei fluxului maxim

ca O problema de programare liniara; am preferat
demonstratia de mai sus care (desi va fi com-
pletata abia dupa analiza algoritmului lui Edmonds-
Karp) este constructiva.

i) Importanta algoritmica a teoremei 3 este ev-
identa: multimea sectiunilor retelei este finita,
pe cind multimea fluxurilor din retea este in-
finita.
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Algoritmul lui Ford si Fulkerson pentru aflarea
unui flux de valoare maxima

Se va folosi un procedeu de etichetare a virfurilor
retelei, Tn vederea depistarii drumurilor de crestere
a fluxului curent . Daca nu exista drumuri de
crestere, fluxul va fi de valoare maxima.

Eticheta atribuita unui virf 5 € V are trei com-
ponente (eq,en,e3) unde e; € V. UA{0} ; er €
{direct,invers} ; e3 € R4 si au urmatoarea
semnificatie:

- daca e» = direct Si e; = ¢ atunci 4 un C-drum
P de la s la 5 cu ultimul arc 23, arc direct si
r(P) = es;

- daca e> = wnwvers Si e; = ¢ atunci 4 un C-drum
P de la s la 5 cu ultimul arc ¢, arc invers si
r(P) = es.

Initial, se eticheteaza sursa s cu eticheta (0, ., ).
Celelalte virfuri primesc eticheta prin
"cercetarea’’ virfurilor deja etichetate:
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Daca ¢ este un virf etichetat, atunci Vj € V
Daca j neetichetat, 7y € E si Tij < Cij atunci
J se etichet. e = (i, direct, min(esli], cij — xij));
Daca j neetichetat, ji € E si z;; > 0 atunci

J se etichet. e = (i, invers, min(es[i], z;;)).

Evident, Th acest fel se respecta semnificatia
celor trei componente ale etichetelor.
Numim aceasta procedura etichetare(i).

Atunci cind Tn procedura de etichetare s-a atribuit
eticheta virfului ¢, s-a obtinut un drum de crestere
P a fluxului curent, de capacitate reziduala
r(P) = e3[t] si ale carui virfuri se depisteaza Tn
O(n) explorind prima componenta a etichetelor.
Modificarea fluxului z @ »(P) se executa Tn acest
mers Tnapoi, tot Tn O(n).

Pentru noul flux se reia procedura de etichetare.
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Daca toate virfurile etichetate au fost cercetate si nu s-
a reusit etichetarea virfului ¢, rezulta ca fluxul curent
nu admite drumuri de crestere, este deci de valoare
maxima, iar daca S = multimea virfurilor etichetate
atunci (S,V — S) este o sectiune de capacitate minima.
Descrierea algoritmului

1: Se alege x = (z;;) flux initial (de ex. fluxul nul);
Se eticheteaza s cu (0, ., )
2: while (3 virfuri etichetate necercetate) do
{ "alege” un virf etichetat si necercetat i;
etichetare(i);
If (¢ a primit eticheta) then
{ modifica fluxul pe drumul dat de etichete;
sterge toate etichetele;
eticheteaza s cu (0,.,0)

}
}
3: S« {i|i € V,i are eticheta}
T —V -5

x este flux de valoare maxima
(S,T) este sectiune de capacitate minima.
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Complexitatea algoritmului:

Pentru fiecare crestere a fluxului, sint necesare
cel mult 2m(m = |E|) inspectii de arce Tn ved-
erea etichetarii.

Daca toate capacitatile sint Tntregi atunci vor
fi necesare cel mult v (v = valoarea fluxului
maxim) cresteri succesive. Rezulta ca algorit-
mul are complexitatea O(mv).

Daca U este 0 margine superioara a capacitatilor
arcelor atunciv < (n—1)U ((n— 1)U este o
margine superioara a capacitatii sectiunii ({s},V —
{s})), deci algoritmul are complexitatea O(nmU).

Observatii. 10, Dezavantajele algoritmului sint
legate de neconvergenta Tn cazul capacitatilor
irationale (desi practic, Tn implementari nu este
cazul), si de faptul ca marimile capacitatilor
influenteaza comportarea sa, acestea neconsti-
tuind o masura a volumului datelor de intrare.
Exemplu:
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Daca "alegerea”, din pasul 2 al algoritmului,
face ca drumurile de crestere succesive (pornind
de la fluxul nul) sa fie Py, P>, P;,P>,... unde
Pr = 1,2,3,4, Pb = 1,3,2,4 atunci, fiecare
crestere a fluxului mareste cu 1 valoarea fluxu-
lui curent si, deci, vor fi necesare 2M cresteri,
ceea ce este inadmisibil pentru M & Z_|_ foarte
mari.

20 Aceste dezavantaje pot fi evitate daca
alegerile virfurilor etichetate supuse cercetarii
se fac judicios. Primii care au observat acest
fenomen, au fost Dinic(1970) si independent,
Edmonds si Karp (1972).
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Modificarea lui Edmonds si Karp a algorit-
Mmului lui Ford & Fulkerson

Numim drum minim de crestere a fluxului
n reteaua R, un drum de crestere de lungime
Mminima printre toate drumurile de crestere.

Fie £ un flux oarecare Tn reteaua R. Definim
sirul de fluxuri zF In R astfel:

20
zF — 2F~1Qr(P,_1), P. este drum minim de crestere

relativ la zF—1; k = 1,2,...

<—:C;

Vom dovedi ca sirul de fluxuri astfel construit
este finit.
Notam, pentru Vi e V si VE=0,1,2,...

af — lungimea minima a unui C-drum de la sla:n R
relativ la fluxul z*.
T-]" = lungimea minima a unui C-drum delazlatin R

relativ la fluxul z*.
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Lema. 4. Pentru Vi € V siVk = 0,1,2,...
avem

ohtl > af Si

1

A > Tz-k.

7

Teorema. 4. (Edmonds, Karp)
Daca x = z9 este un flux oarecare in reteaua

R, atunci sirul de fluxuri 1, z2,... obtinut din

29 prin cresteri succesive pe drumuri minime
de crestere, are cel mult % elemente (in cel
mult % cresteri succesive, se obtine un flux

care nu admite drumuri de crestere).

Demonstratie: Daca P este un drum de crestere
relativ la un flux Th reteaua R, Ccu capacitatea
reziduala r(P), vom numi arc critic Tn P orice
arc e € P cu r(e) = r(P).

In 2 ®r(P), fluxul pe arcele critice devine sau
egal cu capacitatea (pentru arcele directe) sau
egal cu O (pentru arcele inverse).
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Fie 25 un arc critic pe drumul minim de crestere
Py relativ la zF. Lungimea lui P, este:
af’ —|—7'Z-k = af —I—Tf.

Cum ij este critic In P, Tn zFT1 nu va putea
fi folosit Tn aceeasi directie ca in P.. Prima
oara cind fluxul pe arcul 5 se va modifica, el
va apare intr-un drum de crestere P, cul > k
relativ la z! si va fi folosit In directie opusa.
Avem, deci, doua cazuri:

) ij direct in P).. Atunci a§? =of+1.In P ij

va fi arc invers, deci o} = ag. + 1.

e sO (O—>D Ot

R s (@) () Ot

Rezultd, of + 7 =0+ 147/ > o+ 141 =
ok 4+ 7F + 2 (s-a folosit lema 1 ). Am obtinut
ca lg(F) > 19(FPg) + 2.
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i) ij arc invers in Py. Atunci of =04+ 1. In

P, ij va fi arc direct, deci o} = L1,

Rk sO D D Ot

Rezulta a§.+7-;. :gg_|_1_|_T]l, 2054_1_'_7_]@::
ok + 78 +2 Deci, 19(P) > 19(P) + 2.

Deci orice drum minim de crestere Tn care
arcul 5 este critic este cu macar doua arce
mai lung decit precedentul Tn care iy a fost
critic.

Cum, un drum Tn G are cel mult n — 1 arce,
rezulta ca un arc fixat nu poate fi critic Tn pro-
cesul de crestere mai mult de g ori.

Cum orice drum de crestere are cel putin un
arc critic, rezulta ca nu putem avea mai mult
de % drumuri minime de crestere, Tn sirul
construit. Deci, dupa cel mult mn/2 cresteri,
se obtine un flux care nu admite drumuri de

crestere.
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Corolar. Daca R = (G,s,t,c) este o retea,
atunci exista un flux care nu admite drumuri
de crestere.

Observatii: 10 Rezultd de aici, ca demonstratia
teoremei 3 este completa.

20 g_ar putea pune intrebarea daca nu cumva,
alegerea drumurilor minime de crestere, mareste
complexitatea algoritmului de flux maxim 7
Raspunsul este Tnsa banal:

Lema. 5. Daca, in pasul 2 al algoritmului lui
Ford si Fulkerson, alegerea virfurilor etichetate
In vederea cercetarii se face dupa regula '’ primul
etichetat - primul cercetat”, atunci drumurile
de crestere care se depisteaza sint cu numar
minim de arce.

Demonstratie: Fie P un drum de crestere depi-
stat si fie P/ un drum minim de crestere. Pre-
supunem ca Ig(P) > Ig(P").
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Fie
P 811,119, ..., Ip—10k, TklE41, Lh+-12k42) - - - » Lhti—1F Sl

/ . . . . . . . . . . .
P’ si1,1102, - -« Tk—1%k, LkJk+15 Jk+1Tk+2) - -+ » JktU—1T.

Deci, lg(P) =k +1, lg(P") =k + 1, au primele
k arce comune si I’ < L.

Conform regulii de etichetare, ik4+1 Va primi
eticheta Tnaintea lui Jk+1 dar Jk+1 Va primi
eticheta tnaintea lui ig4 o; jp4o vVa primi eticheta
Tnaintea lui iy 3 Si asa mai departe; obtinem in-
ductiv ca t primeste eticheta Thaintea lui ik+l/+1,
deci t primeste eticheta pe drumul P/, Thainte
de a primi eticheta pe drumul P, absurd.

Observatie: Regula " primul etichetat - primul
cercetat” corespunde unei explorari bfs a Vir
furilor etichetate, ceea ce se poate realiza, uti-
liZind 0 coada pentru memorarea |lor. Aceasta
nu afecteaza complexitatea algoritmului, care
va necesita tot O(m) operatii pentru fiecare
crestere a fluxului , si din teorema 4 obtinem
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Teorema. 5. (Edmonds- Karp 1972)

Daca se modifica algoritmul lui Ford si Fulker-
son cu precizarea alegeriibfs a virfurilor etichetate
n vederea cercetarii, atunci, fluxul maxim se
obtine in timpul O(m?n) .

Exercitiu. Aplicati algoritmul lui Ford & Fulk-
erson modificat pentru obtinerea unui flux de
valoare maxima in reteaua de mai jos (In care
este precizat un flux initial de valoare 55 ).
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Algoritmi de tip preflux.

Fie R = (G,s,t,c) O retea.

Definitie. Se numeste preflux Tn reteaua R, O
functie z : £ — R astfel Tncit

jiji€E jiijEE

Numarul e; i€V —{s,t} se numeste excesul
din virful 2.

Daca i eV —{s,t} si e; >0 atunci ¢ se numeste
nod activ.

Daca ij € E x;; va fi numit fluxul pe arcul ij.
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Observatii: 1°9. Dacd In reteaua R nu exista
noduri active, atunci prefluxul x este flux de
la s |la tTh R de valoare ey.

20 Ideea algoritmulor de tip preflux este: se
porneste cu un preflux in R si se transforma
prin modificari ale fluxului pe arce intr-un flux
care nu admite drumuri de crestere.

39, In definitia unui preflux, nu am mai utilizat
conventia ca vom introduce toate perechile de
arce din digraful complet simetric de ordin n,
Tntrucit Tn analiza algoritmilor pe care 1i vom
prezenta va fi esentiala reprezentarea digrafu-
lui G cu ajutorul listelor de adiacenta. Totusi,
vom considera ca daca iy € E atunci si
ji € E (altminteri, adaugam arcul ji cu ca-
pacitate 0).
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Definitie. Daca x este un prefluxh Rsij € F,
atunci capacitatea reziduala a arcului ij este

Tij = Cij — Tij T+ Ty
(reprezentind fluxul aditional ce poate fi " trimis
de la nodul ¢ la nodul j utiliZind arcele ij Si ji).

77

dii, i cij , xij+dir

trimite

‘ ’ a=dir+inv * ‘ a

pe arcul ij

i, Xji cji, Xji - inv

Observatie. Peste tot, Tn cele ce urmeaza, a
"trimite” flux de la ¢ la y Tnseamna sa crestem
fluxul pe arcul 75 sau sa micsoram fluxul pe

arcul js.

Definitie: Se numeste C-drum Tn R relativ la
prefluxul , un drum al lui G ale carui arce au
capacitatea reziduala pozitiva.
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Definitie: Se numeste functie de distanta in R
relativ la prefluxul xz, o functied : V — Z_|_ care
satisface

(D1) d(t) =0

(D2) Vij € E,ri; > 0=d(i) <d(j)+1

ddj)
clE) d(j)+1 dgj)-1 o

© oo Vg Bpeteto

Observatii: 1°. Daca P este un C-drum relativ
la prefluxul zTn Rdelailatatuncid(z) <Ilg(P)
(arcele unui C-drum au capacitate reziduala
pozitiva si se aplica (D2)).
Rezulta ca d(i) < 7; (lungimea minima a unui
C-drum de la i la t).
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20 VVom nota cu A(3), pentru orice Virf 7, lista
sa de adiacenta, care contine arcele 1y € E.

Definitie. Fie x un prefluxn R si d o functie de
distanta relativ la . Un arc 1y € E se numeste
admisibil daca

ri; >0 A d(@) = d(j) + 1.

Daca R este o retea, consideram initializare
urmatoarea procedura care construieste™h O(m)
un preflux x si o functie de distanta d core-
Spunzatoare acestuia, astfel:

procedure initializare;

{
for Vij € £ do
If : = s then z,; «— ¢;; else z;; « O;
d[s] < n; d[t] < O;
for Vi ¢ V — {s,t} do d[i] — 1
}
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Observatii: 10, Dupa executia acestei proceduri,
Vsj € A(s) avem rs; = 0, deci alegerea lui d(s) = n
nu afecteaza conditia D2. Pentru arcele cu capacitate
reziduala pozitiva de forma js D2 este evident verificata.

ds) =n / d(j)=1 d(t)=0

O

1=d(j)=0+1=d(t)+1

1=d(j)<n+1=d(9)+1

20 Alegerea lui d(s) = n are urmatoarea in-
terpretare:” nu exista C-drum de la s la ¢t In
R relativ la z” (intrucit, altminteri, ar trebui
ca lungimea acestuia sa fie > n).

Daca, Tn algoritmii de tip preflux vom pastra
acest invariant, atunci ¢cind x va deveni flux,
va rezulta ca nu admite drumuri de crestere si
deci x va fi de valoare maxima.
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Consideram urmatoarele proceduri

procedure pompeaza (i);
// 1 este un varf diferit de s,t

alege ij € A(i) 15 admisibil;
"trimite” 6 = min(e;, ;) unitati de flux de la i la j

Daca 6 = r;; avem o pompare saturata, alt-
minteri pomparea este nesaturata.

procedure reetichetare (i);
// 1 este un varf diferit de s,t

d(i) — min{d(j) 4+ 1|ij € A(i) A r;; > 0}
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Schema generala a unui algoritm de tip preflux
este:

{
initializare;
while d noduri activein R do
{ selecteaza un nod activ t;
If 3 arce admisibile Tn  A(%)
then pompeaza(i)
else reetichetare(i)
}
}
Lema. 6. Algoritmul de tip preflux, de

mai sus, are ca invariant "d este functie de
distanta relativ la prefluxul 2”’. La fiecare
apel al lui reetichetare(i), d(i) creste strict.

Demonstratie: Procedura initializare construieste,
evident, o functie de distanta relativ la pre-
fluxul initial.
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Daca Thaintea executiei unei iteratii a lui while,
d e functie de distanta relativ la prefluxul curent
x, atunci:

a) daca se executa pompare(i), singura pereche
ce poate viola D2 este d(7) si d(j). Cum arcul
i7 a fost ales admisibil, avem d(:) = d(j) + 1.
Dupa pompare, arcul j: poate avea ry; > 0
(fara ca Tnainte sa fi fost), dar conditia d(j) <
d(7) + 1 este, evident, satisfacuta;

b) daca se executa reetichetare(i), modificarea
lui d(i) se face astfel Incit D2 sa ramina vala-
bila pentru orice arc i5 cu r;; > 0. Cum apelul
lui reetichetare implica d(i) < d(j)+1 Vij cu
ri; > 0, rezulta ca dupa apel d(7) creste macar
CuU O unitate.

Pentru finitudinea algoritmului va trebui sa ne
asiguram ca , daca, Tn timpul executiei, avem
un nod 7 activ, atunci Tn A(7) exista macar un
arc ¢y cu r;; > 0. Aceasta rezulta din

Lema. 7. Daca pe parcursul algoritmului, ig
este un nod activ, atunci exista un C-drum de
la ig la s, Tn R, relativ la prefluxul curent x.
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Demonstratie: Daca x este un preflux Tn R,
atunci a: se poate scrie ca o sumé finita * =
rl 4+ 22 4+ ... 4 zP, unde fiecare z* satisface:

multimea Ak = {ij | ij € E,zj; # 0} este

a) multimea arcelor unui drum de la s la t,

b) m. arcelor unui dr. de la s la un nod activ,
C) multimea arcelor unui circuit.

In plus, n situatiile a) si ©), z* este flux.
(demonstratia rezulta algoritmic, construind mai Tntii
multimile a), apoi a celor de tip c) si b); la fiecare etapa
se cauta inversul unui drum de tipul a),b), sau c); pre-
fluxul costruit se scade din cel curent; excesele nenega-
tive, permit efectuarea constructiei; ea este finita, caci
dupa fiecare etapa nr. arcelor cu flux curent nul creste.)
Cum 1ip este un nod activ in R relativ la =,
rezulta ca situatia b) va apare pentru nodul ig
(Tntructt situatiile b) si ¢) nu afecteaza excesul din nodul
i0). Arcele inverse ale acestui drum au capac-
itatea reziduala strict pozitiva si ele formeaza
C-drumul din enuntul lemei.

x>0

X>0
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Corolar. 1. VieV d(i) < 2n.

Demonstratie: Daca z nu a fost reetichetat,
atunci d(?) = 1 < 2n.

Daca 7 a fost reetichetat, atunci Thainte de
reetichetare ¢ este nod activ, deci exista C-
drum de la 7 la s de lungime cel mult n — 1.
Din modul de modificare a lui d(i) si din D2
rezulta ca dupa reetichetare d(i) < d(s) +n —
1 =2n—1, Intrucit d(s) = n nu se schimba pe
parcursul algoritmului.

Corolar. 2. Numarul total de apeluri ale pro-
cedurii reetichetare este mai mic decit 2n?.

Demonstratie: Fiecare din cele n — 2 virfuri ce
pot fi supuse etichetarii poate fi etichetat de
cel mult 2n — 1 ori, avind Tn vedere corolarul 1,
lema 6 si etichetarea initiala.
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Corolar. 3. Numarul total de pompari sat-
urate este < nm.

Demonstratie: Dupa ce un arc 25 devine satu-
rat (situatie Tn care d(i) = d(j) + 1), pe acest
arc nu se va mai putea trimite flux pina cind
nu se va trimite flux pe arcul jy¢ situatie Tn care
vom avea d'(j) =d'(:1)+1>d()+1 =d(j)+2;
aceasta schimbare de flux nu va avea loc pina
ce d(j) nu creste cu doua unitati. Deci, un arc
nu poate deveni saturat mai mult de n ori Si Tn
total vom avea cel mult mn pompari saturate.

Lema. 8. (Goldberg si Tarjan 1986) Numarul
pomparilor nesaturate este cel mult 2n?m.

Lema. 9. La terminarea algoritmului x este
flux de valoare maxima.

Demonstratie: Din lemele 6 si 8 si corolarul 3
rezulta ca algoritmul se termina dupa cel mult
2n?m iteratii si cum d(s) = n nu se modifica
pe parcurs, rezulta ca fluxul obtinut este fara
drumuri de crestere.
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Vom prezenta in continuare, algoritmul lui Ahuja
si Orlin (1988) care, utilizind o metoda de
scalare, va margini numarul pomparilor nesat-
urate de la O(n?m) la O(n?log U).

Vom presupune ca toate capacitatile sint intregi
si ca max;jcp(l +c;j) = U. Notam [ logoU| =
K. Ideia algoritmului:

Se vor executa K + 1 etape. Pentru fiecare
etapa p, cu p luind succesiv valorile K, K —
1,...,1,0 vor fiTndeplinite urmatoarele conditii:
(a) - la Tnceputul etapei p, V i satisface e¢; < 2P
(b) - Tn timpul etapei p se utilizeaza proce-
durile pompare-etichetare Tn vederea eliminarii
nodurilor active cu e; € (2P—1 2P].

Din alegerea lui K, Tn etapa initiala (p = K)
conditia (a) este satisfacuta si deci, daca (b)
va fi invariant al algoritmului, dupa K41 etape,
excesele nodurilor vor fi < 3.
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Daca, toate transformarile datelor vor pastra
integritatea exceselor, va rezulta ca excesul
oricarui nod este 0O, si, deci, dispunem de un
flux de valoare maxima (datorita proprietatilor
functiei distanta d(7)).

Realizarea lui (b) se poate face astfel:

- se Tncepe etapa p, construind lista L(p) a
tuturor nodurilor il,ig,...,il(p) Cu excesele

e;; > 2P—1 ordonate crescator dupa d (avind Tn
vedere ca d poate lua valoriintre 1 si 2n—1, o
sortare de tip hash rezolva problema th O(n)).

- hodul activ selectat pentru pompare-reetichetare
va fi pe tot parcursul etapei, primul nod din
L(p). Va rezulta ca, daca se face o pompare
pe arcul 75 admisibil, cum d(j) = d(7) — 1 si
i este primul din L(p), vom avea e; > 2P~ 1 g;
e; < 2P~1. Daca, Tn plus, se va limita &, fluxul
"trimis” de la 7 la 7, Tn procedura de pompare
la 0 = min(ei,rij,Qp — ej),

252



atunci, cum 2P —e; > 2P~ 1 va rezulta ca orice
pompare nesaturata trimite cel putin 2p—1
unitati de flux. Dupa pompare, excesul din
nodul j (singurul nod al carui exces poate creste)
va fi € + min(ei,rij,Qp — 6]) < € + 2P — € < 2P
(deci b) ramine indeplinita).

- etapa (p) se termina atunci cind L(p) devine
vida.

Pentru realizarea eficienta a operatiilor de de-
pistare a unui arc pe care se face pomparea,
sau a examinarii arcelor care ies dintr-un virf ¢
pentru reetichetare, vom considera listele A(7)
organizate astfel:

- fiecare nod al listei contine: virful j; Tijs Tijr
pointer catre arcul ji (din lista de adiacenta a
virfului 7); pointer catre urmatorul element din
lista A(7) .

- parcurgerea listei se face cu ajutorul unui
pointer p(¢) catre elementul curent din lista.

Evident, organizarea acestor liste se face Thaintea
apelului lui initializare si necesita O(m) operatii.

253



Algoritmul Ahuja-Orlin

initializare;

K «— [log2(U)] ; A « 2K+,
forp=K, K—-—1,...,0 do

{

construieste L(p); A «— =

A
2

while L(p) #= 0 do

fie ¢ primul element din L(p);

parcurge lista A(7) din locul curent pina
se determina un arc admisibil sau se
depisteaza sfirsitul ei;

if iy este arcul admisibil gasit then

{

{

}

O «— min(ez-,m-j, JANES ej);

€ <— € — 0, € — e; + 0,

"trimite” ¢ unitati de flux de la ¢ la j;
if ¢, <2 then sterge i din L(p);

if e; > % then adauga 5 ca prim nod Tn L(p)

else // s-a depistat sfirsitul listei

{

sterge 7 din L(p);

parcurge toata lista A(z) pentru calculul lui
d(i) = min{d(j) 4+ 1;ij € A() Ari; > 0};
introdu 7 Tn L(p) la locul sau (hash);

pune pointerul curent al listei A(7) la Tnceput
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Operatiile care domina complexitatea timp, Tn
cazul cel mai nefavorabil, sint pomparile nesat-
urate. Toate celelalte operatii sint dominate
de O(nm).

Lema. 8’. Numarul pomparilor nesaturate
este cel mult 8n? in fiecare etapa a scalarii,
deci O(n?logU) in total.

Demonstratie: Fie

rpy= Y @40

p
1€VitEs,t e

La Tnceputul etapei p, F(p) < Y jcv %}%n) — 2n2.

Daca Tn etapa p, atunci cind se analizeaza nodul activ
1, Se apeleaza reetichetare, Tnseamna ca nu exista arce
1y admisibile.

Operatia de reetichetare mareste d(i) cu € > 1 unitati,
ceea ce conduce la o crestere a lui F' cu cel mult € unitati.
Cum pentru fiecare i, cresterea lui d(i) pe parcursul
Tntregului algoritm este < 2n rezulta ca F' va creste pina
la cel mult valoarea 4n?, la sfirsitul etapei p.
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Daca, pentru un nod : se executa pompare,
atunci aceasta se executa pe arcul 75 cu Tij > 0
si d(z) =d(j) + 1.

Cum numarul unitatilor de flux pompat este
6 >2P~1 dupa pompare F(p) va avea valoarea
F'(p), unde

F(p) = Fp) = 2500 + 250} = F(p) - 4 <
P

F(P)—T:F(P)—%-

Rezulta ca aceasta situatie nu poate aparea
mai mult de 8n? (intrucit F(p) poate creste
cel mult la 4n?).

Cu atit mai mult, pomparile nesaturate nu vor
depasi 8n2.

Sumarizind toate rezultatele anterioare obtinem

Teorema. 6. (Ahuja-Orlin 1988) Algoritmul
de tip preflux cu scalarea exceselor are com-
plexitatea O(nm + n?logU).
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2. Aplicatii (combinatorii) ale problemei
fluxului maxim.

A. Determinarea cuplajului maxim si a sta-
bilei maxime intr-un graf bipartit.

Fie G = (Vq, V5; E) un graf bipartit cu n virfuri
Si m muchii.
Consideram reteaua R = (G4, s,t,¢), unde

- V(Gq1) = {s,t} UV3 UV ;
- F(G1) = FE{UE>U ES
E1 = {sv1|v1 € 1},
E> = {vpt | v € Vo },
: E3 = {vivo | v1 € V1,v0 € Vo, vq1v0 € E};
- c¢: E(G1) — Z4 definita prin

{1 daca e &€ E1 U E»
c(e) =

oo daca ee€ E3

(vezi figura urmatoare).
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Daca =z = (=x;;) este un flux cu componente
Tntregi Tn R atunci se observa ca multimea de
arce {ij |1 € V1,7 € Vo Ax;; = 1} induce in
graful G bipartit un cuplaj M(z). In plus, v(z)
este cardinalul cuplajului M(x).

Reciproc, orice cuplaj din G induce o multime
de arce neadiacente Tn GG1, daca pe fiecare ast-
feldearcij (i€ Vq,j € Vo) se considera fluxul
x;; €dgal cu 1 si de asemenea zg = zjy = 1, Si
luTnd fluxul z = O pe orice alt arc, atunci fluxul
construit are valoarea |M|.

Rezulta ca rezolvind problema fluxului maxim
pe reteaua R se determina (pornind de la fluxul
nul) Tn O(nm 4+ n?logn) un cuplaj de cardinal
maxim Tn graful bipartit G.
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Fie (S,T) sectiunea de capacitate minima ce
se poate construi, din fluxul maxim obtinut, Tn
O(m) operatii.

Vom avea, ¢(S,T) = v(G), din teorema fluxului
maxim-sectiunii minime.

S

Cum v(G) < oo, rezulta ca punind S; = SNV si
T,=TnNnV; (i=1,2), avem: |T1|+|Sz| = v(G),
lar X = S1 U1 este multime stabila Tn graful
G (pentru a avea c¢(S,T) < 00).

In plus, |X| == |V1 — T]_| + |V2 — SQ| = n — I/(G)
Rezulta ca X este stabila de cardinal maxim,
ntrucit n —v(G) = a(G) (teorema lui Konig).

259



B. Recunoasterea secventelor digrafice.

Date (dj)izl,n si (d; )i=1n, €Xista un digraf
G cu n virfuri astfel incit G = ({1,...,n}, F)
si db(i) = df si dz(i) = df Vi = 1,n ?
(Problema poate apareTn proiectarea circuitelor
integrate).

Evident, va trebui ca 0 < djf <n—1si0 < d;
n—1Vi=1,n5s Yim1,d = Yim1nd; =
(unde, m = |E|, iar d;",dz-_ cZ).

<
m

In aceste ipoteze, construim reteaua bipartita
R = (Gy1,s,t,E) unde G1 se obtine din Ky pn —
{11/,22'...,nn'} prin orientarea muchiilor 75’
Vi # j € {1,...,n}, si introducerea arcelor si,
ie{l,...,n}sijt, je{1,...,n}.

+ v

Functia de capacitate va fi c(si) = d," Vi =

1,n, c(4't) = d; Vj=1,nsi c(ij’) = 1.
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Daca Tn aceasta retea, exista un flux Tntreg de valoare
maxima m, atunci din orice virf i € {1,...,n} vor pleca
exact dj arce pe care fluxul este 1, de forma 5’ si Tn
fiecare virf j/ vor intra exact dj_ arce pe care fluxul este

1, de forma ij’.

Considerind multimea de virfuri {1,...,n} si introducind
toate arcele i5 astfel incit z; = 1, se obtine un di-
graf G cu secventele gradelor interioare si exterioare
(d)i=1.n si (d;)i=1.,.. Reciproc, dac3 acest digraf exist3,
atunci procedind invers ca Tn constructia anterioara, se
obtine un flux Tntreg Tn reteaua R de valoare m (deci
maxim). Rezulta ca recunoasterea secventelor digrafice
(si constructia digrafului Tn cazul raspunsului afirmativ)
se poate face Tn O(nm + n?logn) = O(n3).
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C. Determinarea nr. de muchie-conexiune
al unui graf
Fie G = (V,E) un graf. Pentru s,t € V,s £ t,

definim:

-pe(s,t) = numarul maxim de drumuri cu muchii
disjuncte ce unesc s Si t Tn G.

-ce(s,t) = cardinalul minim al unei multimi de
muchii, prin Tndepartarea careia din graf, Intre
s Si t nu mai exista drumuri.

Teorema. 7. pe(s,t) = ce(s,t).

Demonstratie: Construim din G digraful Gy,
Tnlocuind fiecare muchie a lui G cu o pereche
de arce simetrice. Consideram

c: E(G1) — Z4 prin c(e) = 1,Ve € E(G1).

Fie 20 un flux ntreg de valoare maxima 1n
R = (Gq,s,t,¢). Fluxul 20 se poate scrie ca
o suma de v(z9) fluxuri z* Tntregi de valoare 1,
Tnlocuind, eventual, fluxul pe unele circuite cu
0.
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Fluxul pe arcele groase
este 1, pe cele subtiri 0.

Fiecare astfel de flux =¥ induce un drum de Ia

s la t Tn G1 (considerind arcele pe care fluxul
este nenul), si deci, si Tn G.

Rezultd ca v(z?) = pe(s, t), Tntrucit orice multime
de drumuri disjuncte pe muchii, genereaza un
flux dela s la tTn R de valoare egala cu numarul
acestor drumuri.

Fie (S,7) o sectiune de capacitate minima;

avem ¢(S,T) = v(z9), din teorema fluxului maxim-
sectiunii minime.
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Pe de alta parte, ¢(S,T) este numarul arcelor
CU O extremitatein S si cealalta Tn 1", deoarece
c(e) = 1,Ve € E(G1). Aceasta multime de arce
genereaza Th G o multime de muchii de acelasi
cardinal si cu proprietatea ca deconteaza, prin
Tndepartare, s si t .

Rezultd c3 avem ¢(S,T7) = v(z9) = pe(s,t)
muchii Tn G care deconecteaza, prin indepartare,
s si t. Deci ce(s,t) < pe(s,t).

Cum, inegalitatea ce(s,t) > pe(s,t) este evi-
denta, rezulta ca teorema este demonstrata.

Corolar. Daca G este un graf conex A\(G) (val-
oarea maxima a lui p € Z4 astfel incit G este
p—muchie-conex) este

min  ce(s,t). (%)

s,teV(Q)
s#*t
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Rezulta ca, pentru a afla A\(G), rezolvam cele
”<"2_1) probleme de flux, descrise Tn demonstratia
teoremei.

Totusi, sa observam ca pentru o pereche fixata
s Si t avem: daca (S,T) este sectiunea de ca-
pacitate minima, atunci

Voe S siVweT ce(v,w) <c(S,T) (*x).

In particular, daca (s,t) este perechea pentru
care se realizeaza minimul Tn (*) vom avea
egalitate Tn (**).

Rezulta ca daca fixam un Vvirf sg si rezolvam

n — 1 probleme de flux cut € V — sg se va
obtine Tn mod necesar o pereche sp,tg pentru
care c(sg,tg) = M(G) (ne asiguram, astfel, de-
pistarea unui Vvirf tg, care sa nu fie Th aceeasi
clasa cu spg Tn partitia (S,7)).

Rezultd c3 Tn O(n- (nm + n2c)) = O(n?m) se
pot determina \(G) si o0 multime separa-
toare de muchii de cardinal minim in G.
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D. Determinarea numarului de conexiune
al unui graf.

Daca G = (V, FE) este un graf si

s,teV, s#*t, sté& FE atunci, notind
-p(s,t) = numarul maxim de st—drumuri cu
multimile de virfuri disjuncte (cu exceptia ex-
tremitatilor),

-c(s,t) = cardinalul minim al unei multimi de
Virfuri st— separatoare,

avem, din teorema lui Menger,

p(s,t) = c(s,t) ()

In plus, numarul de conexiune k(G) al grafului
G (valoarea maxima a lui p € Z4 pentru care
(G este p—conex) este

(

n—1 daca G = Ky,

k(G) =< min c(s,t) daca G # K,  (xx)
s,teV
\ stéF
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Vom arata ca egalitatea (*) rezulta si din teo-
rema fluxului maxim-sectiunii minime pe o retea
convenabil aleasa.

Fie G1 = (V(G1), E(G1)) digraful construit din
G astfel:

-Vv € V' consideram a,,b, € V(G1) si avby € E(G1);
- Yow € E consideram byaw, bway € E(G1).

Exemplu:

b1

Arcele groase au capacitate
infinit, cele subtiri 1.

Definim ¢ : E(G1) — Z4 prin

1 daca e = CLrUer
c(e) =
oo altfel.
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Consideram reteaua R = (G4, bs, at, c).

Fie 29 un flux Intreg de la bs la a; Tn R de
valoare maxima.

In virfurile by(v € V) intrd exact un arc de ca-
pacitate 1 si din virfurile ay(v € V') pleaca exact
un arc de capacitate 1. Rezulta ca, pentru ca
sa fie satisfacuta legea de conservare a fluxului,
zg; € {0,1} Vij € E(G1).

Aceasta Tnseamnia ca z9 se poate descompune
™n v(a:o) fluxuri 2% fiecare de valoare 1, si astfel
TnCit arcele pe care ¥ sint nenule corespund la
v(z9%) drumuri disjuncte de la bs la a; Tn Gy,
care induc o multime de v(z%) drumuri intern
disjuncte dela s la tn G.

Cum, pe de alta parte, dintr-o multime de p
drumuri intern disjuncte de la s la t Th G, se
pot construi p drumuri intern disjuncte de |la bs
la a; Tn G1 pe care se poate transporta Cite o
unitate de flux, rezulta ca avem

; v(x9) = p(s, t).
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Fie (S,T) o sectiune Tn R astfel Tncit v(z?) =
c(S,T).

Cum v(29) este finit, rezulta ca Vi € S,Vj € T
cu iy € E(Gq),avem c(ij) < oo, deci ¢(ij) = 1,
adica du € V astfel TnCit 1 = aq, Si j = by.

Deci sectiunii (S,T) Ti corespunde o multime
de virfuri Ag C V astfel Iincit, ¢(S,T) = |Ag| si
evident Agp este st— separatoare.

Cum, pe de alta parte, VA st—separatoare, |A| >
p(s,t) = v(xg) rezulta ca

c(s,t) = |Ag| = e(S,T) = v(wg) = p(s,1).

Demonstratia de mai sus, arata ca pentru a
determina k(G) va fi suficient sa determinam
minimul din (**) prin rezolvarea a |E(G)| prob-
leme de flux, unde G este graful complementar
al lui G.

Deci algoritmul va avea complexitatea

O<(n(n2— 1)

— m)(nm 4 n?log n)))
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O simpla observatie ne conduce la un algoritm
mai eficient. Evident,
k(G) < mmvevdG(’U) = F(n-minyey dg(v)) <

2 (Spey da(v)) = 22

Daca Ag este o multime de articulatie Tn G cu
|Ag| = k(G) atunci G — Ag este neconex si se
poate partitiona V — Ag = V/ U V" astfel Incit,
Vo' € V!, Yo' € V" avem p(v,v") = k(G).

Rezulta ca, rezolvind o problema de flux cu
sop € V' si tg € V" va rezulta ca p(sg,tg) =
valoarea fluxului maxim = k(G).

Vom fi siguri ca depistam o astfel de pereche,
daca procedam astfel:

consideram I = [22] 41, alegem [ Virfuri oare-
care din G, si pentru fiecare astfel de virf v
rezolvam toate problemele p(v,w) cu vw ¢ E.

Se vor rezolva Tn total O(nl) = O(n(22+1)) =
O(m) probleme. Deci complexitatea Tntregului
algoritm va fi O(m(nm + n?logn)).
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3. Fluxuri de cost minim

Fie R = (G,s,t,c) o retea si z un flux de la s
la tTnh R.

Consideram a : E — R o functie de cost care
asociaza fiecarui arc ij € E a(ij) = a;; costul
(transportului unei unitati de flux) pe arcul j.
Costul fluxului xz se defineste ca fiind

a(z) =) AT
%,

Problema fluxului de cost minim
Data R o retea, v € RT sia : E — R functie de
cost, sa se determine 20 flux in R astfel incit

a(z®) = min{a(z) | z flux In R, v(z) = v}.

Observam ca, daca v nu depaseste valoarea
fluxului maxim T™n reteaua R, atunci problema
are Tntotdeauna solutii, a(x) fiind liniara, iar
multimea fluxurilor de valoare data v fiind margi
nita si Tnchisa Tn R™.
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Exemple.

10, Se dispune de n lucratori si n lucrari. Cos-
tul atribuirii lucratorului ¢ |la lucrarea j este
a;;(i,5 € {1,...,n}). Sa se atribuie fiecare
dintre cele n lucrari la cite un lucrator,
astfel incit costul total al atribuirii sa fie
minim. (Problema simpla a atribuirii).
Consideram reteaua descrisa mai jos, unde pe
fiecare arc este trecuta mai Tntii capacitatea si
apoi costul. Deci ¢;; = 1,¢c5; = 1,a5 = 0,¢c5 =
l,a;; =0 Vi,je{l,...,n}.

Evident, un flux Thtreg de valoare n si de cost
Mminim, reprezinta solutia problemei.
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Notam ca in mod similar se poate rezolva orice
problema de cuplaj perfect de pondere minima
mtr-un graf bipartit.

20.O marfa disponibila Tn depozitele Dq,...,Dp

n cantitatile dq,...,d, este solicitata Tn cen-
trele de consum (C4,C5,...,CyHn Tn cantitatile
C1,C2y...,Cm-

Se cunoaste costul a;; al transportului unei
unitati de marfa de la depozitul D; la centrul
de consum C;(Vi€ {1,...,n} Vj € {1,...,m}).
Se cere sa se stabileasca un plan de trans-
port care sa satisfaca toate cererile si sa
aiba costul total minim (problema simpla a
transporturilor Hitchcock-Koopmans).

Evident, problema are solutie numai daca
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In acest caz, un flux de cost minim si de val-
oare v = Z,,;:Lm c; Tn reteaua urmatoare, re-
zolva problema.

oo,all
b1 oL
dl,o
d,, 0,|D2
di, 0D
dpn 0N\ °
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Definitie. Fie = un flux n R = (G,s,t,c) Si
a: F — R o functie de cost.

Daca P este un C-drum Tn R relativ la fluxul
x, atunci costul drumului P se defineste

a(P)= > ay— ),
ijEP ijEP
1y direct 1J  wnvers
Daca C este un C-drum Tnchis, a(C) se cal-
culeaza dupa aceeasi formula, dupa stabilirea
unui sens de parcurgere a lui C (este posibil
ca ambele sensuri de parcurgere ale lui C sa

satisfaca definitia unui C-drum).

Observatii: 19 Din definitia data, rezultd ca
daca P este drum de crestere relativ la fluxul
z, atunci z1 = z ® r(P) este un flux de valoare
v(zl) = v(z)+r(P) si de cost a(z)+r(P)- a(P).

20 Dacad C este un C-drum Tinchis relativ la
z, atunci z! = z®r(C) este un flux de val-
oare v(zl) = v(z) si de cost a(zl) = a(z) +
r(C)-a(C).

Daca a(C) < 0 atunci z! este un flux de aceeasi
valoare ca si x, dar de cost strict mai mic.
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Teorema. 8. Un flux de valoare v este de
cost minim daca si humai daca nu admite C-
drumuri thchise de cost negativ.

Demonstratie: Necesitatea este evidenta din
observatia anterioara.

Suficienta. Fie x un flux de valoare v, care nu
admite C- drumuri Thchise de cost negativ.
Fie £* un flux de valoare v, de cost minim
(exista !) astfel Incit

Az, z*) = min{A(x,z’) | ' flux de val. v si cost minim}

unde A(z,z') = [{ij | zij # =}

Daca A(x,z*) = 0 rezulta x = z* si deci x este
de cost minim.

Daca A(z,z*) > 0, fie ij astfel Incit z;; #
:z;;;‘}-. Presupunem 0 < z;; < ac,j-} < ¢;; (altfel,
rationamentul este similar). Din legea de con-
servare a fluxurilor rezulta ca

3 gk € E astfel InCit 0 <z, < x;‘k < ¢jk, Sau

3 kj € F astfel incit 0 < :c,”;j < Zp; < Cjj-

276



Repetind acest rationament, deoarece numarul
virfurilor este finit, se va obtine C, un C-drum
Tnchis relativ la z Tn R.

Considerind sensul invers de parcurgere pe C
se obtine un C-drum C’, Tnchis relativ la z*.

Deoarece a(C) > 0 din ipoteza, iar a(C') =
—a(C), rezulta, din necesitatea teoremei (z*
este de cost minim), ca a(C) = 0.

Modificind fluxul =* cu §(C’) pe C’, unde

min T —Tjk

5(C") = min{ min Th;—Th _ ~
kj invers T ¢

ki direct Tn ¢ k97
se obtine un flux 2’ cu v(z') = v(z*) = v,
a(z’) = a(z*) + 6(C")-a(C") = a(z*), deci de
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cost minim, dar, cu A(z,z') < A(x, z*),
contradictie.

Deci A(xz,z*) = 0, si demonstratia este Tncheiata.

Teorema. 9. Daca x este un flux de valoare
v Si de cost minim iar Fp este un drum de
crestere, astfel incit

a(Py) = min{a(P) | Pdrum de crestere relativ la =},

atunci z1 = 2 Qr(Py) este un flux de valoare
v(zl) = v+ r(Py) si de cost minim.

Linia demonstratiei este urmatoarea :
presupunind prin reducere la absurd ca z! nu
este de cost minim, atunci z! admite un C-
drum Tnchis C' de cost negativ. Cum x era flux
de cost minim rezulta ca E(C) N E(Py) # 0.

Daca ij € E(C) N E(Fpy), atunci va rezulta ca
Py U C — 15 contine un drum de crestere relativ
la £ de cost mai mic decit F.

278



Un drum de crestere de cost minim poate fi de-
pistat cu ajutorul algoritmilor de drum minim.
Daca x este un flux TIn R si a : E — R este
functia de cost atunci considerind aj; = o0
daca ij ¢ E (caz in care z;; = 0), construim

2

Qi daca w;; < ¢;; Si xj; =0,
a4 = min{a;;, —a;;} dac? Ti5 < Cjj Si. zj; > 0,
—ajj daca Tij = Cjj S| Tj; > 0,
| +o0 daca z;; = ¢;; Si 243 = 0.

Un drum de pondere minima de la s la t Tn
raport cu ponderile Qjj corespunde unui drum
minim de crestere Tn R relativ la fluxul z.

Un circuit de pondere negativa Th raport cu
ponderile a;; corespunde unui C-drum Tnchis in
R relativ |la x, de cost negativ.

Rezulta, urmatorul algoritm pentru rezolvarea
problemei fluxului de cost minim, obtinut prin
combinarea mai multor algoritmi clasici
(Klein,Busacker, Gowan, etc.).
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Algoritm generic de rezolvare a problemei fluxului
de cost minim

{

0: Se considera z = (z;;) un flux cu valoarea v’ < w;
{x poate fi fluxul nul sau un flux y determinat
cu ajutorul algoritmului de flux maxim sSi apoi
considerind x = (ﬁy)}

1: while (3 circuite de pondere < O relativ la @;;) do
{ determina un astfel de circuit;
modifica fluxul pe acest circuit
}

2: while v(x) < v do
{ aplica un algoritm de drum minim Tn raport cu
ponderile a;; pentru depistarea unui
C-drum P de cost minim;

z — x@min(r(P),v —v(x))

Complexitatea pasului 2 este O(n3v), daca se pleaca de
la fluxul nul. Complexitatea pentru pasul 2 este O(n3v),
daca se pleaca de la fluxul nul. Se poate dovedi ca pasul
1 se poate implementa astfel ca numarul iteratiilor sa
fie O(nm?logn).
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VI. Reduceri polinomiale pentru
probleme de decizie pe grafuri.

Definitie. Spunem ca problema de decizie

Py : I{ — {da,nu} se reduce polinomial la
problema de decizie P5 : I — {da,nu} Si notam
aceasta prin P; o< P>, daca exista o functie

&® : I1 — I» polinomial calculabila, astfel Tncit,
VieliT P1(i) = Py(®(q7)).

Functia & se va da indicand un algoritm care
construieste pentru orice instanta 1 € I, Tn
timp polinomial Tn raport cu |i1|, O instanta
i» € I» cu proprietatea ca P1(i1) = da daca si
numai daca P»(in) = da.

Se observa ca relatia de reducere polinomiala
x este o relatie tranzitiva pe multimea prob-
lemelor de decizie (datorita Tnchiderii multimii
functiilor polinomiale la compunere).

Din punct de vedere algoritmic, constructia din spatele
oricarei reduceri polinomiale este interesanta evidentiind
modul Th care prima problema poate fi rezolvata eficient
Ccu ajutorul unui oracol care rezolva a doua problema.

281



Vom considera cunoscut faptul ca SAT o« 3SAT
unde

SAT
Instanta: U = {u1,...,uy} 0 multime finita de var. booleene.
C=CiNCoAN...NCy o formula Tn forma
conjunctiva peste U:

Ci =wv, Vv, V...V, Vi=1,m, unde
Vi; Ja€e{l,...,n} a. 1. v; =u, Sau v; = U,.
Intrebare: Exista o atribuire t : U — {A,F} a. 1. t(C)=A 7

3SAT este cazul particular al lui SAT Tn care
fiecare clauza C; are exact trei literali (k; = 3),
un literal Vi, fiind, asa cum este descris mai
Sus, O variabila sau negatia ei.

Problema SAT este celebra datorita teoremei
lui Cook (1971): SAT este NP—completa.
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1. Multimi stabile

SM
Instanta: G = (V,E) graf si k € N.
Intrebare: Exista S multime stabila™n G a. 7. |[S|>k 7

Teorema. 1. (Karp 1972) 3SAT « SM.

Demonstratie: Fie U = {u1,up,...,un},

(n € N*), C =Ci1AN...NCp, (m € N*) cu
C;, = Uiy V Uiy V Vg Vi = 1,m, (unde \V/’Uij Ja €
{1,...,n} astfel Tncit Vi, = U SAU v = Uay ),
reprezentind datele unei instante oarecare a
problemei 3SAT.

Vom construi Tn timp polinomial Tn raport cu
m + n, un graf G si k € N astfel Thcit ex-
ista o atribuire t a valorilor de adevar sau fals
pentru variabilele booleene din U care sa faca
adevarata formula C, daca si numai daca exista
o stabila S in graful G astfel Tincit |S| > k.
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Graful G va fi construit astfel:

(1) Pentru orice i € {1,...,n} consideram gra-
furile disjuncte T; = ({ui,ﬂi}, {uzﬂz})

(2) Pentru orice 5 = 1, m consideram grafurile
disjuncte

Z; = ({aj1, 452, 053}, {aj1052, ajoa;3, aj3a;1}) .

(3) Pentru orice j = 1, m consideram multimea
de muchii

Ej = {ajl’vj]_, a;j2v;2, aj3vj3} unde V1 V V2 V ;3
este factorul Cj.

Consideram V(G) = U,V (T;) U Um_1V(Z ) Si
E(G) = U E(T;) uu L (E(Z;) UE ).

Evident, constructia este polinomiala Th raport
cu m+n (G are 2n 4+ 3m virfuri si n 4+ 6m
muchii).

Consideram k = n + m.
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Exemplu: U = {u1,un,us,us};
C = (upVuzVug) A (@1 VusVug)A(upVuzVug);

Sa presupunem ca raspunsul la problema
SM pentru instanta G si £ astfel construite
este da. Deci 35 € Sg astfel Incit |S| > k.
Cum orice multime stabila poate avea cel mult
un virf din orice V(T;) si din orice V(Z;) (i =
1,n, j=1,m) rezulta ca avem |S| = k si decCi
SNV =1, [SNV(Z;)] =1 Vi=1,nsi
V9 =1,m.
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Consideram ¢t : U — {A, F'} prin

Hu;) = A daca SNV (T;) = {u;}
ti) = F daca SNV(T;) = {u;}.

Atunci, Vj = 1,m avem t(C;) = A (si deci
t(C) =A).

In adevar, Vj = 1,m daca C; = vj1 VvjoVv;3 Si
SNV (Z;) = aj, (k€{1,2,3}) atunci, deoarece
a;pvir € B rezulta ca v, € S.

Daca Vi = Uq, ALUNCI uq ¢ S decCi uq € S si din
definitia lui t avem t(uq) = A, adica t(vj,) = A
ceea ce implica t(C;) = A.

Daca v, = Uq, atunci ug ¢ S implica uq €
S, deci t(uqn) = A, adica t(v;,) = A, ceea ce
implica t(C;) = A.

Reciproc, daca raspunsul la problema 35AT
este da, atunci exista o atribuiret : U — {A, F'}
astfel incit ¢t(C;) = AVj =1,m.
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Consideram Tn graful G multimea stabila Sy,
gl = Uizl,n‘/;/r unde

v/ — {w;} daca t(u;) = A
v {u;} daca t(u;) = F .

Atunci, Vj = 1,m, cum t(Cj) = A, rezulta
ca exista k; < {1, 2, 3}astfel Tncit t(fujkj) = A.
Consideram Sy = szl,m{ajkj}.

Evident, S, este stabila Tn G. Am construit
§1 e Sg cu |§1| =n, §2 e Sg cu |§2| = m.

Consideram S = S; U S5». Evident, |S| = n +
m = k (deci |S| > k) si Tn plus S este multime
stabila Tn G (deci raspunsul la SM pentru
intrarea G,k este da).

Faptul ca S este multime stabila Tn G rezulta
astfel: daca Jv,w € S astfel incit vw € E(G)
atunci o extremitate este din S; si cealalta din
So.
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Presupunind v € S; avem doua cazuri de con-
siderat

a) v = uaq, w = ajp a € {1,....,n} , § €
{1,...,m} , k;j € {1,2,3} si Uik, = Ua. CUM
t(vjkj) = A rezulta t(uq) = A deci ug ¢ 51,
contradictie.

b) v = g, w:a,jkjaé{l,...,n} , J €
{1,...,m} , kj € {1,2,3} S Vjk, = Ua. CUM
t(vjk;j) = A, rezulta t(ua) = A deci t(uq) = F
ceea ce implica uy € S1, contradictie.

Cu aceasta teorema este complet demonstrata.

Sa observam ca reducerea lui SAT la SM este
complet similara, singura deosebire fiind ca gra-
furile Z, sunt grafuri complete cu k; varfuri.

288



2. Colorarea varfurilor.

COL
Instanta: G = (V, E) graf si p € N*.
Intrebare: Exista o p-colorare a varfurilor lui G7

Teorema. 2. 3SAT « COL.

Aceasta teorema evidentiaza complexitatea prob-
lemelor de colorare a virfurilor unui graf.

Vom demonstra chiar mai mult: fixXind p = 3
™n enuntul lui COL, reducerea polinomiala a lui
3SAT este Thca posibila !

289



Lema. 1. Fie H graful:

v
Lo

2@ Vv

v
30

a) Daca c este o 3-colorare a lui H astfel incit
c(v1) = c(vp) = c(vz) = a € {1,2,3} atunci in
mod necesar c(vg) = a.

b) Daca ¢ : {v1,vp,v3} — {1,2,3} satisface
c({v1,vo,v3}) # {a} atunci ¢ poate fi extinsa
la o 3-colorare ¢ a lui H cu c(vg) # a.

Demonstratia lemei se poate face examinind
lista 3-colorarilor lui H.

290



In cele ce urmeaza, vom desemna (pentru sim-
plitate) graful H astfel:

Demonstratia teoremei 2. Consideram datele
unei instante ale problemei 3SAT:

U = {ui,...,un} 0 multime de variabile booleene (n € N*) si C =
Ci ANCoN...NCp (m € N*) o formula astfel Incit Ve = 1,m C; =

vi; V U, V U5, Unde Vj = 1,3 da astfel InCit v;; = uq Sau v;; = Ua.

Vom construi un graf GG, astfel incit, considerind
p = 31Tn COL, vom obtine ca GG este 3-colorabil
daca si numai daca raspunsul la 3SAT este da,
adica exista t : U — {A, F'}, astfel incit t(C) =
A. In plus, constructia lui G se va face Tn timp
polinomial, parcurgind urmatoarele etape:
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1. Vi = 1,n consideram grafurile disjuncte
(Vi, £;) unde V; = {w;,w;} si By = {uu;}-

2. V5 = 1,m, pentru Cj = vj; Vv, Vv, CON-
sideram grafurile:

unde v; (k= 1,3) sint virfurile de la pasul 1,
corespunzatoare literalilor Vi y grafurile hj sint
disjuncte si a; sint virfuri distincte.

3. Consideram a, un Vvirf diferit de toate cele
construite Tn pasii 1 si 2 si unim a cu Virfurile

a; j=1,m.

4. Consideram b un virf nou, unit cu u; Si u;
Vi = 1,n si de asemenea, cu virful a.
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Graful G astfel construit are un numar liniar de
virfuri Tn raport cu n + m.

Exemplu: U = {u1,up,u3,ug} ,
C = (ui1VusVuz)A(ugVuzVag) A (uorVuzVug)
Graful G va fi:

Presupunem ca raspunsul la 3SAT este da.
Deci dt : U — {A, F'} astfel incit ¢t(C) = A, deci
t(CJ) = AV;=1m.

Construim o 3-colorare C' a grafului G.
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Definim mai Intii c¢(u;) si e¢(w;) Vi = 1,n astfel:
c(u;) =1 si c(w;) = 2, daca t(u;) = A Si
c(u;) =2 si c(w;) =1, daca t(u;) = F.

Se observa ca daca v este un literal (uq Sau
Uq ), atunci virful v este colorat c¢(v) = 2 daca
si numai daca t(v) = F.

Deci Vj = 1,m nu avem c(vj;) = c(vj,) =
c(vj;) = 2.

Folosind lema 1,b) rezulta ca putem extinde Tn
fiecare graf h; colorarea c astfel incCit c(a;) # 2,
deci c(a;) € {1,3}.

Rezulta ca atribuind c(a) = 2 si ¢(b) = 3, ¢
este o 3- colorare a lui G.
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Reciproc, presupunem ca G este 3-colorabil.
Putem presupune (eventual renumerotind cu-
lorile) ca ¢(b) = 3 si ¢c(a) = 2.

Va rezulta ca {c(u;),c(w;)} = {1,2} si c(a;) €
{1,3} Vi=1,n, Vj = 1,m.

Din lema 1 a) rezulta ca nu vom avea c(v;1) =
c(vj2) = c(v;3) =2 Vj=1,3.

Deci Vj = 1, m 3Jv;;, astfel Incit c(v;,) = 1.
Definim ¢ : U — {A, F'} prin

t(u;) = A< c(u;) = 1.

Conform observatiei anterioare, vom avea ca
t(C;) = A Vj = 1,m, deci t(C) = A, adica
raspunsul la 3SAT este da.
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3. Colorarea muchiilor
Consideram urmatoarea problema de decizie.

HOL
Instanta: G = (V, E) graf 3-regulat.
Intrebare: Exista o 3-colorare a muchiilor lui G7

Teorema. 3. (Holyer 1981) 3SAT « HOL.

Lema. 2. Fie H graful desenat mai jos.

In orice 3-colorare ¢ a muchiilor lui H, avem
c(z) = c(y), [c({z,t,u})| = 3 sau
c(z) = c(t), |c({z,y,u})| =3 .
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Demonstratie Fie ¢ o 3-colorare a lui H.

a) presupunem c(xz) = c(y). Eventual, dupa
O renumerotare a culorilor vom avea c(x) =
c(y) =1 si c(vivy) = 2, c(vive) = 3.

al).c(u) = 1. Avem urmatorul sir de implicatii:
c(vovg) = 2,c(vovs) = 1,c(vgavg) = 3,c(v3ve) =
2,c(vavg) = 3, c(t) = 2,¢c(vgv7) = 1,c(2) = 3.
a2).c(u) = 2. Avem urmatorul sir de implicatii:
c(vovg) = 1,c(vavs) = 2,c(vgvs) = 3,c(vzvg) =
2,c(vavg) = 3, c(t) = 1,c(vgv7) = 1,c(2) = 3.
a3).c(u) = 3. Muchia vovg poate avea culorile
1 sau 2.

a3.1.)c(vova) = 1. Avem atunci, c(vovg) =
2,c(vavg) = 2,c(vzvg) = 3, si nu putem atribui
c(v3vs).

a3.2.)c(vova) = 2. Avem atunci, c(vovg)

1,c(vgavg) = 1, c(vgvy) = 3, c(z) = 1,c(v3vg)
2,c(vavg) = 3, c(t) = 2.

b) Argument similar, daca c(z) = c(t).
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Sa observam ca Tn graful H muchiile etichetate
Nnu au precizata una din extremitati. In constructia
pe care o vom face, aceste extremitati nepre-
cizate vor fi identificate 2 cite 2; cu alte cu-
vinte, perechi de astfel de muchii vor fi iden-
tificate. Vom reprezenta simplificat graful H
astfel:

Daca graful H este subgraf intr-un graf care
admite o 3- colorare a muchiilor, vom inter-
preta perechile de muchii (z,y) si (z,t), ca
reprezentind valorea "adevar’”, daca sint la fel
colorate, respectiv, valoarea '"fals’, daca sint
colorate diferit.

Lema 2 si aceasta interpretare justifica denumirea de
componenta inversoare pentru H (daca (x,y) este "in-
trare” Tn H atunci (z,t) este "iesire” si H transforma
adevar Tn fals si fals Tn adevar).
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Definim graful 2H, considerind doua compo-
nente inversoare H carora le identificam o pereche
de muchii etichetate.

Pentru orice n > 2, n € N, definim graful Hy,
astfel: 1. Ho se obtine identificind muchiile u
si v din 2H:

uu'

2. VYn > 2 H, se construieste astfel:
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-consideram n copii izomorfe disjuncte ale lui
2H, 2H' i = 1,n, avind perechile de muchii

libere (xiayi)v (xéayri)v (’U,Z,’UJ;)
-pentru ¢ = 1,n—1 identificam perechile (u;, u}) =

(i1 Vig1):
-identificam (un, uy,) = (27, 9).

T

Xa ||y

e

T
-

3

2 1Y,

H, are n perechi de intrare (z;,y;) 1 = 1,n, Si
este construit din 2n componente H.
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In orice 3-colorare ¢ a lui H, avem

a) c(z1) = c(y1) = c(uyr) = e(ufy) (din lema 2 si
constructia lui 2H), = c(a5) = ¢(y5) (din iden-
tificarea de la constructia lui Hp) = c(xn) =
c(y2) (lema 2) = c(up) = c(u5) = ... = c(zp) =
c(yn) .

b) c(x1) # c(y1) = c(z}) # c(y;) (lema 2) =
c(un) 7 c(u;,)(din identificarea de la constructia
lui Hy, ) = c(zn) #= c(yn)(din lema 2, prin re-
ducere la absurd) = c(z}) # c(y)) = c(u,—1) &

c(u, 1) = ...= c(z2) # c(y2).

Rezulta de aici ca Tn orice 3-colorare a muchi-
illor lui H,(n > 2) toate perechile de muchii
de intrare reprezinta aceeasi valoare de adevar.

Pentru n = 1 se poate construi Hq cu O singura
pereche de intrare, care sa poata reprezenta
oricare din cele 2 valori de adevar. Am dovedit
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Lema. 3. Pentru orice n € N* se poate con-
struiin timp polinomial graful Hy,, avind n perechi
de muchii de "intrare’”, cu proprietatea ca in
orice 3-colorare a muchiilor lui H,, toate cele
n perechi reprezinta aceeasi valoare de adevar
(sau, Tn orice pereche de intrare cele doua muchii
au culori diferite, sau, Tn orice pereche de in-
trare cele doua muchii sint la fel colorate).

Lema. 4. Fie F graful

In orice 3-colorare ¢ a muchiilor lui F, macar
una din cele 3 perechi de muchii de intrare
are muchiile la fel colorate (reprezinta valoarea
adevar).

302



Demonstratia este imediata si rezulta prin re-
ducere la absurd: daca exista o 3-colorare a
muchiilor lui F', astfel Tncit Tn cele 3 perechi
muchiile sint colorate diferit, atunci c(a) =
c(b), c(b) = c(e) si c(c) = c(d) (s-a utilizat lema
2), deci c(a) = c¢(d) contrazicind faptul ca c
este colorare a muchiilor. Notam ca exista
colorari ¢ cu proprietatea din enunt.

Demonstratia teoremei 3. Fie U = {uq,...,un}
(ne N*), C=Ci1N...NCp, (m e N¥), C; =
Vi, VUi, VU5 CU Vi literali (Uij = Uq Sau Vi; = TUe)
reprezentind datele unei probleme 3SAT.

Vom construi un graf 3-regulat G cu propri-
etatea ca x/(G) = 3 daca si numai daca exista
t : U — {adev, fals} astfel Incit t(C) = adev.

Constructia se facen timp polinomial Th raport
CU n Si m Si se poate descrie astfel:
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1. Pentru fiecare variabila booleana u; : = 1,n
se determina x;, numarul aparitiilor (negate sau
nu) ale lui u; Tn C si se considera cite o copie
disjuncta a grafului Hy,.

2. Pentru fiecare clauza C; j = 1,m se con-
sidera cite o copie disjuncta Fj a grafului F.

3. Pentru 5 = 1,m, fie Cj = vj; VU, V Ujj.

Daca vj, (1 = 1,3) este uq Si reprezinta intrarea
Ccu numarul y a variabilei un atunci perechea de
intrare cu numarul y din Hy, se identifica cu
perechea de intrare numarul + din componenta
F;.
Daca Vj, este un Se plaseaza o componenta in-
versoare H Tntre perechea 7 a lui Fj Si perechea
de intrare cu numarul y din Hg,, si se identifica
corespunzator intrarile lui H cu cele precizate

Mmai Sus.
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4. Graful obtinut la 1-3 are anumite muchii
pentru care nu s-a precizat o extremitate. Con-
sideram o copie izomorfa disjuncta a sa si iden-
tificam perechile corespunzatoare de astfel de
muchii, din cele doua grafuri. Se obtine un
graf G 3-regulat.

Constructia lui G si lemele 3 si 4 simuleaza
algoritmul de calcul al valorii de adevar a lui
C Tntr-o atribuire t fixata si deci G admite o
3-colorare daca si numai daca C este sat-
isfiabila.
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4. Probleme hamiltoniene

Definitie: Fie G = (V(G),E(G)) un (di)graf.
Un circuit C al lui G se numeste circuit hamil-
tonian daca V(C) = V(G).

Un drum deschis D al lui G se numeste drum
hamiltonian daca V(D) = V(G).

Un (di)graf care are un circuit hamiltonian se
numeste (di)graf hamiltonian.

Un (di)graf care are un drum hamiltonian se
numeste (di)graf trasabil.

Teorema. 4. (Nash-Williams 1969) Prob-
lemele urmatoare sint polinomial echivalente:

CH : Dat G graf. Este G hamiltonian 7
TR : Dat G graf. Este G trasabil 7

DCH: Dat G digraf. Este G hamiltonian 7
DTR: Dat GG digraf. Este GG trasabil 7
BCH: Dat GG graf bipartit. Este G hamiltonian ?
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Demonstratie:

CH xTR

Fie G un graf si vg € V(G) un virf fixat al
sau. Construim (in timp polinomial) un graf H
astfel TnCit G este hamiltonian daca si numai
daca H este trasabil.

Fie V(H) =V(G)U{x,y,z} si E(H) = E(G) U
{xvg,yz} U{wy |w e V(G) A wvg€ E(G)}.

X

"1
A\

Se observa ca H este trasabil daca si numai
daca are un drum hamiltonian D cu extremitatile
x Si z (care au gradul 1 Tn H). D existan H
daca si numai daca in GG exista un drum hamil-
tonian cu o extremitate vg Si cealalta un vecin
al lui vg, deci daca si numai daca G este hamil-
tonian.
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TR x CH
Fie G un graf. Consideram H =G+ K1. H

este hamiltonian daca si numai daca G are un
drum hamiltonian.

-

G+K 4

Echivalenta problemelor DCH si DTR de demon-
streaza Tn mod similar.

CH x DCH

Fie G un graf. Fie D digraful obtinut din G
Tnlocuind fiecare muchie cu o pereche de arce
simetrice. Orice circuit hamiltonian Tn G in-
duce un circuit hamiltonian Tn D si reciproc.
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DCH xCH

Fie D = (V(D),E(D)) un digraf. Pentru orice
virf v € V(D) asociem un drum de lungime 3,
P, cu extremitatile ay Si by

PfU — ({a/v, Cv, d'U, bfv}, {CLUCU, C'Udfv, dvbv})

Pentru orice arc vw € E(D) consideram muchia
bvaw. Fie G graful cu V(G) = U,cy(p)V (F)
si E(G) = UveV(D)E(Pv) U {byaw | vw € E(D)}.
Evident, G se poate construi Tn timp polinomial
Tn raport cu numarul de virfuri ale lui D.

Se observa ca orice circuit C' al lui D induce un circuit
T G si reciproc orice circuit al lui D este generat de un
circuit al lui G. Rezulta: D este hamiltonian daca si
numai daca G este hamiltonian.
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Sa observam ca daca C este un circuit al lui
(3, acesta este generat de un circuit C’ al lui D
si Tn plus lungimea circuitului C,I(C) satisface
1(C) =3I1(CH+I(C") = 41(C"); deci orice circuit
al lui G este de lungime para, adica G este
bipartit.

Rezulta ca, de fapt, am demonstrat sica DCH «
BCH.

Cum BCH «x CH este evidenta, rezulta ca teo-
rema este demonstrata.

Teorema. 5. (Karp 1972) SM « CH.

Demonstratie: Fie G = (V,E) graf si j € Z4
datele unei probleme SM. Construim Tn timp
polinomial (in raport cu n = |V|) un graf H
astfel Tncit: exista S stabila Tn G cu |S| > j
daca si numai daca H este hamiltonian.
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Fie k = |V|—j. Putem presupune k > 0, altfel
luam drept H orice graf nehamiltonian.

i) Fie A ={aq,ap,...,a;} 0 multime de k virfuri
distincte.

ii) Pentru orice e = uv € E(G) consideram gra-
ful G, = (V/,E.) cu

V! ={(w,e,i);w € {u,v},i =1,6}} si

E. = {(w,e,i)(w,e,i+ 1);w € {u,v},i = 1,5} U
{(u,e, 1)(v,e,3), (u,e,6)(v,e,4), (v,e,1)(u,e, 3),
(v,e,6)(u,e,4)}.

v ve) (ve2 (ved (ed (ved)  (ved
0 o ——
€
o —8- -
U vel) (ed  (ed (ued (e  (ued)

Graful G’e a fost ales astfel InCit, daca este sub-
graf al unui graf hamiltonian H si niciunul din
virfurile (w,e,i) cu w € {u,v} si ¢ = 2,5 nu are
alt vecin Tn H decit cele din G,
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atunci singurele posibilitati de traversare de
catre un circuit hamiltonian al lui H a virfurilor
din G, sint (a) (b) si (c) indicate Tn figura
urmatoare (orice alta parcurgere lasa un virf
netraversat):

fo -4
> X<

C

Deci, daca circuitul hamiltonian "intra” Tn Gg
printr-un virf de tip u, ((u,e,1) sau (u,e,6))
atunci, va "iesi’ tot printr-un virf corespunzator
lui w.
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(iii) Pentru fiecare virf v € V, se considera,
( Tntr-o ordine oarecare) toate muchiile lui G
incidente cu u: e = wvy,e5 = wvy,...,e; =
uvp, unde, p = dg(u).

Flﬁ E;, = {(u, e¥, 6)(u,e;fb_|_1, 1), i=1,p—1} si
By = {ai(u,ef,1),a;(u,e5,6);i = 1,k}.

Graful H va avea

V(H) = AUU gV si
E(H) — UeEEEé U UuEV(EZ U EZ,)

Avem |V(H)| =k + 12-|E|; |E(H)| = 14- |E| +
2k- |[Vo|42- |E|—|Vo| , unde Vj C V este multimea
virfurilor neizolate din G; deci H se poate con-
strui Tn timp polinomial Tn raport cu |V|.
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Exemplu:

1. Daca H este hamiltonian, atunci exista C
un circuit hamiltonian Tn H. Cum A este o
multime stabila Tn H, A va descompune cCir-
cuitul C'Tn exact k drumuri disjuncte (cu exceptia
extremitatilor): Dail%, Dai2a13, el Daik%'

Fie Daijaiﬁr1 un astfel de drum (j+1 =1+

(7(mod k)) ).

Din constructia lui H, rezulta ca primul va_rf

- . . 1
care urmeaza lui a;; pe acest drum va fi (’Uij, e;”, 1)

U; .
sau (vij,epzj, 6) unde p = dg(fuz-j) vi; € V.
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In continuare, Daijaz’jH va intra in componenta
Ge, Sau Gep din care va iesi tot printr-un virf
corespunzator lui Vi ;- Daca virful urmator nu
este Wiy q se intra Thtr-o componenta core-
spunzatoare urmatoarei muchii Nujdentecnjv%
Si va iesi din aceasta, tot printr-un virf core-

spunzator lui Vi
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Rezulta ca drumului Dai-ai-+1 I se poate
J )

asocia Tn mod unic virful vi; € V' si ca prima si
: : : . Vi,
ultima muchie a acestui drum sint a; . (v; ., e, 7, z),
J J

V; .

aij+1(vij’et’]’x,) cut=1sit =dg(u), =1,

Y =6saut=dg(u), ' =1, z =6, 2/ = 1.
Aceasta implica faptul ca oy sint distincte.
Fie V* = {v;},viy,.-.,v;, . Cum C este hamil-

tonian Tn H, rezulta ca Ve € E exista un drum
Da,; .a; - care trece prin G’e deci exista v € V*
incident cu e. Rezulta ca S =V — V* este sta-
bila Th G si |S| = j. Deci am obtinut ca daca H
este hamiltonian, Tn GG exista o multime stabila
de cardinal 7, prin urmare raspunsul la SM este
da.

2. Presupunem ca raspunsul la SM este da,
deci in G exista Sp stabila cu |Sg| > j. Exista
atunci S C Sp stabila cu |S| = ;.
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Fie V=V — 8§ = {vq,vo,...,v}. Consideram
Tn H pentru fiecare muchie e = uwv € E:

- cele doua drumuri din G, situatia (a), daca
w,v € V*,

- drumul din G, situatia (b) daca u € V*,v ¢ V*

- drumul din G situatia (c) dacau ¢ V*, v € V*.

Daca |la reuniunea acestor drumuri adaugam
muchiile

ai(vz,el , 1),

(vi, 61 *,6) (v, 62 )AL aaag (5@ ;1 1> 6) (vs, ep , 1),
(vs, ep’ ,6)a;4+1, (cu p =dg(v;)) pentru ¢ = 1,k,
se obtine un circuit hamiltonian Th H.
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5. Problema comisului voiajor.

Dat G = (V,E) un graf si o functie de pon-
dere d . £ — R_|_, sa se determine un circuit
hamiltonian Hq in G astfel incit suma ponder-
ilor muchiilor lui Hy sa fie minima.

Daca graful G reprezinta reteaua rutiera Tntre
o multime V de localitati, iar functia d avind
interpretarea d(uv) = distanta pe ruta directa
dintre localitatile v si v, si se fixeaza un cen-
tru vg € V, atunci circuitul hamiltonian Hj
reprezinta cel mai economic mod de vizitare
a localitatilor din V de catre un comis voiajor
ce pleaca din centrul vg si se Tntoarce Tn acelasi
loc, dupa ce a vizitat fiecare localitate exact o
data.

Problema este interesanta, nu pentru rezolvarea acestei
aplicatii, mai mult sau mai putin importanta, ci pentru
Ca €a apare Tn numeroase probleme de optimizare dis-
creta, motivate, de exemplu, de construirea circuitelor
integrate pe scara mare.
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In cele ce urmeaza, vom considera o forma3a
echivalenta a ei

CV Dat nEZ_|_ (n>3) sid: E(Kn)—>R+,
Sa se determine Hg circuit hamiltonian Tn gra-
ful complet K, cu d(Hp) minim printre toate
circuitele hamiltoniene ale lui K.

Observatii 1°. d(Ho) = X ocp(n,) d(e).

20 Daca graful pentru care se cere rezolvarea
nu este complet, se introduc muchiile lipsa,
atribuindu-le drept ponderi, M € Ry cu M >
V|- max.cgd(e).

Notam aici, ca Th enuntul problemei ne-am |lim-
itat numai la " cazul simetric”, o problema sim-
ilara se poate considera si pentru G digraf oare-
care.

39, 1In studiul complexitatii acestei probleme
vom considera ca d(e) € Z..
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Problema de decizie asociata va fi

DCV
Instanta: neZy (n>3),d: E(K,) —>Z4y sSi BeZy
Intrebare: Exista Hg circuit hamiltonian Tnh K,

astfel Incit d(Hp) < B ?

Teorema. 6. CH «x DCV.

Demonstratie: Fie G = (V,E), (V| = n)
reprezentind datele unei probleme CH. Con-
struim T™n timp polinomial o problema DCV cu
proprietatea ca Tn K, exista un circuit hamil-
tonian de pondere totala care nu depaseste B
daca si humai daca G este hamiltonian.

Fie

1 daca vw € E(G)

dlvw) = {2 daca vw € E(G).

Si consideram B = n.
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Atunci Tn K,, exista un circuit hamiltonian de
pondere < n daca si numai daca G are un cCir-
cuit hamiltonian.

G — ponderel

—— pondere 2

Rezulta, de aici, dificultatea rezolvarii proble-
mei CV.
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O solutie pentru abordarea problemei CV, ar fi
aceea de a considera algoritmi A, care pentru
datele unei probleme CV vor oferi Tn timp poli-
nomial (Tn raport cu n) un circuit hamiltonian
H 4, care va aproxima solutia optima Hjy.

Masuri ale eficientei unei astfel de " euristici”
A pot fi considerate numerele:

d(H )
R = sup
Aln) d:E(Kn)—R4 d(Hp)
d(Ho)7#0

Ry = sup R4(n).
n>3

Evident, s-ar dori ca aceste numere sa fie finite.
In cazul general, conditia ca R 4 sa fie finit este
la fel de dificila cu aceea a rezolvarii eficiente
"exact” a problemei CV. In adevar, are loc

Teorema. 8. Daca exista un algoritm aprox-
imativ A cu timp de lucru polinomial pentru
CV, astfel incit Ry < oo, atunci CH se poate
rezolva itn timp polinomial.
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Demonstratie: Fie A un algoritm cu timp de
lucru polinomial si cu Ry < oo. EXista deci
k€ Zy astfel incit Ry <k.

Fie G = (V, E) un graf arbitrar, intrare pentru
CH. Daca n = |V| atunci definim d : E(Ky) —
Z prin

d(uv) 1 daca wv € E
U —
kn daca ww ¢ E

Evident, G este hamiltonian daca si numai daca
solutia optima Hg a lui CV astfel construit sat-
isface d(Hgp) = n.

Aplicam A pentru rezolvarea problemei CV. Se
obtine Tn timp polinomial o solutie H 4.

Daca d(Hy) < kn, atunci d(Hy) = n si Hy =
Hp.

Daca d(H ) > kn, atunci d(Hg) > n. In adevar,
presupunind ca d(Hp) = n, avem Z(g,g)) < k,
deci d(H4) < kd(Hgp) = kn, contradictie.
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Rezulta ca G este hamiltonian daca si numai
daca d(H4) < kn, si cum timpul de lucru al
lui A este polinomial, rezulta ca CH se poate
rezolva Tn timp polinomial.

G — ponderel

—— pondere 7k

Observatie. Enuntul teoremei se poate for-
mula echivalent si astfel:

Daca P # NP, atunci nu exista un algoritm
aproximativ A polinomial si cu Ry < oo.
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VII. Abordari ale unor probleme
NP-dificile pe grafuri.

1. Euristici

Se proiecteaza algoritmi eficienti care, desi nu
rezolva problema, ofera solutii aproximative,
care se pot analiza si uneori se pot folosi Tn
metaeuristici (de exemplu, cele care imita pro-
cese din natura). Pentru unele euristici se pre-
Cizeaza sSi instante ale problemelor pentru care
ele functioneaza corect.

Partizanii unor astfel de abordari apeleaza la
asa numita no free lunch theorem (Wolpert
and Macready, 1994).

all non-repeating search algorithms have the
same mean performance when averaged uni-
formly over all possible objective functions f .
X —Y
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1.1 Colorarea varfurilor unui graf
Algoritmul greedy de colorare

Un mod simplu si natural de a colora un graf,
cu nu foarte multe culori, este dat de urmatorul

algoritm:
pornind de la o ordine fixata a varfurilor lui G,
v1,v2,...,Un, Parcurgem aceasta lista, colorand

fiecare varfuv; cu prima culoare disponibila, adica
cu cea mai mica culoare (numar intreg pozitiv)
nefolosita de nici unul dintre vecinii lui v; , deja
ntalniti pana in acel moment.

Acesta metoda poarta denumirea de algoritmul greedy
de colorare, datorita alegerii, de fiecare data,a celei mai
mici culori care s-ar putea folosi.

Fie G = (V,E), cu V. = {1,2,...,n} si m O
permutare a lui V (ce corespunde unei ordonari
a multimii varfurilor).

Algoritmul construieste colorarea c ce utilizeaza
x (G, ) culori,
c:{L1,2,....,n} — {1,2,...,x(G,m)}.
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Algoritmul greedy-color

c(m) «— 1, x(G,7) «— 1; 51 « {m};
for 1 — 2 to n do

{

J < 0;
repeat
Jj<—J+1

determina primul varf (conform ordonarii

w), v din S; a. 1. mv € E(G);
if v exista then
first(m;, j) «— v
else
{  first(m,j) < O;
c(mi) < J;
Sj — 55 U{mi};
}
until first(m;,7) =0 or j = x(G,w);
if first(m;,7) = 0 then
{ c(m)«—j+1;
Sjt1 {mi};
x(G,7) —j+1;
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Sa observam ca folosind algoritmul greedy nu
vom obtine niciodata mai mult de 1 + A(G)
culori.

Rezulta ca x(G) <14+ A(G).

Insa A(G) se poate Tndeparta oricat de mult de
x(G) si exista grafuri si permutari pentru care
algoritmul poate sa greseasca la fel de mult.

Un astfel de exemplu este urmatorul, unde gra-
ful G este obtinut din graful bipartit complet
Kn.n, avand multimea de varfuri {1,2,...,n} U
{1/,2',...,n'}, din care se elimina muchiile
117,22" ... nn'.

Fixand ordinea 1,1/,2,2', ..., n,n’ algoritmul va
obtine colorarea c cu ¢(1) = ¢(1") = 1,¢(2) =
c(2) = 2,...,c(n) = c¢(n') = n avand deci n
culori; Tnsa, cum G este bipartit, x(G) = 2.
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pi:1,1,2,2,3,3,4,4,5,5

Este usor de vazut ca, pentru orice graf G,
exista totusi permutari pentru care algoritmul
ofera o colorare optimala.

Intr-adevar daca S1,52,...,58,(g) sunt clasele
de colorare corespunzatoare unei colorari opti-
male, atunci pentru orice permutare care
pastreaza ordinea claselor (adica daca i < j,
vES; Sl weE Sj atunci v se afla Tnaintea lui w
Tn permutare), executand algoritmul greedy, se
vor obtine x(G) culori.
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Teorema. 1. Daca pentru orice vw € E Si
orice 7 < min{c(v),c(w)} astfel incat first(v,j) <
first(w, 7) (In ordonarea ) avem ca vfirst(w, j) €
E atunci x(G,7) = x(G).

Conditia din enunt poate fi verificata Tn timp
lintar Tn raport cu numarul de muchii ale gra-

fului si poate reprezenta un ultim pas al algo-
ritmului.

first (j ,v)
@—

first (j ,w)

s, % W)

Sc(w)

In demonstatia teoremei se arata c3, atunci cand conditia
este Tndeplinita, x(G,7) = w(G) si prin urmare, Tn acest
caz, se obtine si numarul de clica al grafului .

Pe de alta parte, exista grafuri pentru care aceasta
conditie nu va fi Tndeplinita de nici o permutare.
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Algoritmul Dsatur { Degree of Saturation}

Acest algoritm ( Brélaz, 1979 ) este o metoda
secventiala dinamica de colorare.

Ideea este de colora varfurile pe rand, alegand
de fiecare data varful cu un numar maxim de
constrangeri privitoare la culorile disponibile aces-
tuia.

Aceasta abordare este Tntr-un fel opusa primeia
(cea geedy) deoarece se aleg varfuri care formeaza
“clici” mari Tn raport cu varfurile deja alese
(spre deosebire de multimi stabile mari Tn cazul
greedy).

Daca G este un graf si ¢ o colorare partiala a
varfurilor lui G, definim gradul de saturatie al
unui varf v, notat dg.:(v), ca fiind numarul de
culori diferite din vecinatatea acestuia.
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Algoritmul DSatur

ordoneaza varfurile Tn ordinea descrescatoare a gradelor lor;

atribuie unui varf de grad maxim culoarea 1;

while exista varfuri necolorate do
- { alege un vf. necol. cu gr. de satur. maxim; daca acesta
- nu-i unic, alege un vf. de grad maxim Tn subgr.necolorat;

- coloreaza varful ales cu cea mai mica culoare posibila;

gasite este chiar numarul
cromatic

Numarul de culori E

¢

Teorema. 2. Algoritmul DSatur garanteaza
gasirea numarului cromatic pentru grafurile bi-
partite.
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1.2 Problema comisului voiajor

Cele mai performante euristici se bazeaza pe
principiul optimizarii locale:

- Se porneste cu un circuit hamiltonian ales
aleator sau obtinut cu o euristica de tip con-
structie (tour-construction heuristic), de ex-
emplu greedy;

- sencearca repetat imbunatatiri locale, trecand
de la solutia curenta la o solutie vecina din
spatiul solutiilor ( neighborhood search).

Cele mai cunoscute modificari locale sunt asa
numitele 2-opt, 3-opt sau combinatii ale aces-
tora care au condus la faimosul algoritm Lin-
Kernighan.

Figura urmatoare sugereaza cele doua operatii
2-opt si 3-opt.
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doua operatii 3-opt posibile

Pentru reprezentarea circuitului hamiltonian se utilizeaza
structura de date Tour care trebuie sa suporte (eficient)
urmatoarele 4 operatii:

Next(a) : Tntoarece varful urmator lui a pe circuit;
Prev(a) : Tntoarece varful dinaintea lui a pe circuit;

Between(a,b,c) : Tntoarce true daca la traversarea cir-
cuitului din a se Tntalneste mai Tntai b si apoi c;

Flip(a,b,c,d) : Parametrii verifica a = Next(b) si d =
Next(c). Se actualizeaza circuitul prin Tnlocuirea
muchiilor ab Si ed cu be Si ad. Se actualizeaza ori-
entarea circuitului (pointerii Next si Prev) Tn mod
corespunzator.
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Operatia 3-opt se realizeaza cu ajutorul a doua
sau trei Flip. Pentru evitarea formarii de cir-
cuite disjuncte este nevoie de functia Between.
Operatia mai complicata A\-opt, utilizata de al-
goritmul Lin-Kernighan se exprima ca un 3-opt
Si O secventa de 2-opt.

Principala problema n implementarea operatiei
F'lip este de a determina eficient sirul de schimba-
ri ale pointerilor Next si Prev (inversarea unuia
din cele doua drumuri; care din ele 7).

Un algoritm A-opt se bazeaza pe conceptul de
A-optimalitate:

Un tur este A-optimal (sau simplu A-opt) daca
nu este posibil sa se obtina un tur mai scurt (de
cost mai mic) prin Tnlocuirea unei multimi de
A muchii ale sale cu alta multime de A muchii.

Observatie: Daca un tur este A-optimal atunci
el este M-optimal pentru orice )\, 2 < )\ < ).
De asemenea, un tur cu n varfuri este optimal
daca si numai daca este n-optimal.
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Numarul operatiilor necesare testarii tuturor
A-schimbarilor posibile creste rapid pentru n
mare. Intr-o implementare naiva, testarea unei
A-schimbari necesita O(n?) operatii. Ca ur-
mare, cele mai folosite valori sunt A € {2,3}
(dar se cunosc si abordari cu A = 4,5).

E dificil sa se estimeze ce valoare a lui A\ tre-
buie aleasa pentru ca sa se obtina cel mai bun
compromis intre timpul de executie si calitatea
solutiei modificate.

Lin si Kernighan au abordat aceasta problema
prin considerarea unei metode numita variable
A-opt: algoritmul va schimba valoarea lui A Tn
timpul executiei.

LLa fiecare iteratie se Tncearca valori crescatoare
pentru A pentru a obtine un tur mai scurt.
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Fie T turul curent. La fiecare iteratie a al-
goritmului se cauta multimile de muchii X =
{z1,...,2r} SIY ={y1,...,yr} astfel cainlocind
X cu Y In T, sa se obtina un tur mai bun.
Aceasta interschimbare o numim r-opt move.
Cele 2 multimi se construiesc element cu element. Initial
sunt vide si Tn pasul ¢+ se adauga x; la X si y; la Y.

Criteriile de selectare ale acestor muchii, urmaresc eficienta
algoritmului si Th acelasi timp Tmbunatatirea turului curent:
-Criteriul de schimb secvential: z; si y; sunt
adiacente si la fel x;4 1 S y;41. Daca t; este
una din extremitatile lui x1, atunci x; = to;_1to;,

Y; = tojtoj+1 Sl Ti41 = toj41t042.

X toi-1
to
Deci x1,y1, 2, Y2, 3, ...,z Yy, fOrmeaza muchiile unui drum.
Pentru schimbul secvential se impune si ca acest drum
sa fie inchis : y, = to,t1.
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-Criteriul de admisibilitate: se va alege z; =
to;_1to; astfel ca daca tp; se va uni cu t1, configu-
ratia care rezulta sa fie tur. Se aplica pentru
1 > 3 Sl garanteaza ca este posibil sa Tnchidem
un tur. Este introdus Tn algoritm pentru reduc-
erea timpului de executie si simplificarea imple-
mentarii.

-Criteriul castigului: se cere ca y; sa fie ales
astfel ca sa existe un castig; G; trebuie sa fie
pozitiv; daca g; = d(x;) — d(y;) este castigul
interschimbarii lui ; cu y;, atunci G; = g1+g>+
.-+ =+ g;. Ratiunea alegerii acestui criteriu este
ca daca suma unei secvente de numere este
pozitiva, atunci exista o permutare circulara a
acestei secvente astfel ca orice suma partiala
este pozitiva.

-Criteriul dijunctivitatii: se impune ca multimile
X si Y sa fie disjuncte. Aceasta simplifica im-
plementarea, reduce timpul de executie Si da
un criteriu efectiv de oprire.
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Linia algoritmului Lin & Kernighan

S

10
11
12
13

Genereaza (random) un tur initial T
1« 1; Alege tq;
Alege y1 = tito € T},
Alege y1 = trts €T a.l. G1 > 0; If A goto 12;
1+ +;
Alege x; = tp;_1ty; € T a.l.
(a) daca tp; e unit cu t; se obtine un tur 77 si
(b) z; # ys pentru toti s < ¢
If 77 e mai bun ca T then fie T'=T" si goto 2;
Alege y; = toito;+1 €T a.l.
(a) G; > 0,
(b) y; &= zs pentru toti s < i Si
(C) x;41 exista.
If y; exista then goto 5;
If mai d alte alegeri pt. y> then : — 2 si goto 7;
If mai d alte alegeri pt. > then 7 «+— 2 si goto 6;
If mai d alte alegeri pt. y; then : — 1 si goto 4;
If mai 4 alte alegeri pt. =1 then 7 «+— 1 si goto 3;
If mai 4 alte alegeri pt. t1 then goto 2;
Stop (sau goto 1).
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I n descrierea anterioara "alege”’ Tnseamna se-
lectarea unei alternative neincercate deja (pen-
tru turul curent). De exemplu Tn pasul 3 avem
doua posibilitati de a alege o0 muchie de pe tur
incidenta cu t;.

I n pasul 6 exista dou3 alegeri pentru x;. Pen-
truun y;_1 (¢ > 2) numai una dintre acestea va
face posibila Tnchiderea turului (prin adaugarea
lui y;). Cealalta alegere va conduce la aparitia
a doua subtururi disjuncte. Totusi pentru: =2
este permisa o astfel de alegere neadmisibila:

X9 t4
to>

Daca y, va fi ales astfel ca tg sa fie Tntre to si
t3, turul va putea fi Tnchis Tnh urmatorul pas.
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X ty
2
t

3

\
K

il tq
t2

Atunci, tg poate fi ales Tn ambele parti ale Ilui
U5

Daca Tnsa, y» va fi ales astfel ca tg sa fie intre
ta Si t1, atunci exista doar o singura alegere
pentru tg (Intre t4 Si tg) Si t7 trebuie sa se
afle Tntre to si t3. Dar atunci tg trebuie sa
fie de cealalta parte a lui t7; algoritmul alege
alternativa cu d(t7tg) maxima.
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Pasii 8-12 ai algoritmului cauzeaza backtracking-
ul. El este permis numai daca nu se obtine o
Tmbunatatire si numai la nivelele 1 si 2.

Algoritmul se termina cu un tur dupa ce toate
valorile posibile ale lui t1 au fost examinate fara
Tmbunatatire.

Numeroase alte modificari ale metodei de baza
au fost examinate. De exemplu, Lin si Kernighan
limiteaza cautarea lui y; = to;to;41 la vecinii de
pe tur ai lui ty; la distanta cel mult 5.

Unele requli au fost alese pentru salvarea tim-
pului de executie, limitarea cautarii, iar altele
pentru directionarea cautarii.

Se poate consulta articolul : The Traveling
Salesman Problem: A Case Study in Lo-
cal Optimization David S. Johnson Lyle A.
McGeoch, Local Search in Combinatorial Op-
timization, E. H. L. Aarts and J. K. Lenstra
(eds.), John Wiley and Sons, London, 1997,
pp. 215-310.
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O alta euristica populara pentru problemele Tn
care functia de distanta satisface inegalitatea
triunghiulara, este data de Christofides.

Spre deosebire de cazul general cand am demon-
strat ca nu se poate spera la o euristica poli-
nomiala A cu R4 finita, daca P #= NP, Tn acest
Ccaz se poate demonstra urmatoarea

Teorema. ( Christofides, 1973) Fie CV cu d
satisfacind

Vo, w,u € V(Ky)distincte d(vw) < d(vu)+d(uw).

Exista un algoritm aproximativ A pentru CV
care satisface Ry = % Ssi are timp de lucru poli-

nomial.

Demonstratie:
Consideram urmatorul algoritm A:
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10, Se determina 7° multimea muchiilor unui
arbore partial de cost minim Tn K™ (costul
muchiei e fiind d(e) ). Problema se rezolva
™ timp polinomial cu algoritmul lui Prim.

20 Se determina M©° un cuplaj perfect Tn sub-
graful indus de virfurile de grad impar ale
arborelui 79 si de cost minim. Problema se
rezolva Tn timpul O(n3) utilizind algoritmul
lui Edmonds.

30, Se considera multigraful obtinut din <
7O U MO > | prin duplicarea muchiilor din
79N MO, In acest multigraf existd un par-
curs Eulerian Tnchis, ale carui virfuri sint
(Viy» Vi, - - -, v5,). Eliminind orice aparitie mul-
tipla a unui Vvirf Th acest sir cu exceptia
primului si ultimului virf, se obtin virfurile
unui circuit hamiltonian H, Tn K, cu muchi-
ile Hy = (vj,9j,,VjyVjs, - - -, Vj, V5, ) (Acest pas
necesita O(n?) operatii).
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ArboreeT°

Graf Eulerian

Cuplajul MO

11

10
2

Turul HA
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H , este solutia aproximativa a problemei CV.
Fie m = L%J si Hp solutia optima. Vom arata
(cf. Cornuejols si Nemhauser) ca

3m — 1
Vn >3 d(Hy) < - ——d(Ho)
2m
Presupunem ca Hg = {vivp,vov3,...,vpv1 } (€VEn-
tual, schimbind numerotarea virfurilor). Fie
A = {vy, V5, .-, v, } Virfurile de grad impar

ale lui < T9 >, i1 <o < ... < iop.

Daca H = {Uz'lviga VisVigy « + + 3 Vigr 1 Viop Uikail}’
avem din inegalitatea triunghiulara, d(H) < d(Hp),
prin Tnlocuirea ponderii fiecarei " corzi” d(vz‘jvin)
Ccu suma ponderilor muchiilor de pe circuitul Hg
subintinse de ViV, g -
Pe de alta parte, H este circuit de lungime
para, deci este reuniunea a doua cuplaje per-
fecte n [Alg,, MU M?2.

Presupunem ca d(M?1) < d(M?).
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Din alegerea lui M9, avem d(M9) < d(M1) <
3(d(M?1) + d(M?)) = 5d(H) < 3d(Ho).

Fie o € Ry astfel incit d(M°) = ad(Hp).
Evident, 0 < a < 3.

Partitionam Hp Tn H1 U H?, punind Tn H? toate
muchiile lui Hp subintinse de o coarda din M®
(Uijvij+1 e M = Ui V3153 Uiy =1V, € HY).
Din inegalitatea triunghiulara obtinem:

d(HY) > d(MY) i=1,2.

Macar unul din H' sau H* are cel mult m = |5] muchii.
Presupunem ca H!. Deoarece d(H') > d(M?') > d(MP°) =
ad(Hp), rezulta ca exista e € H' : d(e) > 2d(Ho).

Fie T arborele partial obtinut din Hg prin Tnlatu-rarea
unei muchii de pondere maxima. Avem

d(T) = d(Ho) — maXeep, d(e) < d(Ho) — ~d(Ho).

Cum TP° este arbore partial de cost minim Tn K,,, rezult3
d(T°) < d(Ho)(1 — £).

Folosind inegalitatea triunghiulara,

d(Ha) < d(T°) + d(M°) < d(Ho)(1 — &) + ad(Ho) =
(1 + =2y d(Ho).

Cum a < £ se obtine d(H,4) < 22-1d(Ho) pentru n > 3.

2m

348



2. Metode care imita natura

In ultimii 30 de ani s-au dezvoltat numeroase
metaeuristici inspirate din comportamentul unor
sisteme biologice sau fizice ale lumii reale.

Metaeuristica simulated annealing.

Una din metaeuristicile populare utilizate pen-
tru rezolvarea problemelor de optimizare NP-
dificile este calirea simulata, metoda inspirata
din termodinamica , inventata independent de
Kirkpatrick, Gelatt si VVechiin 1983 si de Cerny
Tn 1985.

Ca orice metoda Monte Carlo, repetarea al-
goritmului cu diferiti parametri de start ofera
sansa imbunatatirii solutiilor gasite, care nu
sunt Tn general, si solutii optime.

349



In termodinamica , se poate interpreta calirea
(intilnita traditional Tn prelucrarea metalelor Tn
fierariile cu forja , baros si nicovala ) ca un pro-
ces stohastic ce determina o aranjare a atom-
iIlor care minimizeaza energia totala a unui corp.

La temperaturi Thalte, atomii se misca liber si se muta cu
rapiditate Th pozitii care cresc energia totala. Pe masura
ce temperatura este scazuta, atomii se apropie gradual
de o dispunere laticeala regulata si numai ocazional Tsi
maresc energia. Aceste cresteri ocazionale de energie
joaca un rol crucial Tn calire : ele permit iesirea din
minimele locale printr-o crestere temporara de energie.

La temperaturi Tnalte, astfel de salturi apar cu mare
probabilitate, iar la temperaturi joase ele apar rar. Tem-
peratura este scazuta lent pentru a mentine echilibrul
termal. Cand atomii sunt Tn echilibru la temperatura
T, probabilitatea ca energia lor totala sa fie E este
proportionald cu e~ ir, unde k este constanta lui Bolz-

mann.
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In consecinta, probabilitatea ca energia sa fie
E + dFE poate fi exprimata,

Pr(E+ dFE) = Pr(FE) - e_z_%,

adica probabilitatea de crestere a energiei scade
odata cu temperatura.

Calirea simulata este o metoda computationala
care imita modul natural de determinare a unei
configuratii care minimizeaza energia unui Sis-
tem. Atunci cnd se doreste minimizarea unei
functii f : D — R, vom interpreta domeniul
de definitie al functiei, D, ca fiind multimea
configuratiilor posibile ale sistemului, iar functia
f ca fiind energia acestuia.

O variabila fictiva T, asociata procesului de
cautare, va juca rolul temperaturii iar constanta
lui Bolzmann va fi considerata 1.
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Algoritm de calire simulata

1. Se considera un plan de calire:
temperatura initiala Tsiart
configuratia initiala xstert € D
temperatura finala T).n
o functie de reducere lenta a temperaturii
decrease (T)
nr. maxim de Tncercari de Tmbunatatire a solutiei
la fiecare prag de temperatura attempts
nr. maxim de schimbari ale solutiei
|la fiecare prag de temperatura changes.
2. T «— Tstart; Told < Tstart
while T" > T1,,;, do
{ na—0; nc—0
while na < attempts and nc < changes do
{ genereaza o solutie noua xpew; na + +;
AFE — f(xoa) — f(@new);
If AE <0 then { z,4 < Tnpew;, nc+ +}
else
{ genereaza q € (0,1) un nr. aleator

if g < e~ 7 then { Zoig — Tnew; nc+ +}
}
}

decrease(T)

}

3. return x4y
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Planul de calire se stabileste adeseori prin ex-
perimente (tuning ) asupra clasei de probleme
la care se aplica. Modul Th care se permite,
la un anumit nivel de temperatura , ca unele
solutii noi care nu micsoreaza valoarea functiei
sa fie considerate (cu scopul parasirii minimelor
locale) poarta denumirea inventatorului : schema
Metropolis.

Pentru aplicarea calirii simulate pentru rezolvarea
problemei comisului voiajor, se porneste cu un
tur ales aleator, iar trecerea de la o solutie
curenta la o solutie vecina in spatiul solutiilor se
realizeaza de obicei cu ajutorul unei 2-move.

Se poate lua Tsigrt = O(\/n), attempts = 100n,

changes = 10n, decrease(T) = 0.95T Si Tyin =
O(1).
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VIII. GRAFURI PLANARE

1. Proprietati de baza ale grafurilor planare

Definitie. Fie G = (V, E) un grafsi S o suprafata
in R3. Spunem c3 G este reprezentabil pe S
daca exista G/ = (V/, E’) un graf astfel Tncit:
a) G =dq.

b) V/ e o multime de puncte distincte din S.
c) Orice muchie ¢ € E’ este o curba simpla
continutaTn S care uneste cele doua extremitati.
d) Orice punct al lui S este sau virf al lui G/,
sau prin el trece cel mult o muchie a lui G'.

G' se numeste reprezentare a lui G in S.

Daca S este un plan atunci G se nhumeste pla-
nar iar G o reprezentare planara a lui G.

Daca S este un plan si G’ este un graf care
satisface b) ¢) si d) de mai sus atunci G’ se
numeste graf plan.
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Lema. 1. Un graf este planar daca si numai
daca este reprezentabil pe o sfera.

Demonstratie. Fie G planar si G’ o reprezentare
planara a sa 1n planul w. Consideram un punct
x al lui = si S o sfera tangenta la « Tn =x.
Fie y punctul diametral opus al lui z pe sfera.
Definim ¢ : # — S considerind pentru orice
punct M al planului =, ¢(M) cel de-al doilea
punct de intersectie al dreptei My cu sfera S.
Evident ¢ este o bijectie si deci ¢(G’) este
reprezentarea lui G pe sfera (¢ este proiectia

stereografica).
y

pi
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Reciproc, daca G este reprezentabil pe o sfera
S: se alege un punct y pe sfera, se considera
punctul z diametral opus lui y pe sfera, se con-
struieste un plan tangent =« sferei S Th punctul
x Si se defineste ¢ : S — m considerind pen-
tru orice punct M al sferei, ¥»(M) intersectia
dreptei yM cu planul w. Imaginea prin 2 a
reprezentarii lui G pe sfera va fi o reprezentare
planara a lui G.

Definitie. Fie G un graf plan. Daca Thdepartam
punctele lui G (virfurile si muchiile sale) din
plan se obtine o reuniune de regiuni conexe
(orice doua puncte se pot uni printr-o curba
simpla continuta n regiune) ale planului, care
se numesc fetele lui G.

Evident, orice graf plan are un numar finit de
fete, dintre care una singura este nemarginita
si se numeste fata exterioara a lui G.
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Frontiera unei fete este multimea muchiilor lui
G continute Tn Tnchiderea acestei fete.

Orice circuit al lui G Tmparte punctele planului
Tn doua regiuni conexe, deci orice muchie a
unui circuit al grafului G se afla Tn frontierele
a doua fete.

Un graf plan, Tmpreuna cu multimea fetelor
sale se numeste harta planara (uneori, Tn aceasta
definitie se impune ca graful sa fie 2-conex;
atunci fetele hartii planare se numesc tari Si
doua tari sint vecine daca frontierele lor au
macar 0 muchie comuna; aceasta corespunde
aspectelor intuitive de la hartile geografice).

Unui graf planar i se pot asocia reprezentari
planare diferite. In figura alaturat3 sint desen-
ate trei reprezentari planare diferite ale aceluiasi
graf:
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6
A
8 7
4 f3 7
f1l

Un instrument util Tn caracterizarea Si recunoasterea

4 3

grafurilor planare este urmatoarea observatie:

Lema. 2. Orice reprezentare planara a unui
graf poate fi transformata intr-o reprezentare
diferita astfel tncit o fata specificata a sa sa
devina fata exterioara.

Demonstratie: Fie G’ o reprezentare planara a lui G si F
o fata a lui G'. Consideram G° o reprezentare pe sfera
a lui G’ (construita, de exemplu, ca Tn lema 1) si fie
F° fata corespunzatoare a lui F (proiectia stereografica
transforma orice fata tot Tntr-o fata). Alegem un punct
y din interiorul fetei F9, consideram x punctul diametral
opus pe sfera lui y si efectuam proiectia stereografica
¢ pe planul tangent sferei Tn punctul x. Graful plan
G" astfel obtinut va avea fata exterioara ¢(F©°) care are
aceeasi frontiera cu fata F din reprezentarea G’.
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Este aproape evident ca orice doua reprezentari
planare ale aceluisi graf au acelasi numar de
fete. Acest lucru este mai bine precizat de
urmatoarea teorema.

Teorema. 1. (Formula lui Euler) Fie G =
(V, E) un graf plan conex cu n virfuri, m muchii
si f fete. Atunci

f=m —n-+2

Demonstratie: Inductie dupa numarul fetelor
lui G. Daca f = 1, atunci G nu are circuite
Si cum este si conex, rezulta ca G este arbore,
deci m = n — 1 Si prin urmare teorema are loc.

In pasul inductiv, presupunem teorema adevara-
ta pentru orice graf plan si conex cu mai putin
de f(> 2) fete. Exista macar o muchie e, care
nu este punte (altminteri G ar fi arbore si ar
avea O singura fata). Rezulta ca e apartine
frontierei a exact doua fete ale lui G. Con-
sideram G171 = G —e. Din alegerea lui e, G4
este conex. Evident (G7 este graf plan.
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Numarul fetelor lui G1 este f1 = f — 1 (cele
doua fete ale lui G vor genera Tn (G1 O singura
fata); Tn plus G1 are ny = n virfuri sim; = m—1
muchii.

Pentru (G1 are loc ipoteza inductiva, deci f1 =
mi1 —ni + 2.

Substituind valorile lui f1,mq1 Si n1 se obtine
f—1=(m—-1)—n—+2, adica f =m —n+ 2.

Observatii: 19 Oricarui poliedru convex din
R3 i se poate asocia un graf planar cu acelasi
numar de virfuri si muchii (se reprezinta virfurile
si muchiile poliedrului pe o sfera si se executa
proiectia stereografica).

Figura urmatoare contine grafurile planare aso-
ciate poliedrelor platonice:
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Tetraedrul (Cubul) Octoedrul

Dodecaedrul | cosaedrul

Steinitz si Rademacher (1934) au aratat ca un
graf planar este graful asociat unui poliedru
convex daca si numai daca este 3-conex. Relatia
din teorema 1, este cunoscuta ca formula polie-
drala a lui Euler si precizeaza numarul fetelor
poliedrului convex Tn functie de numarul virfurilor
si muchiilor sale.
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20 Din punct de vedere algoritmic, teorema
1 are drept consecinta imediata faptul ca orice
graf planar este "rar”, numarul muchiilor este
de ordinul numarului de virfuri. Va rezulta ca
orice traversare In ordinul O(|V| + |E]|) a lui G
este de fapt Tn O(|V|) operatii.

Corolar. 1. Fie G un graf planar, conex, cu
n(> 3) virfuri si m > 2 muchii. Atunci

m < 3n — 6.

Demonstratie. Fie G’ o reprezentare planara
a lui G. Daca G’ are o singura fata, atunci ¢’
este arbore, m =n—1 (G’ are acelasi numar de
virfuri si muchii ca si G), si pentru n > 3 ine-
galitatea are loc. Daca G’ are macar doua fete,
atunci fiecare fata F are Tn frontiera muchiile
unui circuit C(F'), si fiecare astfel de muchie
apartine la exact doua fete. Orice circuit al
grafului are macar 3 muchii, deci
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2m >

> F fats in o (nrul muchiilor circ. C(F)) >

Sp3=3f=3(m—n-+2),

inegalitate, evident, echivalenta cu cea din enunt.

Corolar. 2. Daca G este un graf bipartit,
conex Si planar cu m > 2 muchii si n virfuri,
atunci m < 2n — 4.

Demonstratie: Acelasi rationament ca mai sus,
CuU observatia ca orice circuit are macar 4 muchii
pentru ca, graful fiind bipartit, numarul muchi-
ilor oricarui circuit este par.

Corolar. 3. Daca G este un graf planar conex,
atunci G are un virf de grad cel mult 5.
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Demonstratie: Daca GG are mai mult de 2 muchii
aplicam consecinta 1 astfel: fie G’ o reprezentare
planara a lui G cu n virfuri Si m muchii; notam
cu m; numarul virfurilor de grad 7 (1 < i <
n — 1) din G’; atunci

SPlion; = 2m < 2(3n - 6) = 6(X;n;) — 12,
deci

 (t—6)n; +12<0

i
Cum pentru = > 6 toti termenii sumei sint
nenegativi, rezulta ca exista 19, 1 < ig < 5,

astfel incit n;, > 0, ceea ce trebuia demon-
strat.

Observatie: Grafurile Kg si K33 nu sint planare.

Primul graf violeaza inegalitatea din corolarul
1, cel de al doilea pe cea din corolarul 2.
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Fie G = (V,E) un graf si v € V(G) astfel
ncit do(v) = 2 si vwi,vwy € E, w1 # ws.
Consideram h(G) = (V \ {v}, E \ {vw1,vwp} U
{wiwp}). Se observa ca G este planar daca si
numai daca h(G) este planar.

(Daca wiwo ¢ E(G) atunci pe curba simpla ce
uneste wq Si wo TNtr-o reprezentare planara a lui
h(G) se introduce un nou Virf v; daca wiwsy €
E(G), Tn una din fetele reprezentarii planare a
lui h(G) se plaseaza "suficient” de aproape de
curba wjwso un Virf nou v si se "uneste’ cu
w1 SI wo. Reciproc, Tn reprezentarea planara
a lui G stergem punctul v si cele doua muchii
vwiy S vwo le Tnlocuim cu reuniunea lor. Daca
wiwo € E(G) atunci se sterge si curba wiwos).

Vom nota cu h*(G) graful obtinut din G aplicindu-
| repetat transformarea h, pina cind graful curent
nu mai are virfuri de grad 2. Din observatia an-
terioara rezulta ca G este planar, daca si numai
daca h*(G) este planar.
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Definitie. Doua grafuri G1 si Go se numesc
homeomorfe daca si numai daca h*(G1) = h*(Go).

Teorema. 2. (Kuratowski 1930) Un graf este
planar daca si numai daca nu are subgrafuri
homeomorfe cu Kg sau K33.

Necesitatea teoremei este evidenta: daca un
graf este planar atunci orice subgraf al sau este
planar. Daca ar exista un subgraf G’ al lui G
homeomorf cu K33 sau Kg, cum aceste doua
grafuri am aratat ca nu sint planare si cum
h*(G') este planar daca si numai daca G’ este
planar rezulta ca G’ si deci G nu este planar,
contrazicind alegerea lui G.

Suficienta se demonstreaza prin inductie dupa
numarul de muchii.
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2. Desenarea unui graf planar

Fie G un graf planar. Se pune problema trasarii
lui Tn plan. Este aproape evident ca se pot
aproxima curbele simple ce unesc virfurile, cu
linii poligonale, astfel Thcit sa nu se violeze
conditia de planaritate. Are loc, totusi, un
rezultat mai tare demonstrat de Fary in 1948
(si independent de Wagner si Stein):

Orice graf planar are o reprezentare planara cu
toate muchiile segmente de dreapta
(reprezentarea Fary).

Aceasta teorema a deschis o serie de rezul-
tate referitoare la desenarea grafurilor planare.
Pentru un mediu grafic, care permite pozitionarea
Tn puncte de coordonate Tntregi si trasarea de
segmente ce unesc aceste puncte, este desigur
important sa se demonstreze existenta unei
reprezentari Fary cu virfuri Tn puncte de co-
ordonate intregi, siTn acelasi timp aria suprafetei
ocupate de reprezentare sa fie polinomiala Tn
raport cu numarul n de virfuri ale grafului.
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Descriem unul dintre rezultatele de acest tip:

Teorema. 3. (Fraysseix, Pach, Pollack (1988))
Orice graf planar cu n virfuri are o reprezentare
planara cu virfuri de coordonate Tntregi in

[0,2n — 4] x [0,n — 2] si cu muchii segmente de
dreapta.

Notam ca demonstratia care urmeaza poate fi
baza unui algoritm de complexitate O(nlogn)
pentru obtinerea acestei reprezentari.

Lema. 3. FieG un grafplanar si G' o reprezen-
tare planard a sa. Daca C' este un circuit al

lui G ce trece prin muchia wv € E(G") atunci

exista w € V(C") astfel incit w # u,v Si w nu

este extremitatea nici unei corzi interioare a lui

or.
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Demonstratie: Fie vq,vo,...,vn Virfurile circuit-
ului C" Tntr-o parcurgere a sa de la u la v
(vi = uw,vp, = v). Daca C’ nu are corzi inte-
rioare lema este demonstrata. Altfel, alegem
perechea (i,7) astfel incit v;v; este coarda in-
terioara a lui C' si

j—t =min{k—=1l | k > l4+1,vv; € E(G"),v,v; coardd interioara }.
Atunci v;4 1 nu e incident cu nici o coarda in-
terioara (v;41vp Cu i+ 1 < p < j nu e coarda
interioara caci s-ar contrazice alegerea perechii
(ig) Si viq4qv; cu l <isaul > j, nu este coarda
interioara datorita existentei coardei ViV Si a
planaritatii).
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Vom demonstra teorema 4 Tn ipoteza supli-
mentara ca G este maximal planar : orice
muchie i s-ar adauga se obtine un graf nepla-
nar (sau multigraf).

Sa observam ca orice fata a unui graf maximal
planar este un C3 (altminteri Tn reprezentarea
lui G cu fata exterioara marginita de un C), cu
n > 4 se pot introduce muchii fara a pierde
planaritatea grafului).

Ipoteza nu este restrictiva: de la o reprezentare
a lui G ca o harta planara (ce se obtine aplicind
de exemplu algoritmul de testare a planaritatii)
se trece la o0 harta cu toate fetele triunghiului
prin insertia Tn timp liniar de corzi Tn circuite.
La desenarea grafului obtinut, muchiile fictive
introduse nu se vor trasa.

Lema. 4. Fie G maximal planar cu n > 4
virfuri si G' o reprezentare planara a sa cu
fata exterioara u,v,w. EXista o etichetare a
virfurilor lui G' : wvq,vo,...,vn astfel incit vy =
u, v = v,vp, = w SI pentru orice k,4 < k < n
avem:
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( 1) subgraful G}, ; = [{v1,...,vx_1}]¢, este
2-conex Si fata sa exterioara este determinata

de circuitul C)._, ce contine uv.

(ii) 7n subgraful G%, virful v, este in fata ex-
tericara a Iui G, si Ngr (vr) N {vl,...., ’Uk—.l}
este un drum de lungime > 1 de pe circuitul
C; 1\ uv.

Demonstratie: Fie vi = u,vp = v,vp, = w, G, =
G,G. | = G—vn. Saobservam ca N (vn) este
un circuit ce contine uwv (este suficient, pen-
tru a demonstra aceasta sa ordonam N (w)
dupa abscisele virfurilor si sa folosim planari-
tatea maximala).

V=W

N
s

Vi=u V,=V

Rezulta ca pentru k =n (i) si (ii) au loc.
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Daca vy, a fost ales (k < n) atunciin G)_{ =
G’ —{vp,...,v} vecinii lui v, determina un cir-
cuit C]’{_l ce contine uwv Si margineste fata ex-
terioara a Ilui G,_;. Din lema 3, rezulta ca
exista vy_1 pe C)_, astfel Incit v_; nu este
incident cu o coarda interioara a lui C,’C_l .

Din constructie, rezulta ca wv,_q1 nu este in-
cident nici cu corzi exterioare lui Cl/c—l Si cu
aceasta alegere, se observa ca Gﬁg_z va contine
un circuit C;_, cu proprietatile (i) si (ii).

Notam ca etichetarea precizata Tn lema 4 se
poate construin O(n) considerind o reprezentare
a lui GG cu liste de adiacenta ordonate circular,
prin fixarea virfurilor vi,vo Si vy Si apoi con-
siderind pentru fiecare £k k > 3 un virf v, cu
proprietatea ca arcele cu o extremitate v, Si
cealalta Tn {vq1,...,v_1} formeaza un segment
continuu Tn lista circulara a lui A(vg) (existenta
unui asemenea virf fiind asigurata de lema 4 ).
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Demonstratia teoremei 4. ASa cum am mai
observat, se poate presupune G maximal pla-
nar cu n(> 4) virfuri. Fie G’ o reprezentare
planara a lui G, cu virfurile v1,vo,...,vn, fata
exterioara wu,v,w Si etichetarea virfurilor satis-
face conditiile din lema 4.

Vom construi o reprezentare Fary a lui G cu
Virfurile puncte de coordonate Tntregi.

In pasul k(> 3) al constructiei dispunem de o
astfel de reprezentare a lui G, si Tn plus sint
satisfacute conditiile:

(1) vy are coordonatele zy; = 0 Si yy; = 0; vo
are coordonatele zy, =1 <2k -4, yy, = 0;
(2) Daca wiy,wos,...,wy Sint virfurile circuitu-
lui ce margineste fata exterioara a lui G Tn or-
dinea parcurgerii lor de la v1 la vo(w1 = v1, wm =
vo) atunci

$w1<xw2<...<$wm.
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(3) Muchiile wyws, wows, . .., w,,_1wm Sint seg-
mente de dreapta paralele cu prima sau a doua
bisectoare a axelor de coordonate.

Conditia (3) asigura ca Vi < j daca prin w; se
duce o paralela |la prima bisectoare si prin w;
O paralela la a doua bisectoare,intersectia lor
este un punct de coordonate intredgi.

Construim G§€_|_1. Fie wp,wp41,...,wq VeCinii
Ui vy 1 ™ Gy q (cf. lemei 4) 1 <p<g<m.
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Paralela prin wy la prima bisectoare intersecteaza
paralela prin wq la a doua bisectoare, Tntr-un
punct P. Daca din punctul P se pot trasa
segmentele Pw; p < 1 < g astfel IncCit ele sa
fie distincte, atunci putem Ilua V41 = P Si
obtinem reprezentarea Fary pentru Gk—l—l cu
Virfuri de coordonate Tntregi, satisfacind conditiile

(1) (2) si (3).

Daca segmentul WpWyp4-1 este paralel cu
prima bisectoare, atunci translam cu o unitate
la dreapta toate virfurile grafului Gp, care au
abscisa > T, g1 - Efectuam apoi o translatie
CU O unitate la dreapta a tuturor virfurilor cu
abscisa > Ty - Sa observam ca acum toate
segmentele P'w; cu p < ¢ < g sint distincte, seg-
mentele w;w; 41 CUi = g,m — 1 au pantele =1 si
de asemenea wyp P’ si P'wg (unde P’ este punc-
tul obtinut prin intersectia paralelelor la prima
(respectiv a doua) bisectoare, duse prin wyp Si
wq). Luam vg4 1 = P’ si pasul k al constructiei
este terminat.
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Conditiile (1)- (3) sint evident satisfacute. Cu
aceasta teorema este demonstrata.

Sa observam ca determinarea virfurilor care se
vor transla Tn pasul k, poate fi organizata ast-
fel Tnctt s3 nu necesite Tn total O(n?) operatii
ci numai O(nlogn), utilizind structuri conven-
abile de date.

3. Grafuri plane - versiunea combinato-
riala.

Vom considera Tn cele ce urmeaza doar grafuri
conexe cu macar doua varfuri.

In versiunea combinatoriald un graf este un
triplet G = (F,0,7 ), unde E este o multime
de cardinal par, — este o involutie pe E (per-
mutare de ordin 2) fara puncte fixe, si 6 este
O permutare pe E.

376



Elementele lui £ sunt gandite ca arce; o muchie
(neorientata) este reprezentata ca o pereche
e,e € I/ de arce, inverse unul altuia.

Aplicatia — inverseaza directia.

Se doreste ca aplicatia 6 sa dea o orientare a
muchiilor din jurul unui varf (In sens contrar
acelor de ceasornic).

Varfurile sunt ciclii permutarii 6. (Un ciclu
al permutarii  este o submultime nevida a lui
E Tnchisa Tn raport cu @ si minimala cu aceasta
proprietate).

Daca notam cu V multimea ciclilor permutarii
6 atunci definim

t: E — V prin t(e) = unicul ciclu al lui § ce contine
e (extremitatea initiala a arcului e)

t: E — V prin t(e) = unicul ciclu al lui § ce contine
¢ (extremitatea finala a arcului ¢e)

Se observa ca Ve t(e) = h(e) si h(e) = t(e).
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Daca vom considera permutarea 6* : E — E definita de
0*(e) = 6(e), atunci o fata a lui G este un ciclu al per-
mutarii 6*.

Intuitiv, pentru a calcula 6*(e), inversam e pentru a
obtine e si apoi ne rotim (in sensul acelor de ceasor-
nic) Tn jurul extremitatii initiale a lui e. Numarul fetelor
lui G se noteaza cu f.

O componenta conexa a lui G este o orbita a lui E

™ grupul de permutari generat de 6 si —: o multime
nevida minimala cu proprietatea ca este Tnchisa la
0 si .

Fie G un graf cu m = %|E| muchii (neorientate), n = |V/|
varfuri, f fete, si ¢ componente conexe. Caracteristica
Euler a lui G se defineste ca fiind

x(G) =2c+m—n—f.
Un graf G se numeste graf plan daca x(G) = 0.

Se poate demonstra ca pentru un graf conex Tn definitia
traditionala, cele doua notiuni de grafuri plane coincid
(graful neorientat construit asa cum am descris mai sus
atasat unui graf Tn forma combinatoriala este graf plan
conform definitiei traditionale si invers,

daca pentru un graf traditional plan conex se construieste
6 conform unei orientari inverse acelor de ceasornic a
muchiilor si = corespunzatoare, graful combinatorial
obtinut este plan Tn noua definitie).
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4. Teorema separatorului

Definitie Daca G = (V,E) este un graf plan
maximal (cu toate fetele triunghiuri) atunci
dualul sau este graful G* = (V*, E) unde V*
sunt fetele grafului G iar muchiile lui G* se
obtin din muchiile grafului G, asociindu-i fiecarei
muchii e € E cele doua fete Tn frontira carora
Se afta e.

Lema. 1. Fie G = (V,E) este un graf plan
maximal conex , G* = (V*, E) dualul sau si
E' C E. Atunci (V,E") este arbore partial al lui
G daca si numai daca (V*, E — E') este arbore
partial al lui G*.
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Teorema. 1. (Tarjan & Lipton, 1979)

Fie G un graf planar cu n varfuri. Exista o

partitie a lui V(G) Tn clasele disjuncte A, B, S

astfel Tncat:

1. S separa A de B in G: G—S nu are muchii
Cu o extremitate th A si cealalta in B.

2. |A| < 3n, |B| < 3n.

3. |5 <4yn.

Aceasta partitie se poate afla in timpul O(n).

Demonstratie. Consideram graful conex si de
asemenea consideram ca dispunem de o reprezen-
tare planara (obtinute cu un algoritm liniar).

Alegem un varf s si executam o parcurgere bfs
din s numerotand varfurile (in ordinea Tntalnirii
lor Tn aceasta parcurgere) si atribuind fiecarui
varf v nivelul sau Tn arborele bfs construit.
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Vom nota cu L(t), 0 < ¢t < I+ 1 multimea
varfurilor de pe nivelul ¢ (nivelul I 4+ 1 va fi in-
trodus Tn scopuri tehnice si este vid, ultimul
nivel este de fapt [).

Evident, fiecare nivel este un separator tn G
(avem muchii doar Tntre nivele consecutive).
Fie t1 nivelul de la mijloc, adica nivelul ce
contine varful numerotat bfs cu numarul de
ordine Multimea L(tq) are o parte din pro-
prietatile separatorului pe care 1l cautam:

_l\_)|3

‘Ut<t1L(t)‘ < g |Ut>t1L(t)‘ < g

Daca si L(t1) < 44/n, teorema are loc.

Lema. 2. EXxista nivelele to < tq1 si to > t1 a.
incat |L(tg)| < v/n, |L(t2)| < y/n sito—tg < y/n.

Se alege tp cel mai mare numar cu proprietatile tg < t1 Si
|L(to)| < +/n (exista un astfel de nivel pentru ca |L(0)| =
1). La fel, exista t» un cel mai mic numar astfel inc at
to > t1 Si |L(t2)| < +/n (de aceea s-a luat |L(I+1)| = 0).
Orice nivel strict Tntre tg si to are mai mult de /n varfuri
deci numarul acestor nivele este mai mic decat /n, altfel
am avea mai mult de n varfuri Tn graf.
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Consideram

C = U<t L(t), D = Ug<i<t, L(t), E = Uy, L(1).
ty
D
«—>

Daca |D| < %n atunci teorema are loc cu S =
L(tp) U L(tp), A multimea cu cele mai multe
elemente dintre C,D,FE si B reuniunea celor-
lalte doua (nu uitam ca C si E au cel mult 3

elemente).

t

:
1

e

E

>

<€ >
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Consideram deci ¢a ny = |D| > 2n.

Dac3a vom gasi un separator de tipul % N % pen-
tru D cu cel mult 24/n varfuri, atunci , atunci
T vom adauga la L(tg) U L(t>) pentru a obtine
un separator de cardinal cel mult 44/n, reunim
Mmultimea cu cel mai mare numar de elemente
dintre C' si E cu partea mica ramasa din D
pentru a obtine A, iar partea mare ramasa n
D o reunim cu cealalta multime (mica ) dintre
C si FE pentru a obtine B.

Ne ocupam de constructia separatorului pentru
D. Vom sterge toate varfurile grafului care nu-
STh D cu exceptia lui s pe care-l unim cu toate
virfurile de pe nivelul tg41 (primul nivel ramas
n D). Graful obtinut T notam cu D si este
evident planar si conex. In plus are un arbore
partial T' de diametru cel mult 24/n (orice varf
este accesibil din s pe un drum de lungime cel
mult v/n asa cum am aratat Tn lema).
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Acest arbore se construieste simplu pornind de
la ultimul nivel si adaugand pentru fiecare varf
O muchie incidenta cu el si cu cealalta extrem-
itate pe nivelul precedent (nivelul 0 contine
doar s).

Putem presupune ca D este triangulat (altfel
se triangularizeaza Tn timp liniar). Construim
dualul sau D*, tot Tn timp liniar. Muchiile lui D
care nu-s pe arborele T vor fi numite tepi. Din
lema 1, rezulta ca tepii vor sectiona un arbore
partial T al lui D*. Consideram o fata a lui D
drept radacina a lui T™ si consideram muchiile
lui T orientate dinspre radacina.

Fie e = uv un tep. Exista un unic drum de la
w la v In T' care Tmpreuna cu e determina un
circuit c(e).

Parcurgem tepii conform unei traversari dfs a
lui T calculand urmatoarele informatii pentru
fiecare tep, recursiv de la frunze T™n sus:

384



- I(e)- numarul varfurilor din interiorul lui c(e).

- |e(e)|- numarul varfurilor de pe circuitul c(e);
- 0 reprezentare ca lista a lui c(e).

Sunt posibile urmatoarele patru cazuri (ce core-
spund Tntoarcerilor din parcurgerea dfs).

Cazul 1. X

Suntem Tntr-o frunza e a lui T* (ce se deter-
mina numarand vecinii). Atunci:

- I(e) = 0;

- |le(e)| = 3 (D e triangulat);

- c(e) = [u, x, v].

Cazul 2. c (e)
Avem calculata informatia pentru tepul ¢ = /v, e este
un tep Tn acelasi triunghi ca si € si v este pe circuitul
c(e); ac. rezulta testand daca w nu-i pe lista c(€).
Atunci:
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- I(e) = I(€);
- le(e)| = c(€') + 1;
- c(e) = [u] - c(€).

Cazul 3.
Avem calculata informatia pentru tepul ¢ =
u'v, e este un tep Tn acelasi triunghi ca si € si
u' nu este pe circuitul c(e); ac. rezulta testand
daca u e pe lista c(e’). Atunci:

- I(e) =1I(e) + 1;

- Je(e)| = e(e) — 1;

- c(e’) = [u]-c(e) (deci c(e) se obtine stergandu-
| pe u din lista c(€).

c (e)

Cazul 4. >

Avem calculata informatia pentru tepii ¢/ = uy
Si e’ = yv iar e este un tep Tn acelasi triunghi
casiee.
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Fie p drumul comun al lui c(e’) si e(e”) si fie
celalalt capat al lui p Tn afara de y. Atunci:
-I(e) =I(e)++1(e")+|p|—1 (toate varfurile
lui p cu exceptia lui z sunt Tn interiorul lui c(e));
- Je(e)] = e(e) 4 c(e”) — 2[p| + 1;

-c(e) = - [z]- " unde ¢ este c(e') cu p sters
si ¢’ este c(e'") cu p sters.

Calculul lui |p| si reprezentarea lui c(e) se obtin
scanand c(e’) si c(e") plecand din y pana Tntalnim
ultimul varf comun care este x. Aceasta nu
afecteaza complexitatea de timp liniara.

Ramane de aratat ca exista un tep e astfel Tncat
2n 2n
I() <= A =) +ele)) <
Atunci se poate lua c(e) ca separator, varfurile
din interior drept o clasa, iar cele din interior
drept cealalta clasa.

Fie e primul tep Tntalnit la Tntoarcerea din frun-
zele lui T* catre radacina, care satisface pro-
prietatea ca I(e) + |c(e)| > &
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Atunci multimea varfurilor din exteriorul lui c(e)
este de cardinal n1 — (I(e) 4+ |c(e)|) < 2”1 , deci

ceea ce ramane de aratat este ca I(e) < 2”1

Aceasta rezulta analizand cazurile 1-4 de mai
SusS Tn care s-a ajuns la e:

1. I(e) =0< 21,

2. I(e)+le(e)] = I(e)+|e(e)|+1 < 41 < 22
(pentru n1 > 3).

3. I(e) +c(e) = I(e) + c(€), deci e nu-i prima
muchie cu proprietatea ca I(e) + |c(e)| > &

4 16) Fe(e) = 1) + 1) ol = 14e() +
o(e”) = 2|p| + 1 < 251 — |p| < 232

Cu aceasta teorema separatorului este complet
demonstrata.

Ilustram cum poate fi folosita teorema separa-
torului Tmpreuna cu o metoda de divide & im-
pera pentru a obtine algoritmi exacti cu com-
portare subexponentiala pentru probleme NP-
hard pe grafuri planare.
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Consideram problema testarii daca un graf pla-
nar dat admite o 3-colorare a varfurilor (prob-
lema cunoscuta ca fiind NP-completa).

Pentru grafuri cu putine varfuri (un numar con-
stant ¢) se poate testa Tn timpul O(3¢) = O(1)
daca graful are o 3-colorare.

Pentru grafuri planare cu numarul n de varfuri

mai mare decat ¢, construim Tn timp liniar O(n),

asa cum ne asigura teorema separatorului, parti-
tia A, B, C' a multimii varfurilor sale cu |A|, |B| <

2N o

= S |IC| < 44/n.

Pentru fiecare din cele 3IC¢1 = 20(V") functii
posibile definite pe C si cu valori Tn {1,2,3}
se testeaza daca este 3-colorare a subgrafului
indus de C si daca poate fi extinsa la o 3-
colorare a subgrafului indus de AUC Tn GG si la
O 3-colorare a subgrafului indus de BUC n GG
(recursiv).
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Timpul de lucru al acestui algoritm, T'(n), va
satisface recurenta

T(n) = {0(1) daca n <g¢;
— O0(n) +2°vM(0(y/n) +2T(%)) dacan >c.

Se obtine T'(n) = 29V destul de bun pentru
probleme de dimensiuni rezonabile.

Este posibil Tnsa ca notatia O(.) sa ascunda
constante mari !

Exista si alte abordari pentru obtinerea de al-
goritmi performanti pentru problemele dificile
pe grafuri planare. Descriem Th continuare una
din ele.
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Definitie O t-descompunere a unui graf G =
(V(G), E(G)) este o pereche

({X;li € V(T)},T), unde {X;li € V(T)} este o
familie de submultimi ale lui V(G) si T este un
arbore, astfel Thcat:

1. UiGV(T)Xi = V(G);

2. Yow € E(G) i e V(T) astfel Tncat v,w € X;;
3. Yv € V(G) multimea varfurilor {ilv € X;} in-
duce un subarbore Tn T .

Latimea unei t-descompuneri {X;|i € V(T)} se
defineste ca fiind max;cy (1) (| X3 — 1).

t-latimea unui graf G este Iatimea minima a
unei t-descompuneri a lui G Si se noteaza cu
tw(G).
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Definitie O b-descompunere a unui graf G =
(V(G),E(G)) este o pereche (T,7), unde T
este un arbore cu varfurile de gradul 1 sau 3
Si T este o bijectie de la multimea varfurilor
pendante ale lui T la E(G).

Ordinul unei muchii e a lui T este numarul
varfurilor v € V(G) astfel Tncat exista varfurile
pendante t1,t> ale lui T'Th componente conexe
diferite ale lui T'— e cu 7(t1) si 7(t») incidente
Cu w.

Latimea b-descompunerii (T,7) este ordinul
maxim al unei muchii a lui T.

b-latimea unui graf G este latimea minima
a unei b-descompuneri a lui G si se noteaza
cu bw(G). (daca |E(G)| < 1 se defineste b-
latimea lui G ca fiind O; grafurile nule nu au
b-descompuneri; daca |F(G)| = 1 atunci G are
O b-descompunere care consta dintr-un arbore
Cu un nod, a carui latime se considera 0).
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Teorema. 2. (Robertson & Seymour, '90)
Pentru orice graf conex G cu E(G) > 3 avem

bw(G) < tw(G) + 1 < gbw(G).

Teorema. 3. (Fomin & Thilikos, 2003)
Pentru orice graf planar G avem

bw(G) < /4.5|V(G)| < 2.122,/|V(G)|.

Teorema. 4. (Fomin & Thilikos, 2003)

Fie Il o problema de optimizare care este re-
zolvabila pe grafuri cu b-latimea cel mult | si
ordinul n tn timpul f(1)g(n). Atunci pe grafurile
planare de ordin n problema Il este rezolvabila

i timpul O(f(2.122/n)g(n) + n%).

Demonstratia rezulta utilizand teorema ante-
rioara si un algoritm de complexitate O(n%) dat
de Robertson & Seymour pentru determinarea
unei b-descompuneri optimale a unui graf.
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De exemplu, se stie ca problema determinarii
unei multimi stabile de cardinal maxim Tntr-un
graf cu t-latimea [ se poate rezolva Tn timpul
O(2'n). Deci, pentru grafuri cu b-1atimea cel

3
mult [ se poate rezolva Tn O(22!n).

ODbtinem ca problema determinarii unei multimi
stabile de cardinal maxim Tntr-un graf planar se
poate rezolva Tn timpul O(23-182vny, 4 n4).

Timpii obtinuti sunt mai buni decat metodele
bazate pe teoremele de separare |

END
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Seminarii

Setul de probleme 1

Problema 1. Un graf GG se numeste rar daca numarul
sau de muchii m este mai mic decit %, unde n reprezinta
numarul de virfuri. O justificare este aceea ca matricea
de adiacenta A a grafului, care ocupa n? locatii de mem-
orie, poate fi intotdeauna reprezentata folosind O(IOZQH),
locatii de memorie astfel incit raspunsul la o intrebare
A(i,7) =1 7 " sa se faca in O(1). Descrieti o astfel de

schema de reprezentare. (4 puncte)

Problema 2. Diametrul unui graf este lungimea
maxima a unui drum de lungime minima intre doua vir-
furi ale grafului. Dowua virfuri care sunt extremitatile
unui drum minim de lungime maxima in graf se numesc
diametral opuse. Demonstrati ca urmatorul algoritm
determina o pereche de virfuri diametral opuse intr-un
arbore T':

e dintr-un virf oarecare se executa o parcurgere BFS a

lui T"; fie w ultimul virf vizitat;din virful v se executa o
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parcurgere BFS a lui T'; fie v ultimul virf vizitat;

o return wu,w.

Este valabil algoritmul pentru un graf conex oarecare 7

(4 puncte)

Problema 3. Fie 17" un arbore un arbore binar cu

radacina. Un algoritm simplu de desenare a lui T' poate
fi descris recursiv dupa cum urmeaza.

- Folosim ca suport o grila (liniatura unui caiet de mate);

virfurile se plaseaza in punctele de intersectie ale grilei.

- Desenam subarborele sting; Desenam subarborele drept.
- Plasam cele doua desene unul linga altul la distanta

pe orizontala doi si cu radacinile la aceeasi inaltime.

- Plasam radacina cu un nivel mai sus la jumatatea

distantei pe orizontala dintre cei doi copii.

- Daca avem doar un copil plasam radacina cu un nivel

mai sus la distanta 1 fata de copil (la stinga sau la

dreapta dupa cum este acesta).

Descrieti cum se poate asocia pentru fiecare nod v al ar-

borelui T' (folosind algoritmul de mai sus) coordonatele
(z(v),y(v)) reprezentind punctul de pe grila unde va fi

desenat.(3 puncte)
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Problema 4. Intr-o sesiune de examene s-au inscris n
studenti care trebuie sa sustina examene dintr-o multime
de m discipline. Intrucit examenele se sustin in scris, se
doreste ca toti studentii care dau examen la o disciplina
sa faca acest lucru simultan. De asemenea, regulamen-
tul de desfasurare a examenelor interzice ca un student
sa dea doua examene in aceeasi zi. Pentru fiecare stu-
dent se dispune de lista disciplinelor la care doreste sa
fie examinat.

Sa se descrie constructia unui graf G care sa ofere raspunsul
la urmatoarele doua intrebari prin determinarea unor
parametri asociati (care se vor preciza):

- care e numarul maxim de examene ce se pot organiza
in aceeasi zi 7

- care e numarul minim de zile necesare organizarii tu-

turor examenelor? (3 puncte)
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Setul de probleme 2

Problema 1. Fie G = (S,T; FE) un graf bipartit si
X € {S,T}. Graful G se numeste X-lant daca varfurile
multimii X pot fi ordonate X = {x1,x2,...,2p} (unde
p = |X|) astfel Incat Ng(z1) D Ng(z2) O ... D Ng(xp).

a) Demonstrati ca G este X-lant daca si numai daca
este X-lant, unde X = {S,T} — {X}. (2 puncte)

b) Daca G (bipartit) este reprezentat cu ajutorul listelor
de adiacenta , are ordinul n si dimensiunea m, descriefi
un algoritm cu timpul O(n 4+ m) care sa testeze daca G
este S-lant . (2 puncte)

Problema 2. Un graf G se numeste autocomplemen-
tar daca este izomorf cu complementul sau : G ~ G.

a) Demonstrati ca un graf autocomplementar este conex
Si ca ordinul sau este multiplu de 4 sau multiplu de 4
plus 1.(2 puncte)

b) Demonstrati ca pentru orice graf G exista un graf
autocomplementar H astfel incit G este subgraf indus
in H. (2 puncte)

c) Determinati toate grafurile autocomplementare cu
cel mult 7 virfuri. (2 puncte)
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Problema 3. O echipa de doi programatori L(azy)
si T'(hinky) primeste ca sarcina sa determine un drum
intre 2 noduri date, care sa satisfaca anumite cerinte,
intr-un graf G dat, despre care se stie ca este rar :
|[E(G)| = O(|G]|). Programatorul L propune ca solutie
generarea (cu backtracking) a tuturor drumurilor dintre
cele doua noduri si selectarea celui convenabil, motivand
ca intr-un astfel de graf nu pot exista prea multe dru-
muri intre doua noduri fixate (sunt putine muchii si deci
putine posibilitati de ramificare; de ex., intr-un arbore
exista exact un drum intre orice doua noduri fixate).
Programatorul 7' nu-i de acord si da urmatorul con-
traexemplu: se considera graful H = K> x P,_1 (n un
intreg mare); o pereche de virfuri de grad 2 adiacente
din H se uneste cu un virf nou «x, iar cealalta pereche
de virfuri de grad 2 adiacente din H se uneste cu un virf
nou y;, graful obtinut, G, are proprietatile din problema
de rezolvat si totusi numarul drumurilor de la x la y in G
este prea mare. Ajutati-l pe L sa inteleaga contraexem-
plul, desenind graful G, aratind ca este rar si estimind
numarul drumurilor de la z la y. (2 puncte)
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Problema 4. Presupunem ca un turneu (di-
graf cu proprietatea ca orice 2 virfuri sunt unite
exact printr-un arc) are un circuit C de lungime
n >4,

Aratati ca pentru orice virf xz al lui C se pot
determina in timpul O(n), inca doua virfuri ale
lui C y si z astfel incit (z,y, z) este un circuit
de lungime 3. (2 puncte)
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Setul de probleme 3

Problema 1. Fie G = (V,FE) un graf cu n virfuri, m
muchii Si cu matricea de adiacenta A. Dintre cele 2™
orientari posibile ale muchiilor sale consideram una oare-
care Si cu ajutorul ei construim matricea de incidenta
virf-arc @ € {0,1, —1}"*™ definita prin :

(Q)ve = —1, dacd v este extremit. initiald a arcului e,
(Q)ve = 1, daca v este extremitatea finald a arcului e
(Q)ve = 0 in toate celelalte cazuri.

Demonstrati ca matricea A—l—QQT este o0 matrice diago-
nala si precizati semnificatia combinatorie a elementelor
ei. (3 puncte)

Problema 2. Fie G un graf oarecare si notam cu b(G)
graful obtinut din G prin inserarea cite unui nou nod pe
fiecare muchie. Demonstrati ca b(G) este un graf bipar-
tit. (2 puncte)

Demonstrati ca G si H sunt izomorfe daca si numai
daca b(G) este izomorf cu b(H). Deduceti ca testarea
izomorfismului a 2 grafuri oarecare se reduce polino-
mial la testarea izomorfismului a 2 grafuri bipartite (2
puncte)
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Problema 3. Graful paianjen cu n virfuri
este graful care se obtine unind unul din vir-
furile de grad 1 ale grafului P3 cu toate virfurile
unui graf oarecare cu n — 3 virfuri, disjunct de
P3 (n este un intreg pozitiv mare).

Daca G este un graf cu n virfuri reprezen-
tat prin matricea de adiacenta, aratati ca se
poate testa daca este graf paianjen folosind
doar O(n) probe ale matricii de adiacenta.

(o proba este un acces la un element oarecare

al matricii, fara a-I memora explicit pentru uti-
lizari ulterioare). (4 puncte)

402



Problema 4. Asociem unui arbore binar T de ordin
n Cu radacina r un drum Ps, orientat procedind astfel:
fiecarui nod v al lui T i se asociaza trei noduri cu acelasi
nume v pe care le desemnam prin vi,vp,v3; daca v nu
are in T" descendent sting, atunci se introduce arcul vivo
in P3,; daca v nu are in T' descendent drept, atunci se
introduce arcul vovs in Ps3,;, daca descendentul sting al
lui v in T este w, atunci se introduc in P3, arcele viwi
Si w3ve; daca descendentul drept al lui v in T este w,
atunci se introduc in P3, arcele vowi Si wivs.

Daca se parcurge drumul P3, de |la extremitatea initiala
r1 la extremitatea finala r3 si se listeaza numele virfurilor
in ordinea parcurgerii lor se obtine un sir in care numele
fiecarui virf al lui T apare exact de trei ori.
Demonstrati ca :

daca din acest sir se retine doar prima aparitie a fiecarui
nume se obtine parcurgerea pre-order a arbrelui T
daca din acest sir se retine doar a doua aparitie a fiecarui
nume se obtine parcurgerea in-order a arbrelui T';

daca din acest sir se retine doar a treia aparitie a fiecarui
nume se obtine parcurgerea post-order a arbrelui T'.

(3 puncte)
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Setul de probleme 3’

Problema 1. Fie G = (V,E) un graf de ordin n si di-
mensiune m. O ordonare V = {wv;,,...,v; } a varfurilor lui
(G se numeste d-marginita daca Tn digraful G, obtinut
din G prin Tnlocuirea fiecarei muchii {v;,v;} cu arcul
(Vinnoirs Vinoro ), AVEM Yo € V. dd (v) < d.

a) Descrieti un algoritm care primind la intrare G reprezen-
tat cu ajutorul listelor de adiacenta si d € N*, testeaza
n timpul O(n + m) daca G are o ordonare d-marginita
(se vor argumenta corectitudinea si complexitatea). (2 puncte)
b) Utilizati algoritmul de la punctul a) pentru a deter-
mina Tn timpul O(mlogn) parametrul

o(G) = min{d € N| G are o ordonare d-marginita }. ( 2 puncte)
Cc) Aratati ca orice graf G admite o colorare a varfurilor
cu o(G) + 1 culori. (2 puncte)

Problema 2. Demonstrati algoritmic ca multimea
muchiilor oricarui graf complet K,, (n > 2) poate fi
partitionata n [Z] submultimi, fiecare dintre acestea

reprezentand multimea muchiilor unui arbore (subgraf
al lui K,,). Exemplu. Ks, | 1—3

A

(4 puncte)
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Problema 3. Pentru un graf conex G se
executa urmatorul algoritm:

- Se initializeaza o coada Q cu graful G.
- Cat timp coada Q nu-i vida:

- Sse extrage tn H graful din capul coZzii,

- se determina o multime de articulatie A C
V(H), minimala in raport cu incluziunea (nici o
submultime proprie nu-i multime de articulatie
n H), sidaca V,...,V, (k> 2) sunt multimile
de varfuri ale componentelor conexe ale grafu-
lui H — A, atunci

- se adauga la Q grafurile [AUVA]y,...,[AU Vi]#H.

Se observa ca daca graful curent este complet atunci nu se adauga

nimic Th coada Q.

a) Aratati ca fiecare graf introdus Tn coada
este conex.(2 puncte)

b) Demonstrati ca numarul total al grafurilor
introduse Tn coada Q nu depaseste |G|?. (2 puncte)
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Setul de probleme 3”

Problema 1. Fie C clasa grafurilor GG cu pro-
prietatea ca orice arbore dfs al lui G este un
drum (pentru orice ordonare a varfurilor lui G
Si orice ordonare a listelor de adiacenta aso-
ciate acestor varfuri, orice aplicare a unui dfs
genereaza un drum hamiltonian Tn G).
Demonstrati ca

C = {Kla KQ} U Un23{Kn7 Cn? Kn,n}
(143 puncte)

Problema 2. Fie D = (V, E) un digraf (fara bucle) de
ordin n cu multimea varfurilor V.= {1,2,...,n}. Con-
sideram urmatorul algoritm:

1. SK < 0;
for i=1 to n do \\ stanga — dreapta
if (Aj € SK astfel Incat ji € E) then SK «— SK U{i};

2. fori=nto 1l do \\ dreapta — stanga
if i € SK A (35 € SK astfel Incat ji € E) then SK — SK \ {i};

3. output SK.
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Demonstrati ca SK este un seminucleu Tn D: SK este
nevida, stabila Tn G[D] (graful suport al digrafului D) si
orice varf din v € V' \ SK e accesibil Tn D, dintr-un varf
al lui SK, pe un drum de lungime cel mult 2.

Indicati structurile de date si modul de folosire a aces-
tora pentru o implementare a algoritmului de mai sus Tn
timpul O(n +m) (m fiind |E|).

(242 puncte)

Problema 3. Aratati ca daca G = (S,T; E) este un
graf bipartit cu urmatoarele proprietati:

- |S| =n;|T| =m (n,m &€ N*);

-Vt € T |[Ng(t)| > k > 0;(pentru un k oarecare — mai
mic decat n);

- Vt1,to € T daca t1 # to atunci N(;(tl) = Ng(tg);

- Vt1,to € T daca t1 # to atunci |N(;(t1) N Ng(t2)| = k,
atunci are loc inegalitatea m < n. (2 puncte)

Problema 4.

Pentru n € N* definim graful G, = (V, E) astfel:

— V={G/)]1<i<n,1<j5<n},

— (¢,7)(k,l) € E (pentru doua varfuri (z,7) si (k,1) dis-
tincte din V') daca si numai daca 1 =1 sau j = k.

Demonstrati ca G, este universal pentru familia arborilor
de ordin n:

oricare ar fi T' un arbore de ordin n exista A C V astfel
Thcat T = [A]Gn

(242 puncte)
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Setul de probleme 4

Problema 1. Prezentati (pe cel mult o pagina ) o
problema interesanta din domeniul I'T care sa necesite
rezolvarea eficienta a unei probleme de drum minim intr-
un digraf asociat problemei initiale. (3 puncte)
Problema 2. Fie G = (V,E) un graf, s € V un virf
oarecare al lui G iar t un alt virf, accesibil in G printr-
un drum din s. O multime A de muchii se numeste
st-inevitabila daca exista S C V astfel incit se€ S, t& S
siA={e€ Fle=wuv,u € Sv¢S}. Aratati ca numarul
maxim de multimi st-inevitabile disjuncte doua cite doua
este egal cu distanta in G de la s la t si ca se poate de-
termina o familie de astfel de multimi cu ajutorul unui
bfs a lui G din s. (3 puncte)

Problema 3. Fie G = (V,E) un graf conex si v un
virf al sau cu proprietatea ca Ng(v) # V — {v}. Daca
pentru A C V notam cu Ng(A) = UgeaNg(a) — A, se
observa ca exista multimi de virfuri A care satisfac pro-
prietatile : v € A, [A]g este conex, N = Ng(A) # 0 si
R=V —(AUN) # (0 (de exemplu, A = {v}).
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a) Demonstrati ca daca se considera o multime
A maximala (in raport cu incluziunea) satisfacind
proprietatile enuntate, atunci orice virf din R
este adiacent cu orice virf din N.(2 puncte)
b) Daca, in plus, graful G este {Ck}k24-free,
atunci multimea N de la punctul a) are propri-
etatea ca este clica in graful G.(2 puncte)

c) Deduceti ca singurele grafuri {Cy}r>a-free,
regulate si conexe sunt grafurile complete.(2
puncte)

Problema A4. Aratati ca se poate utiliza
O parcurgere dfs pentru a determina un cCir-
cuit par intr-un graf 3-regulat oarecare. (2
puncte)
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Setul de probleme 4’

Problema 1. FieT = (V, E) un arbore cu macar doua
varfuri reprezentat cu ajutorul listelor de adiacenta. Se
declara un varf oarecare r € V radacina si se noteaza
cu d(v) (pentru orice varf v € V) lista descendentilor
imediati ai lui v Tn parcurgerea bfs din r (varfurilor pen-
dante le corespund liste vide). Consideram urmatorul
algoritm:

1. Se construiesc tablourile de intregi a[v] si b[v] (v € V)
astfel: daca d(v) este vida, atunci a[v] < 1 si b[v] <« O;
daca d(v) este nevida si toate varfurile uw din d(v) au
alu] si blu] calculate, atunci alv] «— 1 + Zuéd(v)b[u] Si

blv] «— Zued(v) max(alu], b[u]).

2. Se returneaza x <— max(alr], b[r]).

Descrieti Tn pseudocod algoritmul de mai sus, argumentati
complexitatea timp de O(|V|) si demonstrati ca valoarea
returnata x este numarul de stabilitate «(7T") al arborelui
T. (14142 = 4 puncte)

Problema 2. Fie G = (V,E) un graf d-regulat de
ordin n care satisface urmatoarea proprietate:

exista o« > 0 astfel incat pentru orice multime de varfuri
S C V' cu proprietatea ca |S| < 3, numarul muchiilor cu
O extremitate in S si cealalta tn V — S este cel putin o|S]|.
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a) Grafurile complete au proprietatea de mai sus ?
(argumentati raspunsul)

b) Daca « si d sunt constante (nu depind de n), demonstrati
ca diametrul lui G satisface

d(G) = O(logn).
(143 = 4 puncte)

Problema 3. Muchiile grafului conex G = (V,E) se
coloreaza arbitrar rosu si albastru.

a) Demonstrati ca exista Tn G un parcurs Euleian Tnchis
fara muchii consecutive de aceeasi culoare daca si numai
daca pentru fiecare varf v € V al lui G numarul muchi-
ilor rosii incidente cu v este egal cu numarul muchiilor
albastre incidente cu w.

b) Daca graful G este complet si z,y, z sunt trei varfuri
distincte ale sale demonstrati ca daca exista tn G un
drum fara muchii consecutive de aceeasi culoare de la
x la y trecand prin z, atunci exista un drum cu aceeasi
proprietate care are ca prima muchie pe xz sau ca ultima
muchie pe zy. (14142 = 4 puncte)

Problema 4. Fie G un graf si 6(G) gradul minim al
unui varf al sau. Descrieti un algoritm care, pentru
un arbore dat T cu k < 6(G) muchii, sa construiasca
(in timp polinomial) un subgraf H al lui G astfel Tncat
H=T. (2 puncte)
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Setul de probleme 5

Problema 1. Sa se arate ca un graf G este bipartit
daca si numai daca orice subgraf indus H al lui G satis-
face proprietatea 2a(H) > |H| (3 puncte)

Problema 2. Demonstarati ca intr-un graf bipartit G
cu n virfuri si m muchii avem inegalitatea 4m < n?. (2
puncte)

Descrieti un algoritm care sa testeze daca un graf cu n
virfuri si m muchii este complementarul unui graf bipar-
tit in timpul O(n +m) (3 puncte)

Problema 3. Aratati ca orice graf G cu m muchii
are un graf partial H bipartit si cu cel putin % muchii.(3
puncte)

Problema 4. Demonstrati ca in orice graf conex G =
(V, E) exista o multime stabila S astfel incit graful bipar-
tit H = (S,V—-S; E’) este conex, unde £/ = E—P>(V —-.5)

Deduceti ca a(G) > 'g'&% pentru orice graf conex G.

(3 puncte)
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Setul de probleme 6

Problema 1. Pentru d € N* se considera graful G, =
Ko x Ko x ... X K».

d factori
Sa se determine ordinul, dimensiunea si diametrul lui Gy .
(2 puncte)
Sa se arate ca Gy este bipartit si sa se determine a(Gy).
(2 puncte)
Problema 2. Un graf cu cel putin trei virfuri se

numeste confidential conex daca pentru orice trei virfuri
distincte a,b,c ale grafului exista un drum de la a la
b astfel incit niciunul dintre virfurile interne ale acestui
drum (daca exista astfel de virfuri) nu este ¢ sau un
vecin al lui e. Un exemplu banal de graf confidential
conex este graful K, cu n > 3.

Demonstrati ca un graf conex G = (V, E), cu cel putin
trei virfuri si care nu-i complet, este confidential conex
daca si numai daca au loc urmatoarele doua conditii :

1. Pentru orice virf v multimea N(v) = {w € V|w #
v, vw € E} este nevida si induce un graf conex.

2. Orice muchie a grafului este continuta intr-un C4
indus in graf sau este muchia din mijlocul unui P4
indus in graf.

(4 puncte)
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Problema 3. In Problema 2-SAT se dau : o multime
de variabile boolene U = {z1,x2,...,xn} Si 0 muliime de
clauze C = {C1,C5,...,Cp} , unde fiecare clauza C; este
disjunctia a doi literali C; = v; Vw; , literalii reprezentind
variabile sau negatiile acestora. Problemei i se asociaza
un digraf G cu V(G) = {z1,x2,.,Tn, T1, T2, ...., T} (adica
toti literalii posibili) si in care pentru fiecare clauza C; =
v; V w; s€ adauga arcele nw; Si w;v; (folosind, evident,
conventia referitoare la dubla negare). Demonstrati ca
exista o atribuire a valorilor de adevar si fals pentru
variabilele booleene, astfel incit fiecare clauza sa fie
adevarata, daca si numai daca digraful GG are poprietatea
ca pentru orice i € {1,...,n} T; si z; apartin la compo-
nente tari conexe diferite. (4 puncte)

Argumentati complexitatea timp de O(n + m) pentru
testarea proprietatii de mai sus. (2 puncte)
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Setul de probleme 7

Problema 1. Gossip Problem. Intr-un grup de n
"doamne” , fiecare cunoaste o parte dintr-o birfa pe care
celelalte n-o cunosc. Ele comunica prin telefon si orice
apel telefonic intre orice doua doamne are ca efect fap-
tul ca fiecare din ele va afla tot ce cunoaste cealalta.

(a) Descrieti o schema de a da telefoanele astfel incit
intr-un numar minim f(n) de apeluri telefonice, fiecare
"doamna' va afla tot ce stiu celelalte.

Indicatie: Aratati ca f(2) = 1,f(3) = 3,f(4) = 4 si
pentru n > 4 f(n) = 2n — 4 (usor, indicind scheme de
telefonare cu aceste numere de apeluri). Incercati sa
argumentati ca 2n — 4 este chiar numarul minim.

(2 puncte pentru descrierea schemei, 1 punct pentru
demonstrarea optimalitatii)

(b) Modelati problema in limbajul teoriei grafurilor: schemei
de telefonare ii va corespunde un sir de muchii iar cunoasterea
comuna se va exprima printr-o condititie referitoare la
existenta unor drumuri speciale cu elemente din sirul
considerat (1 punct)
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Problema 2. Fie D un digraf si doua functii definite
pe multimea arcelor sale, a : E(D) — Ry sib: E(D) —
Ri. Descrieti un algoritm eficient pentru determinarea
unui circuit C* in D astfel incit

Zggg = min{zggg;(} circuit in D }
(4 puncte)

Problema 3. Fie A1, Ay, ..., A, submultimi distincte
ale unei multimi de n elemente S. Demonstrati ca exista
un element x in muliimea S astfel incit A; — {z}, A> —
{x},..., A, — {z} sa fie si ele distincte. (2 puncte)
Problema 4. Fie G un grafsic: E(G) — R4+ O
functie de capacitate a muchiilor. Oricarui drum din
graf cu macar o muchie i se asociaza locul ingust ca
fiind muchia sa de capacitate minima . Descrieti un
algoritm eficient care sa determine pentru doua virfuri s
si t distincte ale grafului drumul cu locul ingust cel mai
mare (dintre toate drumurile de la s la t in graful G).
(4 puncte)
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Setul de probleme 7’

Problema 1. Fie G= (V,E) un digrafdeordinn, a: E — Ry
o functie de cost nenegativa, si s = t doua varfuri fixate. Pentru
rezolvarea problemei P1 (a determinarii unui drum de cost a minim
de la s la t Tn G) se propune urmatorul algoritm:

1. for each : € V do p; «— O;
i <+ s;inainte(s) « s;
2. while i =t do
if 45 € V astfel incat p; — Pj = Qjj then
{ Tnainte(j) «— i; i+ j; }
else
{ pi & mingep(aij + p;); 1 «Inainte(i) },
3. Costul unui drum de cost minim de la s la t este ps — p;
Si un drum de cost minim se obtine din:
t, Tnainte(t), Tnainte(inainte(t)), ..., s.

a)Demonstrati ca daca pasul 2 se termina atunci afirmatiile din
pasul 3 sunt corecte.(2 puncte)
b)Stabiliti complexitatea timp a algoritmului(2 puncte)

Problema 2. FieT = (V,FE) un arboresi w:V — R4
o functie de pondere nenegativa. Pentru orice subarbore
T " al lui T se defineste ponderea sa, w(T"), ca fiind suma
ponderilor varfurilor sale.

Aratati ca exista un varf vg € V astfel Tncat nici unul
din subarborii lui T'—vg nNu are ponderea mai mare decat
Zw(T).(1 punct)

Descrieti un algoritm cu timpul O(|V|) pentru gasirea lui
vo. (2 puncte)

417



Problema 3. Daca G si H sunt doua gra-
furi, notatia G — H semnifica faptul ca exista
f : V(G) — V(H) astfel iTncat V wv € E(G)
avem ca f(u)f(v) € E(H) (exista un morfism
de grafuri de la G la H).

Justificati corectitudinea unui algoritm care sa
raspunda T™n timpul O(1) la Intrebarea: " Are
loc Cp, — Cpy 7" (n,m € N,n,m > 3; C). este
graful circuit de ordin k). (3 puncte)

Problema 4. Daca H este un graf, atunci
g(H) noteaza numarul componentelor conexe
de ordin impar ale lui H, iar v(H) cardinalul
maxim al unui cuplaj al lui H . Demonstrati ca
pentru orice graf G are loc relatia:

Sgﬂg(é)(q(G —5) —[5]) = |[V(G)| — 2v(G) .
(Se presupune cunoscuta teorema lui Tutte)(4 puncte)
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Setul de probleme 7"

Problema 1. Determinati numarul cuplajelor perfecte

ale grafului:
1 2 3 R 2n-1 2n

(3 puncte)

Problema 2.

a) Fie D = (V, E) un digraf aciclic cu n varfuri si m arce
si A, B C V doua multimi disjuncte, stabile Tn G(D) (gra-
ful suport al digrafului). Fie d(A, B) := min{d(a,b)|a €
A,b € B} (d(xz,y)=distantan D de la z la y = lungimea
celui mai scurt drum dintre z si y, daca acesta exista).
Descrieti un algoritm de complexitate O(n + m) pentru
aflarea unei multimi maximale P de drumuri disjuncte
(cu multimile de varfuri disjuncte) de la A la B, fiecare
de lungime d(A, B) (maximalitatea lui P este Tn raport
Cu incluziunea, adica nu mai exista un alt drum de la A
la B care sa aiba lungimea d(A, B) si sa fie disjunct de
orice drum din P).

b) Aratati cum poate fi folosit algoritmul de la a) pen-
tru implementarea algoritmului lui Hopcroft & Karp de
aflare a unui cuplaj de cardinal maxim Tntr-un graf bi-
partit.

(342 puncte)
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Problema 3. Fie D = (V, E) un digraf cu multimea de
varfuriV.={1,...,n} si multimea arcelor £ = {e1,...,em}.

Fie A = (aij) € Muxm({—1,0,1}) matricea de incidenta
a lui D (daca arcul e; iese din ¢ atunci a;; = 1, daca arcul
e;j intra Tn ¢ atunci a;; = —1, altfel a;; = 0). Aratati ca
pentru orice submatrice patrata B a lui A are loc:

det(B) € {—1,0,1}.

(2 puncte)

Problema 4. 1Intr-un graf fara varfuri izolate se con-
struieste un drum P astfel: se pleaca dintr-un varf oare-
care de start si apoi, din varful curent Tn care ne aflam,
alegem un vecin diferit de varfurile deja vizitate. Atunci
cand nu mai este posibila nici o alegere, constructia
lui P se Tncheie. Evident, lungimea drumului P este
cel putin 1 si ea depinde de structura grafului si de
alegerile facute. Proprietarul grafului solicita o plata
pentru folosirea acestuia Th procesul de constructie a
drumului P. Aceasta plata se poate face Thaintea fiecarei
alegeri si, daca se plateste 1 RON se obtine dreptul de
a face aceasta alegere, iar daca se platesc T' >> 1 RONi
atunci se obtine dreptul de a face gratuit toate alegerile
urmatoare. Dupa terminarea constructiei se poate com-
para suma platita, Apriori(P), cu cea care s-ar fi facut
daca s-ar fi cunoscut drumul P, notata Posteriori(P).
Gasiti o strategie de plata astfel Tncat pentru orice graf
si orice drum construit P sa avem Apriori(P) < (2 —
1/T)Posteriori(P).

(4 puncte)
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Setul de probleme 8

Problema 1. Fie G un graf conex si o functie de cost
c: E(G) — R. Vom numi taietura orice multime A
de muchii ale lui G cu proprietatea ca exista o bipartitie
(S,V(G) — S) a multimii virfurilor lui G astfel incit A
este multimea muchiilor lui G cu extremitatile in clase
diferite ale bipartitiei.

a) Aratati ca daca functia de cost are proprietatea ca
orice taietura are o unica muchie de cost minim, atunci
exista un unic arbore partial de cost minim. (2 puncte)
b) Deduceti ca, daca functia de cost c este injectiva,atunci
G are un unic arbore partial de cost minim. (1 punct)
C) Sunt adevarate reciprocele afirmatiilor a) si b) 7 (1
punct)

Problema 2. Consideram o numerotare fixata a
celor m > 0 muchii ale unui graf conex G = (V, E) de
ordin n. Pentru orice submultime de muchii A con-
sideram z# € GF™ vectorul m-dimensional cu elemente
0,1 definit prin ! = 1 < ¢; € A (vect. caracteristic).
GF™ este spatiul vectorial peste corpul GF (cu elem. 0
si 1, si operatiile de adunare si inmultire modulo 2).
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a) Demonstrati ca multimea vectorilor caracteristici ai
tuturor taieturilor grafului G, la care adaugam si vectorul
nul, formeaza un subspatiu vectorial X al lui GF™.(1
punct)

b) Demonstrati ca vectorii caracteristici ai multimilor
muchiilor circuitelor grafului G genereaza un subspatiu
vectorial U al lui GF™ ortogonal pe X. (1 punct)

c) Aratati ca dim(X) >n —1 (1 punct)

d) Aratati ca dim(U) > m —n + 1(1 punct)

e) Deduceti ca dim(X) =n—1sicadim(U) =m—n-+1.
(1 punct)

Problema 3. Aratati ca orice arbore cu gradul maxim
t > 0 are cel putin ¢ virfuri pendante. (2 puncte)
Problema 4. Fie T = (V,E) un arbore cu radacina r
(un virf oarecare) si cu parent(v) parintele nodului v € V,
v#=r. Un cuplaj M al lui T se numeste propriu daca
orice virf expus v (relativ la M ) in T are un frate w
(doua virfuri sunt frati daca au acelasi parinte) astfel
inCit w parent(v) € M. a)Demonstrati ca orice cuplaj
propriu este de cardinal maxim. (1 punct)

b)Aratati ca pentru orice arbore cu n virfuri, dat prin
listele de adiacenta, se poate construi in timpul O(n) un
cuplaj propriu. (2 puncte)
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Setul de probleme 8’

Problema 1.
O procedura naiva de creare a unei retele sociale G =
(V, E) este urmatoarea:

Initializare
G = ({v},0) // v este creatorul retelei

Aderarea la G (a unui nou membru v € V(G))
V —V(G)U{v};, E— E(G)
If v has a friend in V(G) then E — EU {vw|lw € V(G)}
G +— (V,FE)

a) Descrieti un algoritm eficient care, pentru un graf
dat G, sa decida daca este o retea sociala naiva (a fost
creat cu algoritmul de mai sus).

b) Administratorul retelei a observat ca pentru orice
doi useri v si w ai retelei G = (V,E) (v # w € V), se
poate raspunde Tn timp constant la o Intrebare vw € E7
astfel: se asociaza grafului o valoare Tntreaga pozitiva
x(G) si cate o valoare Intreaga pozitiva y(v) pentru
fiecare varf v, astfel Tncat pentru orice doua varfuri dis-
tincte v si w are loc vw € E < y(w) + y(w) > x2(G).
Modificati algoritmul de mai sus pentru a realiza aceasta
noua reprezentare a grafului (se Tntretin doar multimea
varfurilor V, z(G) si lista (y(v))pev).

(242 = 4 puncte)
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Problema 2. Consideram urmatoarea euristica pentru
determinarea unui cuplaj de cardinal maxim Tntr-un graf
bipartit G = (S,T; F):

function MMB(G = (S,T; F))
M =10
while E # () do {
If Ju varf de grad 1 then e < muchia incidenta cu u
else e « o muchie incidenta cu un varf de grad maxim
M — M U{e}
se sterg extremitatile muchiei e din G

}

return M

a) Demonstrati ca algoritmul returneaza cuplajul de car-
dinal maxim daca G este arbore.

b) Demonstrati ca daca G are un unic cuplaj perfect
Mo , atunci algoritmul returneaza Mpy.

Cc) Aratati ca pentru cuplajul M returnat are loc

M| > 4D, (24242 = 6 puncte)

Problema 3. FieG = (V,E)ungrafconexsic: E — R
o functie de cost cu valori reale asociate muchiilor.

a) Fie Tp un arbore partial al lui G cu proprietatea ca
pentru orice muchie e € E(Tp) exista un arbore partial de
cost minim T al lui G astfel Incat e € E(T*). Rezulta ca
To este arbore partial de cost minim al lui G? (argumentati
raspunsul)

424



(b) Pentru T € Tg definim b(T) = maX.cp)cle). Se
doreste aflarea unui arbore Ty € 74 astfel incat b(7p) =
Minpe7r. b(T). Daca aplicam algoritmul lui Prim pen-
tru aflarea unui arbore partial de cost minim 7™, este
acesta o solutie pentru problema data? (argumentati

raspunsul)

(242 = 4 puncte)
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Setul de probleme 9

Problema 1. Fie G = (S,T; F) un graf bipartit. Utilizati
teorema lui Hall pe un graf convenabil pentru a demon-

stra ca pentru orice intreg k, cu 0 < k£ < |S|, graful G

are un cuplaj de cardinal cel putin |S| — k daca si numai

daca VA C S |[Ng(A)| > |A| — k. (2 puncte)

Problema 2. Numim cuplaj de grad maxim in graful

G, un cuplaj M cu suma gradelor virfurilor saturate de

M maxima printre toate cuplajele grafului.

a) Aratati ca un cuplaj de grad maxim este de cardinal

maxim (2 puncte)

b) Dem. ca exista in graful G un cuplaj care sat-

ureaza toate virfurile de grad maxim daca si numai daca

orice cuplaj de grad maxim are aceeasi proprietate. (2

puncte)

c) Demonstrati ca daca multimea virfurilor de grad maxim
ale grafului GG induce un graf bipartit, atunci G are un

cuplaj care satureaza toate virfurile de grad maxim. (2

puncte)

d) Deduceti ca multimea muchiilor unui graf bipartit G

poate fi partitionata in A(G) cuplaje.(2 puncte)
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Problema 3. Consideram urmatoarea prob-
lema de decizie:

Instanta: G = (V,FE) un graf, k€ N, b€ N*.
Intrebare : EXxista in G un subgraf H cu b
muchii, fara virfuri izolate si cu ordinul lui H
cel putin k 7

Aratati ca problema se poate rezolva in timp
polinomial. (2 puncte)

Problema 4. Aratati, utilizind teorema |lui
Tutte, ca orice graf 2-muchie conex 3-regulat
are un cuplaj perfect. (2 puncte)
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Setul de probleme 10

Problema 1. Fie G un graf conex cu n virfuri si 7g
familia arborilor sai partiali. Se considera graful H =
(Zg, E(H)) unde TiT> € E(H) < |[E(Th)AE(T2)| = 2.
a) Demonstrati ca H este conex si are diametrul cel mult
n—1. (2 puncte)

b)Demonstrati ca pentru orice functie de cost ¢ pe multimea
muchiilor grafului GG, multimea arborilor partiali de cost
¢ minim induce un subgraf conex in H. (2 puncte)
Problema 2. Fie H = (V,FE) un digraf sits € E un arc
fixat al sau. Se coloreaza toate arcele lui H cu galben,
rosu si verde arbitrar, cu singura conditie ca arcul ts sa
fie galben (se poate intimpla ca sa nu avem arce rosii
sau verzi). Demonstrati algoritmic ca are loc exact una
din urmatoarele situatii:

i) exista un circuit in graful G(H) (nu se tine seama de
orientare) cu arce galbene sau verzi care contine arcul
ts Si toate arcele galbene ale sale au aceeasi orientare.
i) exista o partitie (S,7T) a lui V astfel incit se€ S,t € T,
toate arcele de la S la T sunt rosii si toate arcele de la
T la S sunt rosii sau galbene.

(2 puncte)
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Problema 3. Fie G = (V,FE) un graf. O multime de
virfuri A C V se numeste m-independenta daca exista un
cuplaj M al lui G astfel incit A C S(M). Demonstrati ca
daca A si B sunt multimi m-independente si |A| < |B],
atunci 3b € B—-— A : AU {b} este m-independenta
(multimile m-independente maximale au acelasi cardi-
nal).(4 puncte)

Problema 4. Cuplaje stabile in grafuri bipartite
Fie graful complet bipartit K, , = (B, F; E), unde B =
{b1,b2,....,bn} Si ' ={f1, f2,..., fn}. Daca M este un cupla]
perfect in K, , (fiecare b este cuplat cu exact un f), vom
folosi notatia : b;f; € M < f; = M(b;) <= b; = M(f;).
Vom presupune ca

Vb € B are o ordonare a preferintelor sale pe F' :

fio <o fir < ... <p fi, Si

Vf € F are o ordonare a preferintelor sale pe B :

b;, <y bi, <f..<7 b;. .

Un cuplaj perfect M al lui K, , se numeste stabil daca :

Vb € B daca f <, M(b), atunci M(f) <; b si, de aseme-
nea,

Vf e F daca b <y M(f), atunci M(b) <p f .

Sa se arate ca pentru orice ordonari ale preferintelor ex-
ista un cuplaj stabil si sa se construiasca unul in O(n3).
(4 puncte)
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Setul de probleme 11

Problema 1. Se dispune de un algoritm care primind
la intrare un graf G si 0 functie de pondere nenegativa
pe multimea muchiilor acestuia, returneaza un cuplaj
perfect in graful G de pondere minima (printre toate
cuplajele perfecte ale grafului; daca G nu are cuplaj per-
fect se anunta acest lucru). Aratati case poate utiliza
acest algoritm pentru determinarea eficienta a cuplaju-
lui de cardinal maxim intr-un graf oarecare. (3 puncte)
Problema 2. Aratati ca se poate determina, intr-o
matrice cu elemente O si 1 data, o multime de cardinal
maxim de elemente egale cu O si care sa nu se gaseasca
pe aceeasi linie sau coloana, cu ajutorul unui algoritm de
flux maxim (pe o retea convenabil definita). (3 puncte)
Problema 3. Digraful G = (V, E) descrie topologia in-
terconectarii intr-o retea de procesoare. Pentru fiecare
procesor v € V se cunoaste incarcarea sa load(v) € RT.
Se cere sa se determine (cu ajutorul unei probleme de
flux maxim) un plan de echilibrare statica a incarcarii
procesoarelor : se va indica pentru fiecare procesor ce
cantitate de incarcare va trimite si la ce procesor ast-
fel incit, in final, toate procesoarele sa aiba aceeasi
incarcare. (4 puncte)
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Problema 4. Sa se determine fluxul de valoare maxima
in reteaua din figura de mai jos (explicind functionarea
algoritmului lui Edmonds-Karp):

4
R
4
'

> \4
X /—>d

)

(Etichetele arcelor reprezinta capacitatile)
(4 puncte)
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Setul de probleme 11’

Problema 1. Consideram urmatoarele prob-
leme de decizie:

PERF Instanta: G un graf.
Intrebare: Are (G un cuplaj perfect?

3PERF Instanta: G un graf cu gradul fiecarui varf < 3.
Intrebare: Are (G un cuplaj perfect?

Demonstrati ca PERF se reduce polinomial la
3PERF (4 puncte)

Problema 2. Demonstrati ca nu exista nici

O permutare eq,eo,...,e1g a muchiilor grafu-
lui complet Kg, astfel Tncat pentru orice & €
{1,...,9} muchiile e; si e;4-1 Nu sunt adiacente

n Kg si, de asemenea, e Si ejg hu sunt adia-
cente In K5. (2 puncte)
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Problema 3. Un organizator al unei conferinte trebuie sa asigure
fete de masa (curate) pentru fiecare din cele D zile cat dureaza
conferinta.

Se cunoaste numarul M; al meselor de care e nevoie Tn ziua 7 a
conferintei (: = 1, D). Se considera ca toate cele M; fete de masa
se murdaresc la sfarsitul zilei 7 (1 = 1, D).

Organizatorul are de ales Tntre a cumpara fete de masa noi, |la pretul
unitar p, sau, Tn dimineata zilei ¢, sa trimita la curatat fete de masa
murdare (din zilele precedente; ¢ > 2). Curatatoria are doua tipuri
de servicii: serviciul rapid, prin care se returneaza fetele de masa
curate la Tnceputul zilei 2 + 1 la un cost unitar c¢i1, Si serviciul lent
prin care returneaza fetele de masa curate la inceputul zilei 7+ 2 la
un cost unitar cp. Desigur, p > c1 > co.

Problema pe care si-o pune organizatorul este de a face o planifi-
care a modului de cumparare si trimitere la curatatorie a fetelor de
masa, astfel Tncat sa satisfaca toate cererile pe durata conferintei,
la un pret minim.

(Se presupune ca nu exista fete de mese Tn stoc, la Tnceputul
conferintei, si ca valoarea acestora dupa terminarea conferintei e
neglijabila).

Sa se formuleze problema organizatorului ca o problema de flux de
cost minim (justificare). (4 puncte)

Problema 4. O euristica naturala pentru colorarea varfurilor unui
graf G = (V, E) este urmatoarea:

a) Se alege o D-ordonare a lui G, adica o ordonare V- = {w;,, vi,, . . ., Vi, }
astfel Tncat dg(vi,) > dg(vi,) > ... > da(v;,).

b) Se coloreaza greedy varfurile: lui v;; i se atribuie culoarea 1 si
apoi pentru fiecare varf v;,, cu j = 2,...,n, se atribuie cea mai mica
culoare posibila (cel mai mic numar natural p cu proprietatea ca nu

a fost atribuit drept culoare unuia dintre vecinii sai deja colorati).
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Consideram urmatoarea problema de decizie:
3GCOL Instanta: G un graf.

Intrebare: Exista o D-ordonare a varfurilor lui G astfel Tncat
euristica de mai sus da o 3-colorare a lui G ?

Demonstrati ca problema

3COL Instanta: G un graf.
Intrebare: Admite G o 3-colorare ?

se reduce polinomial la 3GCOL. (4 puncte)
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Setul de probleme 11”

Problema 1. Fie R = (G,s,t,c) o retea (G digra-
ful suport, s € V(@) intrarea, t € V(G), t %= s iesirea
si ¢: E(G) — R4 functia de capacitate). Presupunem
(fara a restrange generalitatea !) ca st si ts nu sunt arce
n G. Se dispune si de o functie de marginire inferioara
m : E(G) — Ry, satisfacand m(e) < c¢(e) pe orice arc
e al lui G. Numim flux legal iTn R orice flux x Tn R cu
proprietatea ca z(e) > m(e) Ve € E(G).

a) Demonstrati ca pentru orice flux legal x si orice
sectiune (S,T) Tn R are loc

v(@) < ) e - > m(j).
1€8,7€T,i7€E(QG) 1€8,5€T,7ic E(G)
b) Se construieste din R reteaua R astfel:
- se adauga la G o intrare noua s si o iesire noua ¢;
- pentru Yv € V(G) se adauga arcul sv de capacitate

c(sv) = ZUUEE(G) m(uv);
- pentru Vv € V(G) se adauga arcul vt de capacitate
c(vt) = Y vuer(q) Mvu);
- se adauga arcele st si ts de capacitate ¢(st) = ¢(ts) =
00,
- se defineste ¢ pe arcele ij ale lui G ca fiind ¢(ij) =
c(ig) —m(zj).
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Demonstrati ca exista un flux legal Tn reteaua R daca Si
numai daca exista un flux de valoare M =} _p ) m(e)

n reteaua R = (G,5,t,¢) (G este digraful construit mai
sus, ¢ este functia de capacitate definita mai sus).

c) Utilizand un flux legal de start (care se poate obtine
ca la b)), indicati cum se poate adapta algoritmul lui
Ford & Fulkerson pentru a obtine un flux legal de valoare
maxima Tntr-o retea Th care pe fiecare arc este precizata
capacitatea si marginea inferioara.

(24242 puncte)

Problema 2. Daca H este un graf conex, A C V(H)
o multime nevida de varfuri ale sale si w: E(H) — R4,
atunci se numeste arbore Steiner corespunzator tripletei
(H,A,w) un arbore T(H, A,w) = (Vp, ET), subgraf al lui
H, cu proprietatea ca A C Vp si suma costurilor muchiilor
sale, s[T(H, A,w)] = .. w(e), este minima printre toti
arborii subgrafuri ale lui H care contin A.

a) Justificati ca determinarea lui T(H,A,w) se poate
face Tn timp polinomial pentru cazul cand A = V(H)
sau |A]| < 2.
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b) Fie G = (V, E) un graf conex cu multimea de varfuri
V ={1,...,n} si A C V. Pe multimea muchiilor lui G
este data o functie de cost c: FE — R4.

Consideram si graful complet K,, cu multimea de varfuri
V si cu functia de cost ¢: E(K,) — R4+ data de ¢(ij) =
MIN[ p drumin G dela i la j ]C(P) pentru orice ij € E(K,).
Demonstrati ca s[T(G,A,c)] = s[T(K,,A,¢)] si ca din
orice arbore Steiner T(K,, A,¢) se poate construi un ar-
bore Steiner T(G, A, c).

c) Aratati ca exista un arbore Steiner T'(K,,, A,¢) cu pro-
prietatea ca varfurile sale care nu-s din A au gradul cel
putin 3. Deduceti (folosind aceasta proprietate ) ca
exista Tntotdeauna un arbore Steiner T'(K,, A,¢) cu cel
mult 2|A| — 2 varfuri.

((1+1)+(14+2)+(24+1) puncte)
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Setul de probleme 12

Problema 1. Fie v valoarea fluxului maxim in reteaua
R = (G,c,s,t). Demonstrati ca exista k st-drumuri in G,
Pi,.....P, (0<Ek<|E(G)|), si numerele reale nenegative
v1, ..., v, astfel incit x : E(G) — R, definit pentru orice
arc 5 prin z;; = 0+ 2;4epvr , €ste flux in R de valoare
maxima v. (4 puncte)

Problema 2. Numim GP-descompunere a grafului
graful complet K, orice multime A = {Bl,....,Bk(A)},
unde : fiecare B; este un subgraf bipartit complet al lui
K, orice doua grafuri B; si B; au multimile de muchii dis-
juncte si Uj—y ) E(B;) = E(K,). Aratati ca orice GP-
descompunere A a lui K, satisfce inegalitatea k(A) >
n— 1. (4 puncte)

Problema 3. FieG=(V,E)ungrafsi f:V —V cu
proprietatea ca Yuv € E : f(u)f(v) € E. Demonstrati
ca w(G) < |f(V)|. Este adevarat ca pentru orice graf
G = (V, E) exista functii f cu proprietatea de mai sus si
astfel incit |f(V)| < A(G)+1 7 (4 puncte)
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Problema 4. Fie G = (V,FE) un graf. Nu-
mim partitie speciala orice bipartitie (S,T) a
lui V' astfel incit subgraful indus de T' in G este
neconex si subgraful indus de S in complemen-
tarul grafului G este neconex.

Aratati ca graful circuit Cp, (n > 3) nu are
partitii speciale.

Descrieti un algoritm polinomial care sa testeze
daca un graf dat are partitii speciale. (2 puncte)
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Setul de probleme 13

Problema 1. Consiliul municipal al unui orasel a decis
sa elimine blocajele de circulatie de pe strazile aces-
tuia prin introducerea sensului unic pe fiecare strada.
Desigur, va trebui ca Tntre orice doua locatii sa ex-
iste (macar) un drum de acces dupa aceasta decizie.
Daca reprezentam graful strazilor folosind noduri pentru
intersectiile stradale si muchii conectand aceste noduri
corespunzator strazilor, o situatie simplificata este data
de urmatoarea figura :

}
—

Desigur, graful real al strazilor este mult mai complicat
si de aceea a fost angajat un expert (student la info)
care, analizandu-l, a observat ca are proprietatea ca este
2-conex (orice intersectie s-ar bloca, singurele locatii
afectate sunt cele de pe strazile din acea intersectie)
Si a propus urmatorul algoritm de orientare a muchiilor
(fixarea sensului unic pentru fiecare strada):
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1.

Se alege un nod oarecare si se executa o parcurgere
dfs etichetand nodurile de la O lan—1 (n e numarul
de noduri din graf) in ordinea intalnirii lor;

Fiecare muchie (strada) este orientata de la nodul
cu eticheta mai mica la nodul cu eticheta mai mare
daca acea muchie face parte din arborele dfs con-
Struit, si de la nodul cu eticheta mai mare la nodul
Ccu eticheta mai mica, Th caz contratr.

Aratati ca algoritmul functioneaza corect pe graful din
figura de mai sus si apoi demonstrati ca algoritmul este
corect (digraful obtinut este tare conex) pentru orice
graf 2-conex. (143 puncte)

Problema 2. Demonstrati ca orice graf G conex are
un subgraf indus H astfel Thcat :

1.

2.

H este conex;

|H| = 2|S| — 1, unde S este o multime stabild a
grafului H,;
. Yo e V(G) -V (H) Jw € V(H) astfel incat vw € E(G).

(2 puncte)
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Problema 3. La sfarsitul unei zile de lucru, laborantul
a observat ca a disparut un mouse din laborator, desi la
verificarea de dimineata nu lipsea. Din registrul salii a
rezultat caTh acea zi au intrat tn laborator doar urmatorii
sase studenti: Ana, Barbu, Costica, Dan, Elena si Ion.
De asemenea, se stie ca fiecare din ei a stat Tn laborator
un interval de timp si apoi a plecat (dar nu se cunosc
orele de venire sau plecare si nici ordinea Th care cei
sase au accesat laboratorul). Decanul i-a anchetat, si a

obtinut urmatoarele marturii (sub juramant):

1. Ana a spus ca i-a vazut in laborator pe Barbu si Elena;
Barbu a spus ca i-a vazut in laborator pe Ana si Ion;
Costica a spus ca i-a vazut in laborator pe Dan si Ion,
Dan a spus ca i-a vazut in laborator pe Ana si Ion;

Elena a spus ca i-a vazut in laborator pe Barbu si Costica;

S 0 & N

Ion a spus ca i-a vazut in laborator pe Costica si Elena.

Analizand raspunsurile, decanul (care stia teoria grafurilor)
a intuit ca exact unul (hotul) dintre cei sase studenti a
mintit, apoi, folosind deductia logica, |-a identificat si
iI-a cerut sa aduca de urgenta mouse-ul Tnapoi pentru a
nu-1 exmatricula.

Stiind ca decanul a asociat fiecarui student un interval
de timp (notat, A,B,..., dupa numele lor) si ca dintr-o
marturie " X... spune ca i-a vazut peY... si Z... a dedus
ca intervalul X se intersecteaza cu Y si Z, evidentiati
inconsistenta din graful asociat intersectiilor acestor in-
tervale si cum se poate depista hotul, Tnh ipoteza ca exact
unul dintre cei sase studenti a mintit.

(242 puncte)
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Problema 4. Un grup de politisti 1si desfasoara ac-
tivitatea Tn 8 locatii a,b,...,h conectate prin strazi cu
sens unic de circulatie, asa cum este descris Tn digraful
de mai jos. Se observa ca in fiecare nod (locatie) intra
doua arce si din fiecare ies doua arce. De asemenea se
observa ca digraful corespunzator este tare conex.

Seful politistilor a hotarat sa vopseasca strazile rosu si
oranj astfel Thcat din fiecare nod sa plece un arc rosu
Si un arc oranj. Scopul acestei decizii a fost ca atunci
cand Tntr-o locatie oarecare se tntampla o infractiune,
sa-i adune operativ pe toti politistii Tn acel nod al digra-
fului transmitandu-le tuturor prin sistemul lor de radio-
receptie mesajul " Adunarea’ si un cuvant din {r,o}*
(cuvant ce depinde doar de nodul Tn care loc infractiunea).
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La primirea mesajului fiecare politist 1si noteaza cuvantul
primit si 1l foloseste drept algoritm de deplasare astfel:

din nodul Tn care se afla pleaca pe strada rosie sau
pe strada oranj, dupa cum e prima litera (r sau o)
din cuvantul primit. Apoi, daca n-a ajuns la locul de
adunare (pe care-l recunoaste dupa prezenta sefului),
alege strada indicata de a doua litera a cuvantului si asa
mai departe.

Descrieti (Tntr-un pseudocod prietenos) un algoritm care
sa depisteze o vopsire rosu-oranj a arcelor digrafului si,
corespunzator acesteia, a cate unui cuvant de rutare
pentru fiecare nod de adunare ( sau sa decida ca nu
exista solutie).

Pentru digraful din figura exista solutii! Descrieti una
din ele si argumentati ca merge (se poate implementa
algoritmul descris, sau se poate folosi o abordare try and
error).

(242 puncte)
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Setul de probleme 14

Problema 1. 1In problema P2 - a determinarii dru-
murilor de cost minim de la un varf dat, s, la toate
celelalte ale unui digraf G = (V, E) - se stie ca functia
de cost asociata arcelor satisface a : E — {0,1,...,C},
unde C' este constanta Tntreaga (adica nu depinde de
n = |V| sau de m = |E|).

Sa se adapteze algoritmul lui Dijkstra pentru aceasta
situatie, astfel Tncat complexitatea timp sa fie O(n +
m). Se vor descrie structurile de date folosite si modul
(argumentare !) Tn care se obtine complexitatea liniara.

(242 puncte)

Problema 2. Pentru o instanta C a problemei 2SAT
construim multigraful G¢ = (V; E) ale carui muchii sunt
colorate R(osu) si B(leu), astfel:

1.V— 0, R—0; B0,

2. for C € C do {
If C =x,Vzs then {V — VU {xs,23};R— RU{zaxs}};
iIf C =72,V7zs then {V «— VU {za,23};B «— BU {zqzs}};
if C =7,V x; then
{V—VU{za,z3,2zc}; R— RU{zpxc}, B +— BU{zcza}};
iIf C =z,Vzs then
{V—VU{za,z3,2c}; R— RU{zqzc}, B +— BU{zcxs}};

3. E «— RU B; output G. = (V; E).
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Observam ca V contine multimea X a variabilelor booleene
care apar In 2-clauzele lui C si pentru fiecare 2-clauza
C € C compusa dintr-un literal pozitiv si unul negativ
(clauza mixta) se adauga un varf nou la V. Notatia
R U B semnifica faptul ca muchiile e € RN B au multi-
plicitate 2 [extremitatile lui e sunt unite printr-o muchie
R(osie) si una B(leu)].

Demonstrati ca C este satisfiabila daca si numai daca
exista S, T C V astfel incat: SNT =0, SUT =V, nu
exista muchii R(osii) cu ambele extremitati in S si nu
exista muchii B(leu) cu ambele extremitati in T.

(2 42 puncte)

Problema 3. Fie G = (V,E) un graf conex si c :
E — R. Pentru un arbore partial oarecare T' = (V, E’)
al lui G, si doua varfuri oarecare v,w € V, se noteaza
Cu v w unicul drum de la v la wn T si cu E(vz w)
multimea muchiilor acestuia. Demonstrati ca arborele
partial T* = (V, E*) este arbore partial de cost minim
daca si numai daca
Ve =vw € B\ E*, Ve’ € E(v = w) are loc c(e) > c(e').

(141 puncte)
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Problema 4. Fie G = (V,FE) un graf conex fara punti
sic: E— R. FieT = (V,E’") un arbore partial al lui G de
cost minim si e € E/ o muchie oarecare a sa. T — e are
exact doua componente conexe cu multimile de varfuri
Vi si Vo. Muchia de cost minim (diferita de e) printre
toate muchiile lui G cu o extremitate Th Vi Si cealata Tn
V> se noteaza cu repr(e) (deoarece e nu e punte Tn G,
repr(e) exista !).

a) Demonstrati ca daca T* e arbore partial de cost minim
n G si e este o muchie oarecare a lui T™ atunci T} =
T — e 4+ repr-(e) este arbore partial de cost minim Tn
G —e (T7 se obtine din T* scotand muchia e si adaugand
muchia repr-(e) ).

b) Fie k € N astfel incat 2 < k < |V| si T1,..., T} arbori
partiali ai lui G astfel Tncat c(T1) < c¢(Tz) < ... < c(T})
si pentru orice alt arbore partial T al lui G avem c(T") >
c(Ty) (T1,...,T sunt primii cei mai mici arbori partiali
ai lui G Tn raport cu costul ¢).

Fie T™ un arbore partial de cost minim Tn G. Pentru
fiecare muchie e a lui T* consideram ponderea w(e) =
c(repr-(e)) — c(e). Sortam cele |V| — 1 muchii ale lui
T* crescator Tn raport cu ponderile w. Fie S multimea
formata din ultimile |V| — k muchii din acest sir.

Demonstrati ca S C E(T;) Vi e {1,...,k}.
(242 puncte)
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Setul de probleme 15

Problema 1. Demonstrati ca numarul cuplajelor per-
fecte ale unui arbore este O sau 1 si ca un arbore are
un cuplaj perfect daca si numai daca prin indepartarea
oricarui varf se obtine o padure cu exact un arbore de
ordin impar. (242 puncte)

Problema 2. Fie R= (G,s,t,c) oreteasi (S;,T;) (1=
1,2) sectiuni de capacitate minima ale ei. Demonstrati
ca Si (Sl U Sp, 11 N TQ) Si (Sl N Sp, 17 U TQ) sunt sectiuni
de capacitate minima in R. (341 puncte)

Problema 3. FieG = (5,T; FE) un graf bipartit si M un
cuplaj de cardinal maxim ™nh G. Consideram urmatorele
multimi de varfuri:

1. P={ve SUT|3w € E(M)si un drum alternat (relativla M n G)

de lungime para de la w la v},

2. I ={ve SUT|Fw € E(M)si un drum alternat (relativ la M Tn G)
de lungime impara de la w la v};

3. N={veSUT|nu Jwe E(M)si un drum alternat (relativ la
M n G ) dela w la v}.

448



Demonstrati ca :

a) Multimile P,I si N sunt disjuncte doua cate doua si
sunt aceleasi pentru orice cuplaj de cardinal maxim M .

b) In orice cuplaj de cardinal maxim al lui G fiecare varf
din I este cuplat cu un varf din P si fiecare varf din N
este cuplat cu un alt varf din N. Cardinalul maxim al

unui cuplaj al grafului este |I| 4 %

(242 puncte)

Problema 4. O firma de soft dispune de n pro-
gramatori, P, P,..., P,, pentru executarea a m lucrari,
Li,L>,...,L,. Se cunoaste pentru fiecare programator
P; lista L; de lucrari pe care le poate executa Si numarul
s; al lucrarilor din L£; pe care le poate termina Tntr-o
saptamana (s; < |£;]). Fiecare lucrare poate fi execu-
tata de macar un programator.

Sa se descrie cum se poate determina numarul minim de
saptamaniin care se pot termina toate lucrarile, folosind
fluxurile Tn retele.

(2 puncte)
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Setul de probleme 16

Problema 1. Fie G = (V,E) un graf cu n varfuri
{vi,...,vn} si ¢c: E — R4 o functie de capacitate neneg-
ativa, care asociaza fiecarei muchii e capacitatea c(e).
Se numeste sectiune Tn G orice partitie cu doua clase
(S,T) a lui V. Capacitatea sectiunii (S,T) este c¢(S,T) =
D e, |ensj=1c(e). O sectiune minimain G este o sectiune

(So,To) astfel Tncat

C(SO7TO) — m.in 6(87 T)
(s,7) sectiune Th G

a) Sa se arate ca se poate determina in timp polinomial
O sectiune minima in graful G rezolvand un numar poli-
nomial de probleme de flux maxim pe retele convenabil
alese.

b) Aratati ca daca G = C,, (graful circuit de ordin n > 3)

cu toate muchiile de capacitate 1, atunci exista @
sectiuni de capacitate minima. (242 = 4 puncte)
Problema 2. In continuarea notatiilor de la problema
1, definim pentru orice pereche ¢,5 € {1,...,n}, i # j,
c;j = - min _ c(S,T).

’ (s,1) sectiune Tn G CU v,eS Si v,eT
a) Demonstrati ca pentru orice sir i1,i2,...,1, de k > 3
elemente distincte din {1,...,n} are loc

C;bik Z min{C;hiQ, ngaie»’ trt c;kflpik}.

450



b) Se considera graful K,, cu multimea de varfuri {1,...,n}

si functia de pondere pe muchiile sale ¢ definita mai
sus (notam ca c;j = c;. ;). Fie T™ un arbore partial de
pondere maxima al lui K, (In raport cu ponderea ).
Demonstrati ca Vi,j € {1,...,n}, ¢ % j, daca P este
unicul drum de la 1 la 5 in T™, atunci

/

;i = mind(e).

ec P

Observatie: Rezulta ca exista un arbore cu multimea de varfuri
V', cu ponderi pe muchii astfel Tncat, pentru a determina capaci-
tatea minima a unei sectiuni Tn graful G care separa doua virfuri,
determinam muchia de pondere minima de pe drumul ce uneste
cele doua varfuri Tn arbore. (243 = 5 puncte)

C

Problema 3.

Se considera o competitie sportiva intre n echipe
{e1,...,en}, TN care fiecare echipa disputa a > 1 meci-
uri cu fiecare dintre celelalte n — 1 echipe (deci, fiecare
echipa va juca a(n — 1) meciuri Tn total). Orice meci se
termina cu victoria uneia dintre cele doua echipe partic-
ipante (nu exista remize). Se doreste sa se decida daca
este posibil ca, la finalul competitiei, fiecare echipa e;
sa castige un numar de ¢; meciuri (vectorul de Tntregi
c[1...n] este intrarea problemei de decizie).

Aratati ca problema se poate rezolva in timp polinomial cu ajutorul
fluxurilor pe o retea convenabil definita. (3 puncte)

Problema 4. 1In reteaua R = (G,s,t,c), toate ca-
pacitatile nenule sunt numere Tntregi pozitive pare.

Demonstrati ca exista un flux x de valoare maxima cu
proprietatea ca pe orice arc, daca fluxul este nenul atunci
el este un numar pozitiv par. (2 puncte)
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Setul de probleme 17

Problema 1. Fie G = (S,T; FE) un graf bipartit cu
n = |V (G)| varfuri si m = |E| muchii.

a) Demonstrati cd m < Z.

b) Demonstrati ca, daca B, xm este matricea de incidenta
a lui G, atunci orice submatrice patrata C a lui B are
proprietatea ca det(C) € {—1,0,1}.

C) Se orienteaza arbitrar muchiile lui G si se obtine di-

graful G. Demonstrati c3 existd K C V(G) = SUT
astfel Thcat K e multime stabila Th G si oricare arﬁfi
v e V(G)—K, exista u € K cu proprietatea ca uwv € E(G).

(24242 = 6 puncte)

Problema 2. Fie G = (V,E) un graf de ordin n si
s,t € V astfel Tncat dq(s,t) > 5. Demonstrati ca exista
v €V —{s,t} cu proprietatea ca orice drum de la s la
t Tn graful G trece prin v. Descrieti un algoritm de
complexitate timp O(n + |E|) care sa determine acest
varf v.

(242 = 4 puncte)
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Problema 3. a) Modificati algoritmul BFS astfel Tncat
pentru un graf G = (V,FE) dat si s € V sa determine
pentru orice varf v € V numarul drumurilor de lungime
minima de la s la v, Tn timpul O(|V| + |E|).

b) Aceeasi problema pentru cazul Tn care G este digraf!

(242 = 4 puncte)
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Setul de probleme 18

Problema 1. Fie G = (V, E) un graf conex cu n varfuri
Ssi m muchii sifiec: E — R-o 0 functie de cost pe muchi-
ile sale.

a) Fie T'= (V,Er) un arbore partial al lui G cu propri-
etatea ca pentru orice muchie e € Ep exista un arbore
partial de cost minim T* = (V, Ep.) astfel incat e € Er-.
Adevarat sau fals? : "T este arbore partial de cost
minim” (pentru raspunsul adevarat dati o demonstratie,
pentru raspunsul fals dati un contraexemplu).

b) Fie R si S doi arbori partiali ai lui G, R # S. Cum
se poate construi un sir de lungime minima de arbori
partiali Tp, T4, ..., T}, astfeltncat 1o = R, T, = S si fiecare
arbore T; (¢ > 1) se obtine din precedentul, T;_1, prin
stergerea unei muchii si adaugarea alteia? Care este
complexitatea timp a constructiei?

c) Pentru orice arbore partial T = (V, Er) al lui G se de-
fineste " costul” sau ca fiind produsul costurilor muchiilor
sale: ¢(T) = [] c(e). Descrieti un algoritm cat mai efi-
ecFkr
cient care sa determine T, arbore partial al lui GG, astfel
Tncat
c(T%) = max c(T).

Tarbore partial al luiG

(24242 = 6 puncte)
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Problema 2. Consideram urmatoarea problema de
decizie:

AGM Input: G = (V,FE) graf, k€ N.
Question: Exista un arbore partial al T al lui G
cu A(T) >k

Aratati ca AGMec P. (2 puncte)

Problema 3. Fie G = (V, E) un graf 3-regulat, conex
si fara punti.

a) Fie uv € E 0 muchie oarecare a lui G ca in figura de
mai jos. Se elimina cele doua varfuri w si v, iar vecinii
lor se conecteaza prin muchii asa cum este indicat Tn
figura. Demonstrati ca macar unul din grafurile G}, sau

G}w este 3-regulat, conex si fara punti. Se noteaza cu
G’ acest graf.

Cuw

b) Aratati ca daca G’ are un cuplaj perfect M, atunci
M se poate transforma Tntr-un cuplaj perfect al lui G.

c) Deduceti ca pentru orice graf 3-regulat, conex si fara
punti se poate construi un cuplaj perfect. Ce com-
plexitate timp are constructia, daca G are n varfuri 7

(24242 = 6 puncte)

455



Setul de probleme 19

Problema 1. Se considera reteaua R = (G,c,s,t) cu
digraful G = (V, E) avand n varfuri sim arce, ¢c: E — Z4
siCe€Zy, C=maxepc(e).

a) Demonstrati ca valoarea maxima a unui flux Tn reteaua
R este cel mult m - C.

b) Aratati ca Vx flux In R, dat K € Z, se poate depista
un drum de crestere P de capacitate reziduala 6(P) cel
putin K (daca el exista), in timpul O(m).

c) Consideram urmatorul algoritm

SC-MAX-FLOW(R)
C = maXeeg c(e)
x «— 0 // x este fluxul curent din retea
K — 21—|—LlogCJ
while K > 1 do {
while x are un dr. de crest. P cu 6(P) > K do {
x—zxz®I(P) }
K— K/2}
return «x

1. Demonstrati ca algoritmul SC-MAX-FLOW(R) de
mai sus construieste un flux x de valoare maxima Tn R.

2. Demonstrati ca, dupa fiecare iteratie a buclei while
exterioare, valoarea maxima a unui flux Tn R este cel
mult v(x) + m - K.

3. Demonstrati ca pentru fiecare valoare a lui K, numarul
iteratiilor buclei while interioare nu depaseste 2m. Deduceti
ca algoritmul are complexitatea O(m?logC).

(242414242 = 9 puncte)
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Problema 2. Consideram urmatoarea problema de
decizie: _

MIN-SECTIUNE-UNICA

Input: R = (G,c,s,t), retea.

Question: Exista Tn R o unica sectiune de capacitate
minima~?

Aratati ca MIN-SECTIUNE-UNICAc P. (2 puncte)

Problema 3. a) Fie G = (V,E) un graf si v € V un
varf cu gradul dg(v) = p > 4. Fie Ng(v) = {u1,...,up}.
Construim graful H astfel: (1) se sterg din G muchiile

vui,...,vup, (2) se adauga la G circuitul C, cu varfurile
vl, ..., v?P; (3) se adauga la graful obtinut muchiile v~ 1y,
pentru i € {1,...,p}, si muchia vv?? (vezi figura de mai

jos). Demonstrati ca a(H) = a(G) + p.

b) Fie SM3 problema de decizie obtinuta din SM (vezi
pag. 283 din curs) prin restrictionarea instantei la un
graf cu gradul maxim cel mult 3. Demonstrati ca SM
x SM3.

(142 = 3 puncte)
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