Heap-uri

Situatii practice impun Tn mod frecvent alegerea dintr-o multime
dinamica de valori a uneia sau unora care indeplinesc anumite conditii.
Spre exemplu, o firma are in vedere spre onorare, in primul rand
comenzile cele mai rentabile. Este deci necesar, ca o structurda de date
dinamica adecvatd, sa ofere cu "efort" minim de prelucrare, informatia
cerutd de un anumit criteriu de optim. Constatdm ca este vorba despre
selectarea unor informatii dintr-un volum de date, organizate dupa un
criteriu stabilit. O astfel de facilitate de prelucrare este oferitd de o
categorie de arbori binari, cunoscuti 1n literatura de specialitate sub
numele de heap-uri.

Min-heapuri si max-heapuri

Definitie

Un max-heap este un arbore binar complet in care valoarea
memoratd in orice nod al sdu este mai mare sau egala decat valorile
memorate in nodurile fii ai acestuia.

Corespunzator se poate defini min-heap-ul, ca un arbore binar
complet In care valoarea memorata in orice nod este mai micd sau egala
decét valorile memorate in nodurile fii ai acestuia.

In cele ce urmeaza, un max-heap va fi numit heap, urmand ca
atunci cand este vorba despre un min-heap, aceasta sa se precizeze in
mod explicit.

Un heap fiind un arbore binar complet, reprezentarea cea mai
adecvatd este reprezentarea secventiala. Deci este suficient sa retinem
intr-un vector informatiile asociate nodurilor, relatiile dintre noduri fiind
descrise de formulele:

st(x)z{zx’ ~_ daca2xsn
nu exista, daca2x>n

dr(x) = {2x+1,. § dace'} 2x+1<n
nu exista, dacd 2x+1>n

28 daca x>1

tata(x) = exista, daca x=1

unde x este un nod oarecare 1n arbore, iar n numarul de noduri din
arbore.



Utilizand reprezentarea secventiala, putem reformula definitia
unui heap astfel:
Definitie
Tabloul H[1..n] formeaza un max-heap daca
H[i] £ H[i div 2], Vi€ {2,3,...,n}.
Tabloul H[1..n] formeaza un min-heap daca
H[i] = H[i div 2], Vi€ {2,3,...,n}.
De exemplu, arborele binar complet din figura 1 este un max-heap.

(9)

Fig. 1
si va fi reprezentat implicit :
1 2 3 4 5
[9[7]5[5]7]

4.1.1.Crearea unui heap”
I. O prima solutie este de a insera succesiv elementele in heap,
plecand initial de la heap-ul format dintr-un singur element:

procedure CreareHeap;
/forganizeaza vectorul global H, de dimensiune n, ca un heap inserdand
//succesiv elemente;
var i: integer;
begin
for i := 2 to n do InsertHeap(i-1, H[i]);
end;

Inserarea unui nod intr-un heap
Fie H[1..n] un heap cu n elemente si x valoarea ce trebuie
inseratd. Valoarea x va fi memoratd in heap pe pozitia n+1, apoi se

* Programul HeapSort de la sfarsitul capitolului implementeazi operatiile de creare a
unui max-heap, inserarea unei valori, extragerea elementului maxim §i sortarea cu
ajutorul heap-urilor.

2



restaureazd eventual heap-ul, “promovand” valoarea x spre radacina,
pana cand proprietatea de heap este restabilita.
De exemplu, sa inseram valoarea 10 1n heap-ul din figura 1:

A
@P\@v c:f 1o

Fig. 2.
Valoarea inserata va ocupa pozitia 6. Pentru a conserva proprietatea de
heap, valoarea 10 trebuie promovata pana in radacina, valorile de pe
drumul parcurs spre radacina fiind retrogradate succesiv, cu un nivel.

Rezulta arborele :

& @O
Fig. 3.

Modificarile sunt aplicate de fapt vectorului ce constituie reprezentarea
implicita :

1 2 3 4 5 6
[10]7[9[5]7]5]
procedure InsertHeap (n: integer; x: TipCheie);
//insereaza valoarea x in heap-ul H de dimensiune n
var fiu, tata: integer;
begin
inc(n); fiu := ny/fiu indica pozitia pe care trebuie plasata valoarea x
tata :=n div 2;
while (tata > 0) and (H[tata] < x) do
begin //valoarea x trebuie “promovata”
H]fiu] := H[tata];
fiu := tata; tata := fiu div 2;
end;
Hffiu] :=x
end;




Observatie

Vectorul H a fost considerat variabila globala.

Analizdnd complexitatea procedurii de inserare deducem ca, in
cazul cel mai defavorabil, valoarea nou inseratd urca pana in radacina
arborelui, deci necesitd O(h) operatii elementare, unde h este inaltimea
heap-ului. Un heap fiind un arbore binar complet, indltimea sa h va fi
[logon], deci inserarea unui nod intr-un heap cu n elemente este de
O(log n).

Sa estimdm complexitatea 1n cazul cel mai defavorabil a
procedurii de constructie a heap-ului prin inserari succesive. Daca toate
cele 2' valori de pe nivelul i urca pana in radacind, obtinem:

[logn] [logn]

D i-2' <logn ) 2" = O(nlogn)
i=1 i=1

II. O strategie mai eficientd de constructie a unui heap se
bazeaza pe ideea de echilibrare. Apelul procedurii InsertHeap(n, x)
poate fi interpretat ca o combinare a doua heap-uri: un heap cu n
elemente si un heap format numai din elementul x. Putem construi heap-
ul cu radacina H[i] combindnd la fiecare pas i doud heap-uri de
dimensiuni apropiate, heap-ul cu radacina 2i cu heap-ul cu radacina
2i+1 si cu elementul HJ[i].
procedure CreareHeap;

/forganizeaza vectorul global H, de dimensiune n, ca un heap
var i:integer;

begin

for i:=n div 2 downto 1 do CombHeap(i,n);

end;

procedure CombHeap (i, n: integer);
//combina elementul H[i] cu heap-ul cu radacina 2i §i heap-ul cu
//radacina 2i+1
var fiu, tata: integer; v: TipCheie;
begin
v := H[i]; tata :=i; //tata indica pozitia pe care va fi plasata valoarea v
fiu := 2%i; //fiul stang
while fiu <=n do
begin
if fiu < n then /exista fiu drept
if H[fiu] < H[fiu+1] then fiu := fiu+1;
/ffiu indica fiul cu valoarea cea mai mare
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if v < H[fiu] then
begin
H[tata] := H[fiu];
// valoarea celui mai mare dintre fii urca in arbore
tata := fiu; /v coboara in arbore
fiu := fiu*2;
end
else
fiu := n+1; /am determinat pozitia corecta pentru v
end;
H[tata] :=v;
end;
De exemplu, organizarea ca heap a vectorului H={0,7,3,5,1,10,20} se
face 1n 3 pasi. La pasul i=3 se apeleaza CombHeap(3,7):

v _, @
W & @

Deci H={0,7,20,5,1,10,3}.
La pasul i=2 se apeleaza CombHeap(2,7):

@—F

® O

La pasul i=1, se apeleaza CombHeap(1,7):

TN N

Deci heap-ul in reprezentare implicita este H={20,7,10, 5,1,0,3}.



Complexitatea algoritmului

Notam h=[log,n] indltimea heap-ului. Pentru fiecare nod x de pe
nivelul i, i€ {0,1,...,h-1}, pentru a construi heap-ul cu radacina x se fac
cel mult h-i coboriri a valorii x 1In arbore. Deci, In cazul cel mai
defavorabil numarul de operatii elementare efectuate de algoritm pentru
a construi un heap cu n elemente este:

=l h i h W h j
1 DN . —J_ _
TnSZO:Z(h—l)—Z;]-Z _Z;z -FSnZ;F<2n—O(n)
i= j= j= j=

Algoritmul de constructie a unui heap a devenit astfel liniar.

4.1.2. Heapsort

O prima aplicatie este sortarea unui vector cu ajutorul heap-
urilor, metoda cunoscutd sub denumirea de heapsort.

Primul pas este de a organiza vectorul ca un heap. Deoarece,
conform proprietatii de heap, elementul maxim din vector este plasat in
radacina heap-ului, deci pe pozitia 1, el poate fi plasat pe pozitia sa
corectd, interschimbandu-1 cu elementul de pe pozitia n. Noul element
din radacina heap-ului nu respecta proprietatea de heap, dar subarborii
radacinii raman heap-uri. Deci trebuie restaurat heap-ul, apeland
CombHeap(1, n-1), elementul de pe pozitia n fiind deja pe pozitia sa
corectd nu mai este inclus n heap. Procedeul se repetd pana cand toate
elementele vectorului sunt plasate pe pozitiile lor corecte.
procedure HeapSort;

/fordoneaza crescator vectorul global H, de dimensiune n, utilizand
//heap-uri
var i: integer;

begin
CreareHeap;
for i := n downto 2 do /plaseaza corect un element pe pozitia i
begin
H[1] & H[il; / schimba elementul H[i] cu H[1]
CombHeap(1, i-1); //restaureaza heap-ul
end
end;

Complexitatea algoritmului Heapsort este de O(n log n), crearea
heap-ului fiind liniard, iar fiecare dintre cele n-1 apeluri ale procedurii
CombHeap fiind de O(log n). Deci algoritmul de sortare cu ajutorul
heap-urilor este optimal in cazul cel mai defavorabil.



4.1.3. Cozi cu prioritate

Algoritmul heapsort este un algoritm optimal in cazul cel mai
defavorabil, dar de obicei in practicd este utilizat algoritmul de sortare
rapida (quicksort), chiar daca acesta este optimal doar Tn medie. Cea
mai frecvent utilizatd aplicatie a unui heap este implementarea cozilor
cu prioritate.

Definitie

O coada cu prioritate este o structura de date abstracta formata
din elemente care au asociata o valoare numitd cheie sau prioritate si
care suportd urmatoarele operatii:

-Insert(Q, x): insereaza elementul x n coada cu prioritate Q;

-ExtractMax(Q): extrage din coada cu prioritate Q elementul de
valoare maxima.

Observatie

In mod analog se poate defini o coadd cu min-prioritate, pentru
care intereseazd operatia de extragere din coadd a elementului de
prioritate minima.

Existd multe aplicatii ale cozilor cu prioritate. De exemplu,
planificarea executiei programelor pe un calculator: coada cu prioritate
retine programele ce trebuie executate in functie de prioritdtile lor
relative. Cand se incheie sau se Intrerupe execufia unui program,
programul cu cea mai mare prioritate din coada este selectat si lansat in
executie (operatia ExtractMax). Adaugarea unui nou program in coada
se realizeaza cu operatia Insert.

Exista diverse modalitati de a implementa o coada cu prioritate:
ca un vector, ca o listd Tnlantuita, ordonatd sau nu etc. Fiecare din aceste
variante optimizeaza una din cele doud operatii, cealalta realizandu-se in
timp liniar.

O structurd de date simpla ce permite implementarea ambelor
operatii in timp logaritmic este heap-ul. Am prezentat si analizat deja
procedura [InsertHeap, care realizeazd operatia Insert. Extragerea
elementului de prioritate maxima presupune stergerea din heap a valorii
din radacind. Pentru aceasta se plaseaza in raddcina (prima pozitie din
vector) ultimul element din heap. Evident, dimensiunea heap-ului scade,
iar heap-ul trebuie restaurat. Cum subarborii radacinii si-au pastrat
structura de heap, restaurarea se face combinand valoarea din radacina
cu heap-urile fii.

De exemplu, din heap-ul din figura 4 se extrage nodul cu valoarea 9,



(o)
(5] (8)
4 B &
@ Fig. 4.

locul lui fiind ocupat de nodul cu valoarea 2.
9 ) 2
(6] 8]

@ ©O &

Fig. 5.
8 este maximul dintre succesorii sai. El il inlocuieste pe 2. Apoi 2 este
inlocuit de 7. Rezultd heap-ul urmator :

(8)

(5)
4 22

Fig. 6.

In reprezentare implicita, heap-ul
1 2 3 4 5 6 7 8

[9]6[8lals5]7[3]|2]

devine

function ExtractMax(var n: integer; var H: Heap): TipCheie;
/extrage elementul de prioritate maxima din heap-ul H de dimensiune n
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begin
ExtractMax := H[1]; /extrage valoarea din radacina
H[1] := H[n];
dec(n);
CombHeap(1, n); //restaureaza heap-ul
end;
Complexitatea operatiei de extragere a elementului de cheie
maxima se reduce la complexitatea algoritmului de combinare a doua
heap-uri, care este de O(log n).

Resurse:
Software educational Heap, de pe arhiva educationala .campion

Aplicatie:
Dijkstra optimizat cu heap-uri.



