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4l Introducere
(cateva notiuni elementare)

Un graf (orientat sau neorientat) este o pereche ordonata de multimi
G=,E).

Multimea V este o multime nevida si finita de elemente denumite vdrfurile grafului.

Multimea E este o multime de perechi de varfuri din graf. In cazul grafurilor orientate,
perechile de varfuri din multimea E sunt ordonate si sunt denumite arce. In cazul grafurilor
neorientate, perechile de varfuri din multimea E sunt neordonate si sunt denumite muchii.

Perechea ordonata formata din varfurile x si y se noteaza (x,y); varful x se numeste
extremitate initiald a arcului (x, y), iar varful y se numeste extremitate finala a arcului (x, y).

Perechea neordonati formata din varfurile x si y se noteaza [x, y]; varfurile x si y se
numesc extremitdtile muchiei [x, y].

Daca exista un arc sau o muchie cu extremitatile x si y, atunci varfurile x si y sunt

adiacente; fiecare extremitate a unei muchii / unui arc este considerata incidenta cu muchia /
arcul respectiv.

4 Reprezentarea Grafurilor in memorie

> Reprezentarea prin Matrice de Adiacenta

Fie G = (V,E) un graf neorientat. Sa notdm cu n numarul de varfuri din graf.
Matricea de adiacenta este o matrice patratica, avand n linii si n coloane, cu elemente
din multimea {0, 1}, astfel:
A[i][j] = 1 daca exista muchia [i,j] in graf
A[i][j] = 0 in caz contrar.

Exemplu:
1 2 3 4
9 11011]1]1
211/0(0]0
e’e 3[1]0]0]1
(+) al1]of1]0

Fie G = (V,E) un graf orientat. Sa notam cu n numarul de varfuri din graf.
Matricea de adiacenta este o matrice patratica, avand n linii si n coloane, cu elemente
din multimea {0, 1}, astfel:
A[i][j] = 1 daca exista arcul (i, j) in graf
A[i][j] = 0 in caz contrar.

Exemplu:
1 2 3 4
110(0|0]0
(2) 2/1]0]0]0
311|/0/0]1
411/0/0|0




Observatii
» Matricea de adiacenta a unui graf neorientat este simetrica fata de diagonala
principald, in timp ce matricea de adiacentd a unui graf orientat nu este simetrica fatd de
diagonala principala.
» Dimensiunea spatiului de memorie necesar pentru reprezentarea unui graf prin
matrice de adiacenti este 0 (n?).

Implementare
» Metoda “clasica” — prin declararea si folosirea unei matrici de dimensiunea
nxn.

L Reprezentarea prin Liste de Adiacenta

Fie G = (V,E) un graf neorientat sau orientat cu n varfuri.

Pentru a reprezenta graful prin liste de adiacenta, vom retine pentru fiecare varf x al
grafului toate varfurile y cu proprietatea ca exista muchia [x,y] (pentru graf neorientat),
respectiv exista arcul (x, y) (pentru graf orientat), formand n liste de adiacenta. Ordinea in care
sunt memorate varfurile intr-o listd de adiacentd nu conteaza.

Exemple:
1 2 3 4
g 112|134
211
e’e 3[1]4
(+) 431
1 2 3 4
1
211
o 3|14
411

Implementare

» Cuvectori “clasici” —fiecare lista de adiacenta este reprezentata ca un vector cu
maxim n componente in care varfurile sunt memorate pe pozitii consecutive

» Cu liste inlantuite — fiecare listd de adiacentd este reprezentatd ca o lista
inlantuitd; se retine pentru fiecare element al listei adresa spre urmatorul element precum si
informatia utila

» Cu vectori din STL — fiecare lista de adiacenta este reprezentata ca un vector din
STL (vector).
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L Reprezentarea prin Lista Muchiilor / Arcelor
Pentru a reprezenta un graf neorientat prin lista muchiilor, respectiv un graf orientat
prin lista arcelor, se utilizeaza un vector cu m componente, unde m este numarul de muchii /
arce din graf. Pentru fiecare muchie / arc vor fi retinute cele doua extremititi.
In cazul muchiilor, ordinea extremititilor nu conteazi. in cazul arcelor, va fi retinuta
mai intai extremitatea initiala si apoi cea finala.

Exemple:
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Implementare
» Cu reprezentarea unei muchii / unui arc printr-o structuri cu doui cAmpuri; Se
va folosi un singur vector de lungime m cu elemente de tip structura; Vectorul poate fi declarat
static, dinamic sau ca vector din STL (vector)
» Prin folosirea a doi vectori de lungime m (sau a unei matrice cu doua linii si m
coloane); Vectorii / Matricea pot fi definiti static, dinamic sau ca vectori din STL (vector).

2l Grafuri ponderate

In numeroase situatii practice modelate cu ajutorul grafurilor, fiecare muchie / arc a/ al
grafului are asociat un anumit cost sau o anumita pondere (de exemplu, lungimea cablului
necesar pentru conectarea a doua calculatoare intr-o retea, costul de transport pe o anumita ruta,
profitul obtinut dintr-o anumita tranzactie etc.).

Graful G = (V, E) (orientat sau neorientat) insotit de o functie c: E = R, prin care se
asociaza fiecarei muchii / arc din graf un numar real se numeste graf ponderat.

Pentru a reprezenta un graf ponderat trebuie sa retinem si costurile asociate muchiilor /
arcelor.

Astfel, matricea de adiacenta devine matricea costurilor, o matrice patratica C avand
n linii i n coloane (unde n este numarul de varfuri din graf), definita astfel:

C[x][y] va fi costul muchiei / arcului de la x la y daca exista, sau o daca x =y,
sau o valoare speciala, care depinde de problema, indicand faptul ca nu exista muchie / arc de
laxlay.

In listele de adiacenti nu vom retine doar vérfurile adiacente, ci si costurile arcelor /
muchiilor corespunzatoare.

in lista muchiilor / arcelor vom adiuga pentru fiecare muchie un camp suplimentar
(costul).
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Exemple:

2l Parcurgerea grafurilor

Parcurgerea unui graf presupune examinarea sistematica a varfurilor grafului, cu scopul
prelucrarii informatiilor asociate varfurilor.
Existd doud metode fundamentale de parcurgere a grafurilor:
» parcurgerea in adancime (Depth First Search - DFS)
» parcurgerea in latime (Breadth First Search - BFS).

L") Parcurgerea in adancime (DFS)

Parcurgerea Incepe cu un varf initial, denumit varf de start. Se viziteaza mai intai varful
de start. La vizitarea unui varf se efectueaza asupra informatiilor asociate varfului o serie de
operatii specifice problemei.

Se viziteaza apoi primul vecin nevizitat al varfului de start. Varful y este considerat vecin
al varfului x daca exista muchia [x, y] (pentru graf neorientat), respectiv arcul (x,y) (pentru
graf orientat).

Se viziteaza in continuare primul vecin nevizitat al primului vecin al varfului de start, si
asa mai departe, mergand in adancime pana cand ajungem intr-un varf care nu mai are vecini
nevizitati. Cand ajungem intr-un astfel de varf, revenim la varful sdu parinte (varful din care
acest nod a fost vizitat). Daca acest varf mai are vecini nevizitati, alegem primul vecin nevizitat
al sau si continuam parcurgerea in acelasi mod. Daca nici acest varf nu mai are vecini nevizitati,
revenim in varful sau parinte si continudm in acelasi mod, pana cand toate varfurile accesibile
din varful de start sunt vizitate.

Exemplu:

(2)
(4]
5T
o © (19



Parcurgand graful din figura in adancime considerand drept varf de start varful 3 putem
obtine urmatoarea ordinea de vizitare a varfurilor accesibile din nodul de start:
3,4,1,2,6,7,10,5,9
(Pentru aceasta succesiune, ordinea de vizitare a vecinilor unui varf este ordinea
crescatoare a numerelor lor)

Implementare:

Graful va fi reprezentat prin liste de adiacentd (in una dintre cele trei variante).
Pentru a retine care varfuri au fost deja vizitate In timpul parcurgerii vom utiliza un vector viz,
cu n componente din multimea {0, 1}, cu semnificatia

viz[i] = 1 daca varful i a fost deja vizitat, respectiv 0, in caz contrar.

Observand ca ordinea de parcurgere completa a vecinilor unui nod este ordinea
inversa a “atingerii” lor, abordarea cea mai simpla folosita pentru parcurgerea efectiva este cea
recursiva.

Observatii:
» Complexitatea parcurgerii in adancime (DFS) in cazul reprezentarii prin liste
de adiacenta este O(n + m) (in cazul reprezentarii prin matrice de adiacentd complexitatea este

0(n?)).

‘> Parcurgerea in litime (BFS)

Parcurgerea in latime incepe, de asemenea, cu un varf initial, denumit varf de start. Se
viziteaza mai intai varful de start. Se viziteaza in ordine toti Vecinii nevizitati ai varfului de
start. Apoi se viziteaza in ordine toti Vecinii nevizitati ai vecinilor varfului de start si asa mai

departe, pana la epuizarea tuturor varfurilor accesibile din varful de start.

Exemplu:

Consideram nodul 3 ca nod de start.

Se viziteaza mai intai varful de start 3. Apoi se viziteaza, in ordine, vecinii nevizitati ai
lui 3, deci 4, 5 si 9. Se viziteaza apoi, in ordine, vecinii nevizitati ai lui 4 (varfurile 1 si 2),
apoi ai lui 5 (varful 10) si apoi ai lui 9 (care nu are vecini nevizitati). Se viziteaza apoi vecinii
varfului 1 (varfurile 6 si 7) si parcurgerea s-a incheiat (deoarece varful 2 nu mai are vecini
nevizitati, nici varful 10 si nici varfurile 6 si 7).

Concluzionand, ordinea in care sunt vizitate varfurile grafului la parcurgerea BFS cu
varful de start 3 este :

3,4,591,2,10,6,7.



Implementare:

Graful va fi reprezentat prin liste de adiacentd (in una dintre cele trei variante).
Pentru a retine care varfuri au fost deja vizitate in timpul parcurgerii vom utiliza un vector viz,
cu n componente din multimea {0, 1}, cu semnificatia

viz[i] = 1 daca varful i a fost deja vizitat, respectiv 0, in caz contrar.

Observand ca ordinea de parcurgere completd a vecinilor unui nod este exact
ordinea “atingerii” lor, abordarea cea mai simpla folosita pentru parcurgerea efectiva este cea
care foloseste 0 coada (pentru a retine ordinea vizitarii elementelor). Aceasta coada poate fi
implementata “clasic” (printr-un vector C cu n elemente; variabilele prim si ultim retin pozitia
de inceput, respectiv de sfarsit a cozii) sau cu ajutorul STL-ului (queue).

Observatii:
» Parcurgerea in latime are o proprietate remarcabild: fiecare varf este vizitat pe
cel mai scurt drum / lant incepand din varful de start.
» Complexitatea parcurgerii in latime (BFS) in cazul reprezentarii prin liste de
adiacentd este O(n + m) (in cazul reprezentarii prin matrice de adiacentd complexitatea este

0(n?)).

4 Conexitate

Un graf se numeste conex daca oricare ar fi x si y varfuri din graf exista lang intre x si

Exemple:
()
0‘9
O k)

g 9 ° Graf orientat conex

Graf neorientat conex

G Graf neorientat neconex (de exemplu, intre varfurile 1 si 3
nu exista lant)

Se numeste componenta conexa un subgraf conex maximal cu aceasta proprietate
(adicd, daca am mai adauga un varf si toate muchiile/arcele incidente cu acesta, subgraful
obtinut nu ar mai fi conex).



Observatii:
» Orice graf neconex contine cel putin doud componente conexe.
» Componentele conexe ale unui graf sunt disjuncte.
» Componentele conexe ale grafului constituie o partitie a multimii varfurilor
grafului.

L Descompunerea unui graf neorientat in componente conexe

A descompune un graf in componente conexe insecamnd a determina toate
componentele conexe ale grafului.

A determina componenta conexa a unui varf x presupune a determina toate varfurile
accesibile din varful x; deci este suficient sa realizdm o parcurgere a grafului (in latime sau in
adancime) cu varful de start x.

Pentru a descompune graful in componente conexe, vom realiza cate o parcurgere pentru
fiecare componenta conexa (selectand ca varf de start varful nevizitat avand numar minim).

Observatii:

» Pentru a descompune un graf orientat in componente conexe, se va face
abstractie de orientarea arcelor.

» Pentru un graf reprezentat prin liste de adiacenta, descompunerea in componente
conexe utilizand parcurgerea grafului are complexitatea O (n + m). Daca graful este reprezentat
prin matrice de adiacenta, descompunerea in componente conexe utilizand parcurgerea grafului
are complexitatea 0 (n?).

4 Tare - Conexitate

Un graf orientat se numeste tare-conex dacd oricare ar fi x si y varfuri din graf exista
drumdelaxlaysidrumdelay lax.

Exemple:

Graf orientat tare-conex

Graf orientat care nu este tare-conex (de exemplu,

de la varful 1 la varful 8 exista drum, dar
de la 8 Ia 1 nu exista)

Se numeste componentid tare-conexa un subgraf tare-conex maximal cu aceasta
proprietate (adica daca am mai adduga un varf si toate arcele incidente cu acesta, subgraful
obtinut nu ar mai fi tare-conex).



Observatie:
» Componentele tare-conexe constituie o partitic a multimii varfurilor grafului.

L Descompunerea unui graf orientat in componente tare - conexe

A descompune un graf in componente tare-conexe Inseamnda a determina toate
componentele tare-conexe ale grafului.

Componentele tare-conexe ale celui de-al doilea graf din exemplul precedent sunt
subgrafurile generate de multimile de varfuri: {1, 5, 6, 7}, {3,4, 8} si {2}.

Algoritmul Kosaraju-Sharir (1978)

1. Separcurge graful in adancime si se numeroteaza varfurile grafului in postordine
(varful x este numerotat dupa ce toti succesorii sdi au fost numerotati); in vectorul postordine
se memoreaza ordinea varfurilor.

2. Se determini graful transpus G .

3. Separcurge graful transpus In adancime, considerand varfurile in ordinea inversa
a vizitarii lor in parcurgerea DFS a grafului initial.

4. Fiecare subgraf obtinut in parcurgerea DFS a grafului transpus reprezinta o
componenta tare-conexa a grafului initial.

Observatie:
» Pentru graful reprezentat prin liste de adiacenta, complexitatea algoritmului
Kosaraju-Sharir de descompunere in componente tare-conexe este de ordinul O(n + m).

4 Grafuri hamiltoniene

Un graf neorientat se numeste hamiltonian daca el contine un ciclu hamiltonian.

Un graf orientat se numeste hamiltonian daca el contine un circuit hamiltonian.

Un ciclu / circuit elementar se numeste hamiltonian daca el trece prin toate varfurile
grafului.

Exemple:

e

'@ Graf neorientat hamiltonian

e S
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"9 Graf orientat hamiltonian
4l Grafuri euleriene

Un graf neorientat se numeste eulerian daca el contine un ciclu eulerian.

Un graf orientat se numeste eulerian daca el contine un circuit eulerian.,

Un ciclu / circuit se numeste eulerian daca el trece prin fiecare muchie / arc al grafului
exact o data.

Exemple:

Graf neorientat eulerian (un ciclu eulerian este:
[1,3,2,6,4,3,5,6,1])

e e Graf orientat eulerian (un circuit eulerian este:
[1,3,6,2,3,5,6,4,2,1])

11



- Aplicatii

Sortaret (Infoarena)
Dfs (Infoarena)
Bfs (Infoarena)
Ctc (Infoarena)

Mere (.campion)
Prieteni3 (.campion)
Turnl (.campion)
Chei (.campion)
Reinvent (.campion)
29C (Codeforces)
Program1 (.campion)
Bilel (.campion)
Drumuril (.campion)
Coment (.campion)
Grafxy (.campion)
Sate (Infoarena)
Soldati (.campion)
Fotbal2 (Infoarena)
Dfs (.campion)
Jungla (.campion)
Fazan (.campion)

cceceCcceccccccccecceceee e

al Legaturi

& MIT Course: Graph Teory and Coloring
& MIT Course: Graph Teory IlI: Minimum Spanning Trees
& MIT Course: Graph Teory Il
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