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 3. Principiul parit ii 
 
 Multe probleme elementare, care de care mai nea teptate, folosesc no iunea de 
paritate. 
 Principiul parit ii const  în separarea cazurilor pare i impare dintr-o situa ie. 
Regulile parit ii: 
 - suma a dou  numere pare este un num r par 
 - suma a dou  numere impare este un num r par 
 - suma dintre un num r par i altul impar este un num r impar 
 - produsul dintre un num r par i un num r impar este un num r par 
 - produsul a dou  numere pare este un num r par 
 - produsul a dou  numere impare este un num r impar. 
 
 
Probleme rezolvate 
 
 R3.1. Fie  ,nn N . 

 Demonstra i c  num rul frac iilor ireductibile din mul imea 
n
n

nnn
 ,..., , ,  

este par. 

 Solu ie. S  ar t m c  dac  frac ia 
n
k

 este ireductibil , atunci i frac ia 
n
kn

 

este ireductibil . Dac  frac ia 
n
k

 este ireductibil  atunci k i n sunt prime între ele. 

 S  demonstr m c  i n-k i n sunt prime între ele. Folosim metoda reducerii la 
absurd. Presupunem c  exist  p 1 astfel încât p|n i p|(n-k), deci p|[n-(n-k)] adic  p|k. 

Deci np |  i kp | , adic  n i k nu sunt prime între ele, fals fiindc  
n
k

 este ireductibil . 

S  ar t m c  frac iile 
n
k

 i 
n
kn

 sunt diferite. Dac  am avea 
n
kn

n
k

 am ob ine 

kn   i atunci 
k
k

n
k

 
 nu ar mai fi ireductibil . Deci 

n
kn

n
k

. Atunci num rul 

frac iilor ireductibile din mul imea dat  este par. 
 R3.2. La olimpiada de matematic  s-au întâlnit n elevi, dar nu fiecare a dat 
mâna cu to i ceilal i. S  se arate c  num rul elevilor care au dat mâna de un num r 
impar de ori este par. 
 Solu ie. Fie ix  num rul strângerilor de mân  pe care le-a realizat elevul cu 
num rul de ordin i. Când un elev d  mâna cu un alt elev se realizeaz  dou  strângeri de 
mân , deci num rul total al strângerilor de mân  este par, adic

sxxx n  ...   ( ) 
 Printre cei n elevi sunt k elevi care au realizat fiecare câte un num r par de 
strângeri de mân  i n-k elevi care au realizat fiecare câte un num r impar de strângeri 
de mân . 
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 Atunci (1) se mai poate scrie: 
sxxxxxx nkkk  ......

impare numerek -n

  

pare numerek 

''
 

'
  

 Suma alc tuit  din k numere pare i (n-k) numere impare este un num r par 
dac  i numai dac  num rul numerelor impare este par, deci (n-k) este num r par. 
 R3.3. Determina i numerele reale     ,...,, naaa  tiind c  

  ...      naaaa nn  i ||...||||        aaaaaa n  
 Solu ie. Fie kaaaaaa n ||...||||        . Atunci 

kaa
kaa

kaa
kaa

n

nn

   

   

  

  

.................  ( ) 

 Adunând membru cu membru rela iile (1) ob inem: 
kkk ...  sau ) ... ( k  ( ) 

 Din (2) rezult  k=0 sau num rul din parantez  este zero. În parantez  având un 
num r impar de 1 ob inem c  numai k=0 convine. Atunci ob inem 

 ...     naaa . 
 R3.4. Ce condi ie trebuie s  îndeplineasc  num rul natural n pentru ca s  
existe n numere naaa ,...,,    egale cu +1 sau  1, cu proprietatea c : 

 ...       aaaaaaaa nnn  ( ) 

 Solu ie. Suma con inând n termeni, pentru a avea loc (1) trebuie ca 
 
n

 termeni 

s  fie 1 iar 
 
n

 termeni s  fie  1. Deci este necesar ca n s  fie par, adic  n=2k, *Nk . 

Condi ia nu este suficient  (exp.   nk  i deci         aaaaaa ). 
 Vom calcula în dou  moduri produsul termenilor din (1) i anume: 

 ...))((...))((   
 

 
       nnnn aaaaaaaaaaa  ( ) 

 inând seama c  avem k termeni din (1) egali cu +1, iar 
 
nk  termeni egali 

cu  1 ob inem: kk
nnn aaaaaaaa ) () ())((...))((        ( ) 

 Din (2) i (3) rezult  c  kk ) () ( , adic  trebuie ca k s  fie par. Deci 
k=2l, *Nl . Atunci llkn     . 
 În concluzie n trebuie s  fie multiplu de 4. 
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 5. Metoda reducerii la absurd 
 
 Metoda reducerii la absurd este o metod  specific  de demonstra ie în 
matematic . La baza acestei metode st  una din legile fundamentale ale logicii clasice: 
legea ter ului exclus, ce are urm torul enun : 
 Din dou  propozi ii contradictorii una este adev rat , cealalt  fals , iar a treia 
posibilitate nu exist . 
 Legea ter ului exclus nu ne precizeaz  care din cele dou  propozi ii este 
adev rat  i care este fals . 
 Când la dou  propozi ii contradictorii aplic m legea ter ului exclus este 
suficient s  stabilim c  una dintre ele este fals  pentru a deduce c  cealalt  este 
adev rat . 
 Metoda reducerii la absurd const  în a admite în mod provizoriu, ca adev rat  
propozi ia contradictorie propozi iei de demonstrat, apoi pe baza acestei presupuneri se 
deduc o serie de consecin e care duc la un rezultat absurd, deoarece ele contrazic sau 
ipoteza problemei date sau un adev r stabilit mai înainte. Mai departe ra ion m astfel: 
dac  presupunerea ar fi fost adev rat , atunci în urma ra ionamentelor logic corecte ar 
fi trebuit s  ajungem la o concluzie adev rat , deoarece am ajuns la o concluzie fals , 
înseamn  c  presupunerea noastr  a fost fals . Aceasta duce la concluzia c  
presupunerea f cut  nu este posibil  i r mâne ca adev rat  concluzia propozi iei date. 
 Metoda reducerii la absurd nu se reduce la propozi ia c  "a demonstra o 
propozi ie este acela i lucru cu a demonstra contrara reciprocei ei", deoarece pot ap rea 
i situa ii în care nu se contrazice ipoteza ci o alt  propozi ie (un rezultat cunoscut, o 

axiom , o teorem ). Metoda reducerii la absurd se folose te atât în rezolvarea 
problemelor de calcul (de aflat) cât i la rezolvarea problemelor de "demonstrat". 
Metoda este des utilizat  în demonstrarea teoremelor reciproce, precum i în 
demonstrarea teoremelor de unicitate. 
 
 
Probleme rezolvate 
 
 Vom prezenta câteva exerci ii i probleme rezolvate în care folosim metoda 
reducerii la absurd. 
 
 R5.1. Suma a 12 numere naturale nenule este 77. Ar ta i c  printre ele se afl  
cel pu in dou  numere egale. 
 Solu ie. Presupunem c  exist  12 numere naturale nenule distincte ce au suma 
77. Dac  le consider m pe cele mai mici, suma lor este: 

78136
2
13121211...321  

 Cum suma celor mai mici 12 numere naturale nenule distincte este mai mare 
decât suma dat , 77, rezult  c  presupunerea f cut  este fals . Deci printre numerele 
considerate exist  cel pu in dou  numere egale. 
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 R5.2. Suma a trei numere naturale este 139. Demonstra i c  cel pu in unul 
dintre ele este mai mare sau egal cu 47. 
 Solu ie. Folosim metoda reducerii la absurd, presupunem concluzia fals , adic  
nici unul dintre numere nu este mai mare sau egal cu 47. Fie a,b,c numerele. Deci 
a<47, b<47, c<47. Fiindc  a,b,c sunt numere naturale rezult  c  46a , 46b , 

46c . inând seama c  139cba  ob inem: 138cba  sau 139 138, 
ceea ce este absurd. Atunci presupunerea f cut  este fals  i deci concluzia este 
adev rat , adic  cel pu in unul dintre numere este mai mare sau egal cu 47. 

 R5.3. S  se arate c  pentru orice num r natural diferit de zero frac ia 
12
12

n
n

 

este ireductibil . 
 Solu ie. Presupunem c  frac ia dat  nu este ireductibil , atunci exist  un num r 
natural d diferit de unu astfel încât )12(| nd  i )12(| nd , de unde 

)]12()12[(| nnd  adic  2|d . Fiindc  1d , rezult  d=2. Atunci rezult  c  
)12(|2 n  ceea ce este absurd. Deci presupunerea f cut  este fals , i deci frac ia este 

ireductibil . 
 R5.4. S  se determine num rul elementelor mul imii: 

2003,...,3,2,1,
12

1 n
n

nM  

 Solu ie. Mul imea are atâtea elemente câte valori distincte are frac ia 
12

1
n

n
, 

n=1,2,...,2003. Presupunem prin absurd c  exist  1n  i 2n , cu 21 nn  pentru care 
frac ia are aceea i valoare, adic : 

)12)(1()12)(1(
12
1

12
1

1221
2

2

1

1 nnnn
n

n
n

n
 

2112212121 122122 nnnnnnnnnn . 
 Am ajuns la o contradic ie pentru c  1n  a fost presupus diferit de 2n . Deci 
mul imea M are 2003 elemente. 
 R5.5. tiind c  x, y, z sunt numere reale, s  se arate c  urm toarele inegalit i 
nu pot fi simultan adev rate: 

12zx  
1zy  
12 xy  

 Solu ie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem c  toate inegalit ile 
sunt adev rate. Înmul im a doua inegalitate cu  2 i adunându-le ob inem: 

02222 xyyzzx , 
adic  0>0, ceea ce este absurd. Deci presupunerea f cut  este fals . Deci inegalit ile 
considerate nu pot fi simultan adev rate. 
 R5.6. S  se arate c  num rul 53  este ira ional. 
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 Solu ie. Aplic m metoda reducerii la absurd. Presupunem c  53  este 

ra ional; rezult  c  exist  x Q astfel încât x53 , de unde ob inem c  

215253 x  sau 21528 x , de unde Q
2

815
2x

, fals. Deci 

presupunerea f cut  este fals  i deci 53  este ira ional. 
 R5.7. Se consider  un p trat cu latura 1cm i 10 puncte în interiorul s u. 
Demonstra i c  printre cele 10 puncte date exist  dou  puncte astfel încât distan a 

dintre ele s  nu dep easc  
3
2

cm. 

 Solu ie. Cu metoda reducerii la absurd, presupunem c  nu exist  astfel de 2 

puncte cu distan a dintre ele s  nu dep easc  
3
2

cm. Împ r im p tratul în 9 p trate 

mai mici cu latura 
3
1

cm. Diagonala unui astfel de p trat va avea lungimea 

3
2

9
2

3
1

3
1 22

cm calculat  cu teorema lui Pitagora. Cele 10 puncte fiind 

situate în interiorul p tratului "mare" înseamn  c  putem a eza 2 puncte în dou  p trate 

"mici" al turate astfel încât distan a dintre ele s  fie mai mare decât 
3
2

cm. Pentru ca 

problema s  fie rezolvat  trebuie s  existe atâtea p trate "mici" câte puncte (zece). Am 
ajuns la o contradic ie, rezult  c  presupunerea f cut  este fals , rezult  c  exist  2 

puncte la care distan a dintre ele nu dep e te 
3
2

cm. 

1
3

2
3 1
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 R5.8. Fie ABC i punctele M, N, P diferite de vârfurile triunghiului cu 

M BC, N AC, P AB astfel încât 1
PB
PA

NA
NC

MC
MB

, atunci punctele M, N, P sunt 

coliniare. (Reciproca teoremei lui Menelaus) 
 Solu ie. Folosim metoda reducerii la absurd, presupunem c  punctele M, N, P 
nu sunt coliniare. Unind M cu P printr-o dreapt  ce taie pe AC într-un punct N' diferit 
de N i conform teoremei directe a lui Menelaus avem: 

1
PB
PA

AN'
CN'

MC
MB

 (1) 

Din ipotez  avem: 

1
PB
PA

NA
NC

MC
MB

 (2) 

 Din rela iile (1) i (2) ob inem 
NA
NC

AN'
CN'

 i deci N' N. Deci presupunerea 

c  punctele M, N, P nu sunt coliniare este fals . Deci are loc rela ia din ipotez . 
 Reciproca teoremei lui Menelaus constituie una din principalele metode de 
demonstrare a coliniarit ii multor triplete de puncte. 
 R5.9. Se consider  triunghiul ABC i punctele K, M, L situate pe laturile 
(AB), (BC), (AC) i diferite de vârfurile triunghiului. S  se demonstreze c  cel pu in 
una din ariile triunghiurilor MAL, KBM, LCK nu dep e te un sfert din aria 
triunghiului ABC. 
 Solu ie. Avem rela iile: 

2
sinAACABS[ABC] , 

2
sinAALAMS[AML]  

 Deci 

ACAB
ALAM

S
S

[ABC]

[AML]  (1) 

 Analog ob inem: 

BCBA
BKBM

S
S

[ABC]

[BMK]  (2) 

i 

A

M

B K C

L

 

 - 10 -



CBCA
KCCL

S
S

[ABC]

[CLK]  (3) 

 Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem c  

4
1

S
S

,
4
1

S
S

,
4
1

S
S

[ABC]

[CLK]

[ABC]

[BMK]

[ABC]

[AML]  

 inând seama de rela iile (1), (2), (3), ob inem 

64
1

CBCA
KCCL

BCBA
BKBM

ACAB
ALAM

 

sau 

64
1

BCBC
CKBK

ABAB
AMBM

ACAC
CLAL

 (4) 

 Cu inegalitatea dintre media aritmetic  i geometric  avem: 

2
AC

2
CLALCLAL ,   deci 

4
1

ACAC
CLAL

 

i analog 
4
1

ABAB
BMAM

, 
4
1

BCBC
CKBK

. 

 Înmul ind membru cu membru aceste ultime trei inegalit i ob inem: 

64
1

BCBC
CKBK

ABAB
BMAM

ACAC
CLAL

 (5) 

 Din (4) i (5) rezult  c  presupunerea f cut  este fals , adic  g sim un triunghi 

cu aria ce nu dep e te 
4

S[ABC] . 

 R5.10. Într-un triunghi ascu itunghic neechilateral, printr-un vârf este dus  
în l imea, prin altul mediana, iar prin cel de-al treilea bisectoarea. Ar ta i c  aceste linii 
nu pot forma prin intersec ie un triunghi echilateral. 
 Demonstra ie. Consider m triunghiul ABC cu în l imea AA', mediana BB' i 
bisectoarea CC'. 

 Aplic m metoda reducerii la absurd. Presupunem c  triunghiul DEL este 
echilateral. Din triunghiul dreptunghic CDA' ob inem: 

m( DCA')=90 -60 =30  

A

C'

B A' C

B'
D

EL
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 Deci m( C)=60  i atunci m( B'CE)=30 . Dar DEL B'EC (opuse la 
vârf), atunci m( B'EC)=60 . În triunghiul B'EC avem 

m( EB'C)=180 -(30 +60 )=90  
 Fiindc  BB' este median  rezult  c  (BA) (BC). Dar m( C)=60  i atunci 
rezult  c  triunghiul ABC este echilateral. dar din ipotez  triunghiul ABC nu este 
echilateral. Atunci presupunerea f cut  (c  triunghiul DEL este echilateral) este fals  i 
deci triunghiul DEL nu este echilateral. 
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