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PRINCIPIUL PARITATII

Existi, in literatura matematicd, un tip de probleme care a
devenit caracteristic dezvoltirii rationamentului corect si prezent in
probele competitiilor gcolare.

O temd fundamentald a tipului mentionat o constituie ,, Principiul
paritdgii “, unde intervine notiunea de numdr par, respectiv, numar impar.

Rezolvarea problemelor din acest capitol este considerati un exercifiu
in care spiritul de observatie trebuie sd vina in ajutorul cititorului.

Exemplificim aceastd tema prin urmitoarele probleme:

1. La un concurs interjudetean de matematicé, fondul de premiere a
fost de 12525 lei. Se pot acorda 60 de premii de valori 525 lei,
325 lei si 125 lei?

2. a) Aritati ci suma a doud numere naturale consecutive este un
numar impar.

b) Demonstrati ¢ 2" se poate scrie ca o sumid de doud numere
naturale impare consecutive, unden e N, n > 2.

3. De-a lungul unui gard sunt 8 pruni. Numarul vrabiutelor de pe doi
copaci vecini diferd cu 1. Se poate ca pe tofi copacii impreuna sa
fie 225 de vrabiute?

4. Se pot inlocui stelutele din egalitatea:

1 *2*3%* _ *100 =101 prin semnele ,.+” sau ,,—” astfel incat

egalitatea s3 devina adevarata?

5. Intr-unul din pétritelele unei table de sah este scris numdrul +1, iar in
celelalte —1. Intelegem prin mutare schimbarea tuturor semnelor
numerelor dintr-o linie sau dintr-o coloand oarecare. Sa se arate ca
oricéte nmutdri am efectua, nu putem obtine +1 in toate pétratele tablei.

6. Aritati ci daci produsul a 2006 numere egale cu 1 sau cu -1 este
egal cu 1, atunci suma lor nu poate fi zero.

7. Se considerd numerele impare m, ny, 1 , ..., N, S se demonstreze ca
printre numerele: i 2 1 ai: oy 2] T ,n T existd un

2 2 2 2
numadr impar de numere impare. _

8. Si se arate cd suma a » numere naturale impare consecutive (n > 1)
nu poate fi un numar prim.




9. Dacid pe o tabld de sah un cal a efectuat 7 salturi, aratati ci acesta
nu poate ajunge pe patratelul initial. Generalizare.

10. O locomotivi face manevre pe o cale feratd dreaptd in directii diferite
fatd de punctul de plecare. Prima manevra mésoard 3 m, a doua 5 m,
a treia 7 m, a patra 9 m, s.am.d. Dupd 99 de manevre locomotiva
poate ajunge in punctul initial?

11. La al V-lea Concurs international al matematicienilor roméni
s-au Intilnit # persoane, dar nu fiecare a dat méina cu toate celelalte,
unii dintre ei fiind certati. S4 se arate ¢a numirul celor care au dat
ména de un numdr impar de ori este par.

12. Inpmnulnummegradmmﬂafﬁcmﬁm'eascaﬁdebananeﬁm de
portocale. Inﬁecamzmelmpedouafructe&manelaslumlampom
creste alt fruct. Dacd rupe doud fructe de acelagi fel, atunci creste o
portocald, iar daca rupe doud fructe diferite, atunci creste o banani. Care
este ultimul fruct din acest pom-minune?

13. Un cerc se imparte in 10 sectoare iar in fiecare sector se pune
cdte o monedd. Dupa un pas este permis ca orice doud monede s
le mutdm in sectoarele vecine. Si se arate ¢ nu se pot aduna toate
monedele in acelasi sector.

14. n tabelul 5 x 5 se pot scrie numerele 1, 2, 3, ..., 25 astfel incét in
fiecare coloani suma unor numere si fie egali cu a celorlalte (din
acea coloana)? (O.M., U.R.S.S., 1990)

15. In tabelul 7 x 7 se pot scrie numerele 1, 2, 3, ..., 49 astfel incit in
fiecare linie suma unor numere sa fie egald cu a celorlalte (din
acea linie)?

16. Sa se demonstreze ci nu se pot numerota muchiile unui cub cu
numerele 1, 2, 3, .., 12 astfel Incdt sumele numerelor
corespunzitoare celor trei muchii care ajung in acelasi varf si fie
egale. (N.N. Constantinov, N.B. Vasiliev, ,,KVANT” nr. 5/1972)

17. Intr-un tabel sunt scrise primele numere naturale nenule in randuri egale
de la stinga la dreapta. Stiind cd numarul 116 se afla pe randul de la
mijloc iar in dreptul acestui numér, pe ultimul rdnd, se afli numarul 227,
sa se afle cite numere contine tabelul.



IDEI DE ABORDARE

1. Nu se poate. Suma unui numir par de numere impare este pari,
dar numarul 12525 este impar, contradictie.
2.2)2k+2k+1=4k+1,VkeN.b)2"=2"1+ 2" =2 1)+ (2" +1).
3. Nu. Numarul pasirilor de pe doi copaci vecini diferind prin 1, pe
doi copaci aldturati impreund se afld un numar impar de pasiri.
Atunci numdrul total de pésiri este egal cu suma a patru numere
impare, deci numarul este par, adici 225 este par, absurd.

4. Nu se poate. Daci toate stelutele sunt inlocuite cu plusuri, suma va
fi egald cu 5050. Dacé inlocuim acum céteva plusuri prin minusuri,
expresia initiala: 1 + 2 + 3 + ... + 100, se va micsora cu un numir
par, deci nu va putea deveni niciodatd un numir impar.

S. Oricate mutari am efectua, paritatea numerelor de semne + de pe
tabla nu se schimbi si cum produsul tuturor numerelor de pe tabli
este egal cu -1, etc.

6. Numirul factorilor produsului egali cu —1 este par. Daci suma celor 2006
de numere este zero, atunci trebuie si avem acelasi numir de termeni egali
cu 1 sicu—1, deci am avea 1003 termeni egali cu —1, contradictie.

nl * HZ H“Z + ?13 nm &5 H]

7. Sa presupunem cd printre numerele

z 2
se afli un numir par de numere impare. Atunci suma lor:
+ n,+n n, + %
%-{-—2—2—34-..&—&——&&::1 +n,+..+n, este un numar par,

contradictie.

8.2k+1)+2k+3)+.+Rk+2n-1)=2nk+[1+3+ .. +2n-1)]=

= 2nk+ n* = n(2k + n) etc.

9. Dupa un numdér impar de salturi, calul de pe tabla de sah se afl pe

un patratel de culoare diferita decét culoarea celui initial, etc.

10. Dupéd 99 de deplasiri in ambele sensuri, locomotiva parcurge

3+5+7+ ...+ 199 = 9999 m. Distanta de 9999 m nu poate fi

Impartitd in doud parti egale astfel incét fiecare parte si fie exprimata

printr-un numér natural de metri etc,

11. Cand doui persoane dau mana se realizeaza doui stringeri de mana,

deci numérul total al strangerilor de mana este par (2k). Avem: p; + p, +

+ps + ..+ p, = 2k, unde p; reprezinti numdrul strngerilor de mini pe

care le-a realizat persoana i. Printre cele n persoane, s persoane au

realizat fiecare céte un numdr par de stringeri de méni si # — s persoane

au realizat fiecare cate un numar impar de stringeri de méani. Putem
-3-



scrie suma de mai SUS: P+ P, + .t P, + Py + Pyy +ot D, = 2Kk
! m;re pare n—s mm-rﬂ‘t mnpae

rezultdnd cd n — 5 este numar par.

12. Invariantul transfurmﬁm este numarul impar de banane. Ultimul

fruct este banana.

13. Numerotdm sectoarele consecutiv cu numerele de la 1 la 10 si

fiecare moneda ia numarul sectorului in care se afld. Suma numerelor

ramine impard. Ori dacd s-ar stringe toate monedele in acelasi

sector, suma numerelor ar fi 10k (k este numirul sectorului), adici

numdr par, contradictie.

14. Dacé s-ar putea atunci suma tuturor numerelor va fi para si deci

suma tuturor ar fi pard, dar suma tuturor numerelor este 1 + 2 + 3 +

+..0+325=25"+ 13 (impar).

15, Se trateazi ca la problema 14,

16. Sa presupunem cé se pot aranja numerele ca in enunt. S3 adundm

cele opt astfel de sume corespunzitoare tuturor varfurilor cubului. In

suma obtinutdi de 24 de numere, fiecare din cele 12 numere

(1,2,...,12) Intrd de doud ori. Astfel 2(1 + 2 + ... +12) = 8s de unde

§= £ , absurd. Am notat cu s suma dintr-un varf al cubului.

17. Deoarece in enunt intervine rdndul de la mijloc, rezultd ci
numarul randurilor din tabel este impar. Fie 2n + 1 (n € N*) numaérul
rAandurilor din tabel. Pe » randuri sunt scrise 227 — 116 = 111
numere. Decin/111 sin € {1,3,37,111}.

Dacid n = 1, tabelul are 3 rianduri gi pe fiecare rdnd sunt scrise
111 numere, deci tabelul contine 333 numere.

Dacd n = 3, tabelul are 7 randuri gi fiecare rdnd contine cite
37 de numere. In acest caz tabelul contine 37 - 7 = 259 de numere.
Daca n = 37, tabelul ar avea 75 de randuri iar fiecare rind ar contine
cate 3 numere, adica tabelul ar avea 75 - 3 = 225 de numere, nu
convine. # = 111 conduce la faptul ca tabelul ar avea 223 de numere,
imposibil.



3. Principiul paritatii

Multe probleme elementare, care de care mai neasteptate, folosesc notiunea de
paritate.

Principiul paritafii consta in separarea cazurilor pare si impare dintr-o situatie.
Regulile paritatii:

- suma a doud numere pare este un numar par

- suma a doud numere impare este un numadr par

- suma dintre un numar par si altul impar este un numar impar

- produsul dintre un numar par si un numar impar este un numar par

- produsul a doud numere pare este un numar par

- produsul a doud numere impare este un numar impar.

Probleme rezolvate

R3.1.Fie neN,n >

Demonstrati cd numarul fractiilor ireductibile din multimea {_,_ —,.. }
nonon

este par.

Solutie. Sa ardtdm ca daca fracfia — este ireductibild, atunci si fractla
n

: s .k : s . :
este ireductibild. Daca fractia — este ireductibila atunci & si n sunt prime intre ele.
n

Sa demonstram ca si n-k si n sunt prime intre ele. Folosim metoda reducerii la
absurd. Presupunem ca existd p#1 astfel incat p|n si p|(n-k), deci p|[n-(n-k)] adica p|k.

Deci p|n si p|k, adican si k nu sunt prime intre ele, fals fiindcd — este ireductibila.

n
.k . n-k o k n—k :
Sa aratam ca fractille — si sunt diferite. Daca am avea — = am obtine
n n n n
: .k k s Qs .k _n-k :
n= k siatunci —= _k nu ar mai fi ireductibild. Deci — # . Atunci numarul
n n n

fractiilor ireductibile din multimea data este par.

R3.2. La olimpiada de matematica s-au intalnit »n elevi, dar nu fiecare a dat
mana cu toti ceilalti. S& se arate cd numarul elevilor care au dat mana de un numar
impar de ori este par.

Solutie. Fie x, numarul strangerilor de mana pe care le-a realizat elevul cu
numarul de ordin i. Cand un elev da mana cu un alt elev se realizeaza doua strangeri de
mana, deci numarul total al strangerilor de mana este par, adica

X +x +..+x,= 5 ()

Printre cei n elevi sunt k elevi care au realizat fiecare cate un numar par de

strangeri de mana si n-k elevi care au realizat fiecare cate un numar impar de strangeri
de mana.



Atunci (1) se mai poate scrie:
X +X totx, X, +xX, to.tx, = S

s '
k numere pare n-k numere impare

Suma alcatuitd din & numere pare si (7-k) numere impare este un numar par
daca st numai dacd numarul numerelor impare este par, deci (n-k) este numar par.

R3.3. Determinati numerele reale a ,a ,...,a ,, stiind ca
a+a +..+a +a, = n+ s |a-a|Ha —-al|=...5la, —a|
Solutie. Fie |a —a |F|la —a |=...=|a ,. —a |= k. Atunci
a —a ==k
a —a ==k
................. ()
a, —a, =tk
a, —a ==tk
Adunand membru cu membru relatiile (1) obfinem:
=tktk*..£k sau =k(* £..1) ()

Din (2) rezulta /=0 sau numarul din paranteza este zero. In paranteza avand un
numar impar de *1 obtinem cd numai k=0 convine. Atunci obtinem
a =a =..=a, =

R3.4. Ce conditie trebuie sa indeplineascd numarul natural n pentru ca sa
existe n numere a ,a ,...,a, egale cu+1 sau 1, cu proprietatea ca:

aa +taa +..+ta,_a, +aa = ()

. A . . n .
Solutie. Suma continand » termeni, pentru a avea loc (1) trebuie ca — termeni

9 . n .. . 9 . *
sa fie 1 iar — termeni si fie 1. Deci este necesar ca n sa fie par, adica n=2k, k e N .

Conditia nu este suficientd (exp. k= —=>n= sideciaa +aa = aa # ).
Vom calcula in doud moduri produsul termenilor din (1) i anume:
(aa Yaa)-..(a, a)aa)=aa -..-a, = ()

A o . g . . n . .
Tinand seama cd avem k termeni din (1) egali cu +1, iar k[—] termeni egali

cu 1 obtinem: (@aaYaa) .. (a, a)aa)=H) (=) ()
Din (2) si (3) rezulti cda = (+ )" -(— )", adica trebuie ca k si fie par. Deci
k=21, 1eN . Atunci n= k= - [= 1.

In concluzie n trebuie si fie multiplu de 4.



5. Metoda reducerii la absurd

Metoda reducerii la absurd este o metoda specificA de demonstratie in
matematica. La baza acestei metode sta una din legile fundamentale ale logicii clasice:
legea tertului exclus, ce are urmatorul enunt:

Din doua propozitii contradictorii una este adevarata, cealalta falsa, iar a treia
posibilitate nu exista.

Legea tertului exclus nu ne precizeazd care din cele doud propozitii este
adevarata si care este falsa.

Céand la douada propozitii contradictorii aplicdm legea tertului exclus este
suficient sa stabilim cd una dintre ele este falsi pentru a deduce ca cealalta este
adevarata.

Metoda reducerii la absurd constd in a admite in mod provizoriu, ca adevarata
propozitia contradictorie propozitiei de demonstrat, apoi pe baza acestei presupuneri se
deduc o serie de consecinte care duc la un rezultat absurd, deoarece ele contrazic sau
ipoteza problemei date sau un adevar stabilit mai Tnainte. Mai departe rationdm astfel:
daca presupunerea ar fi fost adevarata, atunci in urma rationamentelor logic corecte ar
fi trebuit sa ajungem la o concluzie adevarata, deoarece am ajuns la o concluzie falsa,
inseamna cad presupunerea noastra a fost falsd. Aceasta duce la concluzia ca
presupunerea facutd nu este posibila si ramane ca adevarata concluzia propozitiei date.

Metoda reducerii la absurd nu se reduce la propozitia cd "a demonstra o
propozitie este acelasi lucru cu a demonstra contrara reciprocei ei", deoarece pot aparea
s1 situafii in care nu se contrazice ipoteza ci o altd propozitie (un rezultat cunoscut, o
axiomd, o teoremad). Metoda reducerii la absurd se foloseste atit in rezolvarea
problemelor de calcul (de aflat) cat si la rezolvarea problemelor de "demonstrat".
Metoda este des utilizatd in demonstrarea teoremelor reciproce, precum s$i in
demonstrarea teoremelor de unicitate.

Probleme rezolvate

Vom prezenta cateva exercitii si probleme rezolvate in care folosim metoda
reducerii la absurd.

R5.1. Suma a 12 numere naturale nenule este 77. Aratati ca printre ele se afla
cel putin doud numere egale.

Solutie. Presupunem ca existd 12 numere naturale nenule distincte ce au suma
77. Daca le consideram pe cele mai mici, suma lor este:

1+2+3+...+11+12:w:6-13:78

Cum suma celor mai mici 12 numere naturale nenule distincte este mai mare
decat suma data, 77, rezulta ca presupunerea facutd este falsa. Deci printre numerele
considerate exista cel putin doud numere egale.



R5.2. Suma a trei numere naturale este 139. Demonstratfi ca cel putin unul
dintre ele este mai mare sau egal cu 47.

Solutie. Folosim metoda reducerii la absurd, presupunem concluzia falsa, adica
nici unul dintre numere nu este mai mare sau egal cu 47. Fie a,b,c numerele. Deci
a<47, b<47, c¢<47. Fiindca a,b,c sunt numere naturale rezulti cd a<46, b<46,
c<46. Tinand seama cd a+b+c=139 obtinem: a+b+c <138 sau 139<138,
ceea ce este absurd. Atunci presupunerea facutd este falsd si deci concluzia este
adevarata, adica cel putin unul dintre numere este mai mare sau egal cu 47.

2n—1
2n+1

R5.3. Sa se arate ca pentru orice numar natural diferit de zero fractia

este reductibila.
Solutie. Presupunem ca fractia datd nu este ireductibild, atunci exista un numar
natural d diferit de unu astfel incat d|(2n—1) si d|(2n+1), de unde

d|[2n+1)—(2n—-1)] adicd d|2. Fiindcda d #1, rezulta d=2. Atunci rezulta ca
2|(2n—1) ceea ce este absurd. Deci presupunerea facuta este falsa, si deci fractia este
ireductibila.

R5.4. Sa se determine numarul elementelor multimii:

M :{ ntl 1,2,3,...,2003}
2n +1

n+1

2n+1°
n=1,2,...,2003. Presupunem prin absurd ca existd n, §1 n,, cu n, #n, pentru care

Solutie. Multimea are atatea elemente cate valori distincte are fractia

fractia are aceeasi valoare, adica:

n+1 n,+1
= < (n+1D)2n, +D) =, +1D)( 20, +1) <
2+l 2n 51 (n, +1)(2n, +1) = (n, +1)(2n, +1)

2nn, +n, +2n, +1=2nmn, +n, +2n,+1<<n, =n,.
Am ajuns la o contradictie pentru ca n, a fost presupus diferit de 7, . Deci

multimea M are 2003 elemente.
RS5.5. Stiind ca x, y, z sunt numere reale, sd se arate ca urmatoarele iegalitafi
nu pot fi simultan adevarate:

x—2z>1
y—z<1
2y—x2=1

Solutie. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca toate inegalitdfile
sunt adevarate. Inmultim a doua inegalitate cu 2 si adunandu-le obtinem:
X—2z4+2z-2y+2y—-x>0,
adica 0>0, ceea ce este absurd. Deci presupunerea facutd este falsa. Deci inegalititile
considerate nu pot fi simultan adevarate.

R5.6. Sa se arate ca numarul +/3 +\/§ este irational.

-8-



Solutie. Aplicam metoda reducerii la absurd. Presupunem ca \/g +\/§ este

rational; rezultd ca exista xeQ astfel incat ﬁ +\/§ —Xx, de unde obtinem ca

2
-8
3+54+2415=x7 sau 8+24/15=x7, de unde \/15:x

€Q, fals. Deci

presupunerea facuta este falsa si deci ﬁ + \/g este irational.

R5.7. Se considerd un patrat cu latura lcm si 10 puncte in interiorul sau.
Demonstrati ca printre cele 10 puncte date existd doud puncte astfel incat distanta

dintre ele si nu depaseasca T cm.

Solutie. Cu metoda reducerii la absurd, presupunem cad nu exista astfel de 2

puncte cu distanta dintre ele sd nu depaseasca T cm. Impartim patratul in 9 pitrate

mai mici cu latura —cm. Diagonala unui astfel de patrat va avea lungimea

3
2 2
1 1 /2 A2
[—j + [Ej = 5 = T cm calculatd cu teorema lui Pitagora. Cele 10 puncte fiind

3

situate Tn interiorul patratului "mare" inseamna ca putem ageza 2 puncte in doud patrate

"mici" alaturate astfel incat distanta dintre ele sa fie mai mare decit — cm. Pentru ca

problema sa fie rezolvata trebuie sa existe atatea patrate "mici" cate puncte (zece). Am
ajuns la o contradictie, rezultd ca presupunerea fiacutd este falsi, rezultd cd exista 2

puncte la care distanta dintre ele nu depaseste T cm.

1
-— — >

2
3




R5.8. Fie AABC si punctele M, N, P diferite de varfurile triunghiului cu
MB NC PA

MC NA PB
coliniare. (Reciproca teoremei lui Menelaus)

Solutie. Folosim metoda reducerii la absurd, presupunem ca punctele M, N, P
nu sunt coliniare. Unind M cu P printr-o dreapta ce taie pe AC intr-un punct N' diferit
de N si conform teoremei directe a lui Menelaus avem:

MB N'C PA_,

MeBC, NeAC, P< AB astfel incat

=1, atunci punctele M, N, P sunt

, = (1)
MC N'A PB
Din ipoteza avem:
MB.NC.PA:1 @)
MC NA PB
N'C NC

Din relatiile (1) s1 (2) obtinem st decit N'=N. Deci presupunerea

ca punctele M, N, P nu sunt coliniare este falsa. Deci are loc relatia din ipoteza.
Reciproca teoremei lui Menelaus constituie una din principalele metode de
demonstrare a coliniaritdfii multor triplete de puncte.
R5.9. Se considerd triunghiul ABC si punctele K, M, L situate pe laturile
(AB), (BC), (AC) si diferite de varfurile triunghiului. Sa se demonstreze ca cel putin
una din ariile triunghiurilor MAL, KBM, LCK nu depaseste un sfert din aria

triunghiului ABC.
Solutie. Avem relatiile:
_ AB-AC:sinA S _ AM-AL -sinA
S[ABC] - 5 > [AML] ~ 2
Deci
S[AML] _ AM‘AL (1)
Siase;  AB-AC
A
L
M
B K C
Analog obtinem:
S[BMK] _ BM * BK (2)

S[ ABC] BA -BC
s

-10 -



S[CLK] _ CL * KC
Suse; CA-CB

Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca

3)

S 1 S 1 S 1
—iaMb) o 0 MK - I S
S[ABC] 4 S[ABC] 4 S[ABC] 4
Tinand seama de relatiile (1), (2), (3), obtinem

AM-AL BM-BK CL- KC 1
AB-AC BA-BC CA- CB 64

sau

AL-CL BM-AM BK-: CK 1
AC-AC AB-AB BC-BC 64

Cu inegalitatea dintre media aritmetica si geometrica avem:

AL-CLgAL+CL:AC, deci AL-CLgl
2 AC-AC 4

(4)

AMBM 1BKCK1
AB-AB 4BCBC T4

Inmultind membru cu membru aceste ultime trei inegalititi obtinem:

AL-CL AM-BM BK- CK 1 5)
AC-AC AB-AB BC-BC 64

Din (4) si (5) rezulta ca presupunerea facuta este falsa, adica gasim un triunghi

S

[ABC]

si analog

cu aria ce nu depaseste

R5.10. Intr-un triunghi ascutitunghic neechilateral, printr-un varf este dusi
inaltimea, prin altul mediana, iar prin cel de-al treilea bisectoarea. Aratati cd aceste linii
nu pot forma prin intersectie un triunghi echilateral.

Demonstratie. Consideram triunghiul ABC cu inaltimea AA', mediana BB' si
bisectoarea CC'.

A

Cl

B A’ C
Aplicam metoda reducerii la absurd. Presupunem ca triunghiul DEL este

echilateral. Din triunghiul dreptunghic CDA' obtinem:
m(£DCA")=90°-60°=30°

- 11 -



Deci m(£C)=60° si atunci m(£LB'CE)=30°. Dar £DEL=/B'EC (opuse la
varf), atunci m(£B'EC)=60°. In triunghiul B'EC avem
m(£LEB'C)=180°-(30°+60°)=90°
Fiindcad BB' este mediana rezultd cd (BA)=(BC). Dar m(LC)=60° si atunci
rezultd ca triunghiul ABC este echilateral. dar din ipoteza triunghiul ABC nu este
echilateral. Atunci presupunerea facuta (ca triunghiul DEL este echilateral) este falsa si
deci triunghiul DEL nu este echilateral.
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1. PRINCIPIUL PARITATII

IL1.1. Demonstrati ci oricare ar fi numirul natural n diferit de zero,
cifra zecilor numirului A=9 + 9% +9°+. . +9" este para.

Gh. Achim

I1.1.2. Si se arate ca suma dintre un numir de trei cifre §i risturnatul
sdu confine cel putin o cifrd para.

IL.1.3. Prin impdrtirea unui numar abc, scris in baza zece, la doui
numere naturale consecutive se obtine acelasi rest r. Aritati cd ¢ si r au
aceeasi paritate.

Alexandru Blaga

[1.1.4. S3 se demonstreze ca suma patratelor a doud numere naturale
distincte de aceeasi paritate poate fi scrisi ca suma patratelor a patru
numere naturale nenule.

Cristi Busuioc

I1.1.5. Demonstrati cd nu existd nici un triplet de numere intregi

(x,y,z) astfel incat
x? -y =4z+2
Florentin Smarandache

2. METODA REDUCERII LA ABSURD

I.2.1. Se considerd 12 numere naturale mai mici decdt 144.
Demonstrafi ¢d printre ele existd trei care pot fi lungimile laturilor unui
triunghi,

I1.2.2, Demonstrati ci oricum am alege 2n+1 numere din multimea

Dorel Mihet

I1.2.3. Fie a,b,c,de R. Si se demonstreze ci cel mai mic dintre
numerele a-b*, b-ct,c—d*, d—a® nu poate fi mai mare decat %

Titu Andreescu

1 e _2p+1 ”

B'mE N} 51 B—{x|x- i 12,pe N}. Sa

11.2.4. Fie A= {x!x= 2

2m -

se arate cd mulfimile A si B sunt disjuncte.

IL.2.5. Demonstrati cd nu se poate construi un triunghi echilateral cu
varfurile in nodurile unei retele de pétrate cu latura 1.

I1.2.6. Se considerd multimea T formatd din 2004 puncte din plan,
nu toate coliniare. Sd se arate cd multimea T confine doud puncte E si I
astfel incat pe dreapta EF nu mai existd nici un punct din T.

I1.2.7. Sa se arate ca nu existd un triunghi cu lungimile indltimilor 1,

JEL44fa.

Monica Muresan
-13-



1. PRINCIPIUL PARITATII

I1.1.1. Grupiind termenii sumei cite patru, obtinem :
A=(9 497 + 9% 49" + (9% + 9% + 97 +0%)+ . 4(9%F 4 912 ol gy
9(1494+9°+9%) + 9°(1+9+9%+9%) + ... +93(149+9% +9%)=
(14949%49%)(9+9%+ .. 49" 3)=820(9+9°+...+9* %), Ultima cifrd a numérului
A este 0 1 A este divizibil cu 4, atunci ultimele doua cifre pot fi : 00, 20, 40,
60, 80, deci cifra zecilor lui A este para.

II.1.2. Fie abcde §1 edchba rdsturnatul sau.Suma lor este :

abcde + edcba = Imnkut

Suma a doua cifre pare sau impare este un numdr par .Dacd b+d <9, atunci
K este para.

Dacd b+d >10, cifra zecilor de mii m este pard sau impard, dupa cum a+e
cste numar impar sau par. Atunci m va fi pari.

II.1.3. Din teorema impartirii cu rest rezulta cd exista numerele
naturale q, qq, astfel incat

—_—

abc=n. q;+r cu 0<r<n si E—(nﬂ)qz +r, cu O<r<n+1. Atunci
abc -r=nq;, $i abc -t =(n+1)qa, deci abc -r—nqr(n+1)qq Fiindca unul din

numerele n §i n+1 este par, rezultd ca abc -r este par, deci ¢ i r au aceeasi
paritate.

II.1.4. Suma si diferenta a doud numere naturale distincte, de
aceeagl paritate este un numar natural par(nenul). Deci daci a si b sunt doud
numere naturale distincte si de aceeasi paritate, atunci a+b=2k, a-b=2m,
unde k si m sunt numere naturale diferite de zero. Atunci (a+b)* +(a-
|:l)2=:5¢1112+-411':2 sau 2(a’ +b%)=4k* +4m* sau a’+b’=k’ +k’+m’+m’

II.1.5. Avem : x*- —(x+y)(x -y)
i )Dacd X §1 y sunt pare, rezultd c¢d x+y, x-y sunt pare. Deci x z-yz este
multiplu de 4, dar 42+2=2(2z+1), deci 4z+2 nu este multiplu de 4 $i nu
exista triplet care s satisfaca ipoteza.
u)Dacﬁ X §i y sunt impare, atunci x+y, X-y sunt pare. Deci si in acest caz x”
—v* este multiplu de 4, iar 4z+2 nu este multiplu de 4. Nu avem nici in acest
caz solutie.
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11i) Daca x si y au paritafi diferite, x+y, x-y sunt impare, 4z+2 fiind par, nu
avem solutie.

2. METODA REDUCERII LA ABSURD

IL2.1. Fie 154 <q,<..Sa,<144 cele 12 numere naturale.

Presupunem prin absurd ca printre cele 12 numere nu exista trei care pot fi
lungimile laturilor unui triunghi. Atunci avem:

a;2a, +a,21+1=2
a,2a,+a,21+2=3
ag2d,+a, 22+3=5
ag2a,+a,23+5=8
a,2a;+a,25+8=13
ag2a,+a,28+13=21

a, 2 a,+a; 213+21=34
Ay 2ay +ay, 221+34=55
a, =a, +a,, =34+55=89
a,2a,+a, 2355+89=144
am obtinut o absurditate fiindcd a,, <144.

11.2.2. Aplicim metoda reducerii la absurd. Presupunem ci printre
cele 2n+1 numere alese a, <a,<..<a,,,, nu existd doud cu diferenta

_egald cu 2. Vom arita cd in acest caz diferenta dintre doud numere a céror
indice difera cu 2 este cel putin 4. Intr-adevar, dacd 2<a,,,—-a, <3, cum

a, <a,, <a,,,,una din diferentele a,,, —a, sau q,,, —a,,, este 2, absurd.
Vom avea «, =1, a,21+4=5, a,21+8=9,., a, ,21+4n>4n,
contradictie. Deci din cele 2n+1 numere putem alege doud cu diferenta 2.

I1.2.3. Aplicdm metoda reducerii la absurd. Presupunem cé& cel mai

6. a : 1 2
mic dintre cele patru numere este mai mare decit i Rezultd ci toate cele

: : 1 ; 2 5o, o
patru numere sunt mai mari ca E, adicd avem relatiile a-»b ::rz,
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b—c? ::»&, c—d*> i, d-a’ :»j:. Adunind membru cu membru relatiile

de mai sus obfinem: a+b+c+d - (a* +b* +¢> +d*)>1 sau

-y

ol (] (1] 1]

Dar o sumi de pitrate nu poate fi negativi. Deci am ajuns la o contradictie.

I1.2.4. Presupunem prin absurd cd existi xe AnB, deci exista
2m-1 _3p+1
2m-3 3p-2
(2m-1)(3p-2)=(2m-3)3p+1) & 6mp—dm-3p+2 =6mp -9p+2m-3
< —-bm+6p=-5 sau 6(p-m)=-5, imposibil fiindcd membrul drept
este par iar cel stdng este impar. Atunci presupunerea ficuti este falsd si
obtinem ca multimile A si B sunt disjuncte.

m, pe N astfel incit . Atunci obfinem:

I1.2.5. Presupunem prin absurd ci existd un triunghi echilateral

ABC, care poate fi inclus ntr-un dreptunghi HQFE. Aria triunghiului ABC,

fiind diferenta dintre aria dreptunghiului HQFE si ariile triunghiurilor

dreptunghice ABQ, BFC, ACE, va fi un numir rational. Dar
V3

S[ﬁ‘ld‘?-'(?]:ﬁnB.ABj‘-‘g este un numdr irational, deci am ajuns la o
contradictie. (C este pe (EF), A ¢ (EQ) si B =H)

I1.2.6. Considerdm toate tripletele {E,F,M}de puncte necoliniare din
T si ne fixdm asupra acelui triplet pentru care distanta de la E la FM este
minimd. Sa ardtim ca acesta este tripletul care convine. Folosim metoda
reducerii la absurd. Considerdim un punct Q din T situat pe dreapta FM
astfel ca M si fie intre F 5i Q. In triunghiul EFM avem :
FM2 EF, iar in triunghiul EMQ , avem ci MQ>EQ.
Atunci FQ= FM+MQ >EF+EQ, care poate avea loc cind punctele Q.E,F
sunt coliniare.

IL.2.7. Presupunem prin absurd ci existd un triunghi in conditiile
din ipoteza. Fie x,y,z lungimile inaltimilor, adici x=1,y=J?T, z=~3+1 51
a,b,c, lungimile bazelor corespunzitoare inaltimilor. Dacid S este aria
triunghiului avem relatiile :

\) 2 2 = : , : E R
a= 5 , b= A s E= R . Din inegalitatea triunghiului obtinem :
X y z

28 28 28 .. 1 1
+c > icA —+—>—/,adicd —+
HED HHS y 7z x V3 1443

2’5‘.+ 31 > 1, adicd 2+/3 +3+/3 -3>6 sau 75>81, fals.
-

Deci nu existd un triunghi sé satisfaca ipoteza.
- 16 -

>1 adica




PROBLEME CARE IMPLICA NOTIUNEA DE
PARITATE

PROBLEME COMENTATE
1. Fie n un numir natural, mai mare sau cel putin egal cu 2.
a) Dovediti cii 2" se poate scrie ca o sum# de doud numere naturale impare consec-
utive.
b) Dovediti ¢4 3™ se poate scrie ca 0 sum# de trei numere naturale consecutive,
Solutie. 8) 2™ este numir par, oricare ar fi n € N*. Pe de alta parte:

2:1. =5, Qn—l Ll 21'?,—1 i 211—1 < (211—1 - 1) 4 {211-1 & 1)_

Pentru n > 2, numerele 2#~! — 1 gi 2"~ ! + 1 sunt impare consecutive si deci acestea
sunt cele care satisfac problema.

b) Avem 3" = 3-871 = 3714 3n-1 4 371 = (3n~1 — 1) 4 3*~1 4 (31 + 1).

Pentru n > 2, numerele 3"~ — 1, 3" ! §i 3"~ ! + 1 sunt evident numere naturale
consecutive,

Comentarii. S& observim ci 3" = (371 — 2) + 371 + (37~1 + 2), deci 3" se poate
scrie ca o sumi de trei numere impare consecutive, pe cand 2" nu se poate scrie ca o
sumi de doud numere naturale consecutive.

2. Fie n un numér natural, mai mare decéit 2 si multimea:

{ 1 2 n— 1}
SR e AL 2
T T
Demonstrati ¢4 numsarul fractiilor ireductibile din aceastd multime este par.
: - .k : e i . n—k
Solutie. Vom arita ci daci fractia = este ireductibila, atunci gi fractia -
ireductibila.
Daci fractia — este ireductibild, atunci cel mai mare divizor comun al numerelor k

este

si n este 1, adica ?i gi k sunt numere prime intre ele.

S demonstram ci si numerele n — k si n sunt prime intre ele, prin metoda reducerii
la absurd. Presupunem c# existi p # 1 astfel incat pjn — k ¢i pln. Atunci p divide si
diferenta.

n—(n—k)=n—n+k=k

Deci p|n i p|k ceea ce contrazice faptul cd n si k sunt prime intre ele. Rezultd cd

fractiile ireductibile sunt in "perechi”, deeci numérul acestora este par.
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Comentariu. Revedeti demonstratia! Este problema complet rezolvati? Am demon-

i v, B M i
strat ca fractiile ireductibile — g E sunt diferite? Nu! Daca, insi, am avea w =

T

. ; i & ; e
= atunci n = 2k, deci fractia o = g huar fi ireductibils, ceea ce completeazi
demonstratia. '

3. Se considerd numerele impare m, ny, ng, -y M. DA se demonstreze ¢ printre
numerele;
11 + ng o + ng Am—1 1 Ty n‘m"‘nl
2 1 2 R 2 bl 2

existd un numér impar de numere impare.

Solutie. Decarece suma a doud numere impare este un numér par, rezulti ei numerele

11 + ng N + 10
1 5 'mTl sunt numere naturale.

i
235. presupunem ci printre acestea se afli un numér par de numere impare. Atunci
suma lor:

n T L tn

este un numair par. Pe de altd parte, aceeasi sumi, fiind suma unui numér impar de
numere impare, este un numéar impar. Contradictie! Rezulti ci presupunerea ficuti este
fals, deci printre numerele din enunt exist un numér Impar de numere impare.

Comentariu. Pot fi toate numerele impare? Argumentati raspunsul!

4. Fie un numir impar de puncte cu proprietatea c¢i oricare trei sunt necoliniare.
Se unesc punctele arbitrar intre ele astfel incat prin fiecare trece cel puiin o dreapti.
Demonstrati ci existd cel pugin un punet din care pornesc un numdr par de drepte.

Solutie. Fie Ay, Ay, ..., Agn,1 punctele date. Notdm cu dj numérul dreptelor care
trec prin punctul Ax(k =1, 2, ..., 2n + 1).

S& presupunem ci toate numerele dj, sunt impare. Atunci dy +da+...+da, 1 este un
numdr impar. Pe de alti parte, dy +dg + ... + dons1 = 2d, unde d este numirul total de
drepte, pentru ci fiecare dreapti a fost numérats de dousi ori. Rezults ci presupuneres,
ficutd este falsi, deci existd cel putin un punct din care pornesc un numér par de drepte.

Comentariu. Este posibil ca numirul punctelor din care pornesc un numér par de
drepte si fie par?

5. Se poate scrie numirul 1 sub forma:

1 1 1
o e ST
1 Tia Tig
unde n;, ng, ..., ng sunt numere naturale impare distincte?

Solufie. Vom arita c4 aceasti scriere nu este posibild. Considerim cele mai mari gase
fractii cu numiratorul 1 gi numitori numere impare diferite. Fvident ¢f nici un numitor
nu poate fi egal cu 1. Suma acestora este:

s—l—rkl+1+1+1+i
3’5 7T 11T 13

3 < 0,12; i--i'l.fi,ll}; % <

0,08
11 '



rezulta:

§<0,3440,204 0,15+ 0,12+ 0,10+ 0,08 = 0,99 < L.
Evident cii pentru alti numitori, mai mari decét cei considerati, S va fi, de asemenea,
inferioara lui 1.
Comentarii. 1) Gésiti o justificare mai simpld a faptului ci S # 1.1 ; :

1
2) Metoda folosits se poate aplica gi pentru a arita ci 1 # =it + o5 + 2
1 R2 6 "7

unde ny, ng, ..., ny sunt numere naturale impare, diferite?
3) Existd 9 numere impare, 3, 5, 7, 9, 11, 15, 35, 45, 231 astfel incét:

L 8 1 1 LI
1=3+2 e e e o G

3 779,11 15 35 45 281
Dovediti c# aceastd scriere nu este unica.
1 1 1-:F1.. B 1 ;
C“mm_ﬁ"'ﬁ ﬁ(g""ﬁ'{'.ﬁ) rezulty ci 1 se poate scrie ca o sumé de 10

fractii cu proprietatea ceruti. in general:
1 1 1 ]
e On  Bn 3n
deci 1 se poate scrie ea o sumi de 13 fractii cu proprietatea cerutd, daca ludm n = 15- 1.
Poate continua procedeunl?
3) Dacé nu s-ar fi cerut ca numitorii si fie numere impare exista o multitudine de
scrieri ale lui 1. De exemplu:
i 1 1 1 1 1
1_§+ +9+ﬁ+_+ﬁ+_
4) Comparati cu problema comentats nr. 13 de la capitolul *Sume. Produse”.
6. Si se determine suma numerelor pare, cuprinse intre n? —n+1 gi n®+n+1, unde
n € N*.
Solutie. Produsul a dous numere naturale consecutive este intotdeauna un numar
par, deci n? —n+1=n(n—1)+ 1 n®* + n+ 1= n(n+1) + 1 sunt numere impare.
Cel mai mic numir par, intre numerele date este n? —n + 2, iar cel mai mare este
n? + n. Avem de calculat suma:

S (P=n+2)+@-n+)+n*—n+6)+.. AP +n=2)+ i +n)=
= (n® —n) + 2+ (n* —n)+4+ (NP —n)+6+.. 4 (2 =n)+ (2n—2) + (n* —n) + (2n).)

“!i

Cum numérul numerelor pare cuprinse intre numerele date este n (de ce?) avem:

1
= 5 ﬂ{nﬂ_“}+2{1+2+3+...+ﬂr]=ﬂ{ﬂ2—ﬂ}+2+ﬂ—{ﬂ; b
= n(n?—n+n+1)=n(n’+1).

Comentariu. Ca.lculag suma numerelor impare, strict mai mari decét n® —n+ 1 i
strict mai mici decat n? + n+ 1.

%. Fie n numere naturale, nenule si distincte (n > 2), avind suma n? + n— 2.

a) Demonstrati ci printre acestea existi cel putin doud numere impare.

b) Pot fi toate impare?
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Solutie. a) Existenta unui singur numér Impar este exclusi pentru ci suma ar trebui
sd fie, in acest caz, un numir impar, iar n?2 + n— 2 — n(n + 1) — 2 este un numér par.

Alntr-adevﬁr, n(n + 1) este par, iar diferenta a dou#i numere pare este un numér par.
S& presupunem c& nici unul dintre numere nu este impar. Fie S =24+ 4+ 6+ ... +2n
suma celor mai mici . numere pare, distincte gi nenule. Avem:

n(n + 1)

2

De aici rezulti c cel putin dous numere sunt impare,

Comentariu. Putem realiza urmiitorul model: in suma § inlocuim termenii 2k si 2p
prin2k—-1gi2p—1,k pe{l,2, ...,n}lsik#p

S4 observim c& num&rul numerelor impare trebuie si fie par.

b) Daci n este impar, atunci cel putin unul dintre numere trebuie s fie par pentru
ca suma s4 fie parf. Rezultd ci, pentru n impar, nu toate numerele pot fi impare, Daca
n este par, si observiim ci:

8=214+2+4+3+...4n)=2 =nn+l)=n’+n>n’+n-2

1+345+..4(2n—1) =n?
lar:
I+3+5+..+(2r—3)=(n-1)%
Dar:
n2+n—2-{n—1]2=n2+n—2—n2+2n—1=3n—3=3{n—1).

Cum n este par, rezulti ci 3(n — 1) este impar, deci putem realiza urmatorul model
cu toate numerele impare:

14345+ ..+(2m-3)4+3n-1)=n+n-2,

Comentariu. Problema cerea ca numerele s3 fie distincte. Trebuje deci 84 mai aradtim
¢ in modelul prezentat toate numerele sunt distincte. Este suficient si arit&m ok 3(n —
1) > 2n — 3, ceea ce se verifici imediat.

8. Ce conditie trebuie s¥ indeplineasci numirul natural n pentru ca si existe n
numere ay, az, ..., an egale cu +1 sau cu —1, cu proprietatea ci:

a1az +agag + ... + an_16y + apa; = 07
n
. g
de 3 sd fie —1. Rezulti, cu necesitate, c& n trebuie s fie par. Fie n = 2p. Si ariitim
cé aceastd conditie nu este suficients. Contraexemplu: pentru p = 1, deci n = 2, avem
aiag + aga; = 2ajag # 0,

54 caleuldm, in dou# moduri, produsul termenilor din suma dati.

Pe de o parte:

Solutie. In sumi sunt n termeni, deci — dintre acestia trebuie si fie +1, iar restul

(a1a2) - (a2aa) - ... - (an_1an) - (@pay) = aZal - ... a2 = +1. (1)
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Pe de alt¥ parte, avind in vedere cii p termeni din suma daté sunt egali cu +1, iar
p termeni sunt egali cu —1, obtinem:

(@162) - (a203) - ... - (an—1an) - (@na1) = (+1)7 - (=1)7. (2)

Din (1) si (2) rezultd (+1)? + (—1)? = +1, deci p trebuie s fie numar par. Daca
p = 2k obtinem n = 4k. Riméane ci rispunsul este: n trebuie si fie multiplu de 4.

Comentariu. Pentru ca problema si fie complet rezolvati trebuie si diim gi un model
de realizare a ei. Dacii numerotdm la intdmplare 2k numere egale cu +1 si 2k numere
egale eu —1 cu a4, as, ..., asx DU este intodeauna indeplinita conditia:

ajas + asea + ...+ aqgay = 0.

Verificati pentru a; =ag = 1 gias = ay = ~1.
Un model este urmatorul:

ap = 04=as5=0a8 =ap= .= Q-3 = Qg = +1,
@z = 63 =0ag=07 =010= .. =842 = G4-1= —L
Este singurul?
0. Pentru ce valori ale numérului natural n, din egalitatea:
: N ., | 1

T

rezulti egalitatea:
1 1 1 1

P TR e S
ecand pumitorii sunt nenuli?
Solutie. Relatia dati se mai poate scrie;

(a+ b+ c)(ab + be + ca) = abe;

a2b + abe + a%c + ab® + bc + abe + abe + be? + ac? = abe;
a?(b+c) +a(b? + 2bc+ ) + be(b +¢) =G
(b+c)[a® + a(b+c) + be] = 0;
(a+b)(b+ c)(ct+a)=0.

pfeaici, a=—=bsau b= —csauc= —a.
Inlocuind, de exemplu, pe a cu —b in a doua relatie, obtinem:

N A S S

(=b)y b e (=) 4t
Aceasia este evident adeviratia numai daca n este impar. Analog pentru b = —c sau

c = —a.

Comentariv. Enuntul nu specifici ciirei mul{imi apartin numerele a, b, c. Pentru ca
problema s& fie posibild, a, b gi ¢ trebuie s apartina unei multimi care congine cel putin
doud numere opuse.

10. Si se rezolve in mul{imea numerelor naturale ecuatia:

2% 4+ 2¥ + 27 = 2336,
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unde z < y < z
Solufie. Si observim c4 2336 = 25 . 73. Ecuatia se mai poate scrie:

2°(1+2Y* 4+ 2°%) = 25.73.
Avand in vedere ¢ z < y < z rezulté ¢ii 1} 2Y® 4 92~ egte un numir impar, deci:
27 =925 142v2 4 952 _ 73

De aici rezultd ¢ = = 5, jar 2¢v-5 1 92=5 — 70 Cum y<zavemy-—95<z-—b5sg
deci, din:
251422 = 2% . 9

rezulti 2V~ =23 y -5 =3 y=8gi 1+ 2°8 =9, de unde 2*® = 9 gi deci z — 8 = 3,
adicd z = 11,

Solutia ecuatiei, in conditiile cerute este, deci, tripletul (5,8,11).

Comentarii. 1) Orice numir natural nenul n se poate serie sub forma n — 2P(2g 4 1),
unde p gi ¢ sunt numere naturale (deci pot lua si valoarea 0).

2) Conditia z < y < z a simplificat foarte mult problema. Dacd nu s-ar fi impus
aceastad ordine ar fi trebuit analizate cazurile;

a) T =y = z, adicl 3. 2% = 2336. Ecuatia nu are solutii pentru ci z € N, iar 2336
nu este multiplu de 3. |

b) Daci dous si numai doui dintre necunoscute ar fi egale, de exemplu 2 = y +£ 2z,
am avea:

2.2 42 =2°.73

Presupunénd = + 1 < z obtinem 22+1(1 4 2*%-1) — 25.73 de unde z 41 = 5, adiei
x=45i14+2°° =73, de unde 2° % = 72. Cum 72 nu este o putere 4 lui 2, nici in acest
caz ecuatia nu are solutie,

¢) Daci z # y # z # z atunci ecuatia are sase solutii:

(5, 8, 12), (5, 11, 8), (8, 5, 11), (8, 11, B), (11, 5, 8), (11, 8, 5).

11. Polinomul P(X) = an X" +an,_ 1 X™ ' +...4 a1 X +ao are toti coeficientii numere
intregi. Dacé P(0) si P(1) sunt numere impare, demonstrati ¢4 polinomul nu se anuleazi
pentru nici un numar intreg.

Solutie. Din ipotezd rezults ci ag = 2k + liiaran +a, 1+ ...+ a; +ag = 2p+ 1.

Vom demonstra prin reducere la absurd. Si pi csupunem ci exista zo € Z astfel incat
P [::tg.] =i},

Dacd g este par atunci z§ este par si a;z5 este, de asemenea, numiir par (k =1,
2, ...y n). Mai mult, an2f + an_10f ' + ...+ a1zg este o sumi de numere pare, deci este
numar par. Cum ag este impar, suma (a,z% + @.12f T+ ...+ ayzg) + ap, fiind format
dintr-un numér par gi unul impar este un numér impar si deci nu poate fi egala cu 0,

Daci zg este impar atunci zf este impar, iar ayz} are aceeasi paritate cu ay. De aici
rezulta ca;

= |
anzy +an_125 " + ... +ayzg

-22.



are aceeagi paritate cu a,, +agn 1 + ... +ay, dar aceastd sumd este pari. Intr-adevir, cum
ag = 2k + 1, iar ap + @pn—1 + ... + a1 +ap = 2p + 1, rémane ci a, + ap_1 +... +a; este
numar par. Deci, si in acest caz, P(zq) este o sumi dintre un numdr par si unul impar gi
nu poate fi 0.

Comentarii. 1) Se poate demonstra cé, dacd un polinom cu coeficienti intregi admite
o ridicind intreagh, aceasta divide termenul liber. Folosind acest rezultat, presupunerea
ci xp este par nu ar mai fi necesari.

2) Daci P(X) are coeficien(i intregi i dacd se divide eu X — xo, zo € Z, atunci
citul impértirii este un polinom Q(X) cu coeficienti intregi. Presupunem cé zo € Z este
ridicind a polinomului dat. In P(X) = (X — z0)Q(X) inlocuim X cu 0 i apoi cu 1 g
obtinem:

P(0) = —=0Q(0),

P(1) = (1 — zo)Q(1).

Cum —zxg §i 1—zo sunt de parititi diferite, ar trebui ca cel putin unul dintre numerele
P(0) si P(1) s fie par. Dar, conform ipotezei, P(0) si P(1) sunt ambele impare, deci
contradictie.

Am demonstrat, deci, in alt mod, cerinta problemei.

12. Fie P(X) un polinom cu coeficienti numere intregi. Dacd P(1) = P(2) = 0,
ardtati ¢a P(k) este un numir intreg par, oricare ar fi k € Z.

Solutie. Daci P(1) = 0 rezult} c& polinomul dat se divide cu X —1 apoi, din P(2) = 0,
rezulti c& polinomul se divide si cu X — 2, Cum X — 1 si X — 2 sunt prime intre ele
rezultd c¢i P(X) se divide cu produsul lor. Existé, deci, un polinom Q(X) cu coeficienti
intregi astfel incat:

P(X) = (X -1)(X - 2)-Q(X)- (1)

Inlocuind nedeterminata X prin k € Z avem:

P(k) = (k= 1)(k — 2) - Q(k).

Dar Q(k) este un numir intreg. Daci numérul k este par, atunci factorul k — 2 este
par, deci P(k) este par. Daci numirul % este impar, atunci factorul k — 1 este par, deci
P(k) este par. Rezulté ci, pentru orice numir k intreg, P(k) este un numér par.

Comentariu. In demonstratie esential nu a fost faptul ci 1 si 2 sunt numere intregi
consecutive, ci faptul c§ acestea au parititi diferite. Problema se poate extinde astfel:

Daca polinomul P(X), cu coeficienti intregi, admite dou# ridécini intregi de paritati
diferite, atunci P(k) este un numar par pentru orice numir k intreg.

13. Fie un tablou cu m linii §i n» coloane completat numai cu elementele —1 gi +1,
astfel incit produsul elementelor de pe fiecare linie si de pe flecare coloand este —1. S&
se arate ci numerele m si n nu pot fi de paritati diferite.
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Solufie. Pentru m gi n de aceeasi paritate, un astfel de tablou existd., de exemplu,
pentru n=3gin=>5:
-1 1 1 =1 -1
I 1 -1 1 1
1 -1 1 1 1

Acest tablou verifici conditia ¢& produsul elementelor de pe fiecare linie gi de pe
fiecare coloani este —1.

S& presupunem ci se poate completa un astfel de tablou si in cazul in care m gin
sunt de paritégi diferite. Presupunem m par si n impar. fn tablou sunt mn elemente. S
calculdm produsul p al celor mn elemente in dous moduri.

§tim c& produsul elementelor de pe fiecare linie este —1, Atunci:

p=(=1):(-1)-..- (=1)=(-1)™ = +1.

de e ori

Analog, produsul elementelor de pe fiecare coloani fiind tot —1, avem:
P:._["l) (=)~ =(-1"=—-1.

e

de n ori

Contradictie! Analog se demonstreazi imposibilitatea si pentru m impar i n par.
Cu aceasta am rispuns complet la intrebares problemei.

Comentarii. 1) Dacs am fi incercat si completdim un astfel de tablou, de exemplu
pentru m = 3 gi n = 2, evident ¢4 nu am fi reusit, dar aceasta nu ar fi insemnat c& am
demonstrat imposibilitatea ceruts.

2) Pentru a obtine tablouri cu proprietatea cerutd in cazul cind m gl n sunt de
aceeagi paritate putem proceda astfel: completim la intamplare cu elementele —1 si +1
un tablou avind m — 1 linii §i » — 1 coloane. Linia numirul m o completdm cu +1,
respectiv —1 dupd cum produsul elementelor de pe fiecare coloani a tabloului eu m — 1
linii gi n — 1 coloane este —1, respectiv 1. Analog completim coloana a n -a. Paritatea
numdrului elementelor egale cu —1 din primele n — 1 elemente ale liniei a m - a este
aceeagi cu paritatea numdrului elementelor egale cu —1 din primele m — 1 elemente ale
coloanei a n -a.

Rémaéne de completat tabloul cu elementul aflat la intersectia liniei a m -a cu coloana
an - a Acesta va fi egal cu +1 daci numirul elementelor egale cu —1 din primele n — 1
elemente ale coloanei a m -a este impar sau eu —1 dacs acest numar este par.

3) Exista oare oricate tablouri cu proprietatea ceruti in cazul in care m §1 n au aceeasi
paritate? Evident, nu! Se poate demonstra ¢ numirul acestor tablouri este 2(m—1)(n~1)

14. Se consideri un tablou cu n linii si n coloane, cu elemente 0 si 1, construit astfel:
la intersectia liniei i cu coloana j se scrie 1 dach i divide pe j gi 0 daca 1 nu divide pe j
pentru orice 1 £i<ngil<j<n.

Dacd p este un numir natural dat, s se determine cea mai mare valoare a lui n
astfel Incét sd existe p coloane cu proprietatea ci suma elementelor de pe fiecare dintre
ele este un numir impar,
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Solutie.Pentru a putea aborda mai ugor problema si construim un astfel de tablou
pentru n =5 . '

linia 1 vafi1111 1 pentru ci 1 divide orice numér;

linia 2 va i 0 1 0 1 0 pentru c& 2 divide pe 2 si pe 4, dar nu divide pe 1, 3 51 5;
repetand rationamentul obtinem, in final, tabloul:

L3 £ 832
g 10 L0
0010 0 (1
00010
00001

S3 observim ci numai pe coloanele 1 si 4 suma elementelor de pe fiecare din ele este
un numar impar,

De fapt, suma elementelor de pe coloana j reprezinti numérul de divizori naturali ai
numdrului j. Dar singurele numere naturale cu un numér impar de divizori naturali sunt
pitratele perfecte (vezi problema comentati nr. 4 de la capitolul ” Pétrate perfecte”).

Problema cere si existe exact p p&trate perfecte in multimea {1, 2, ..., n}. Rezulta ca
p? < n < (p+1)? = p? +2p+ 1. Cum n trebuie sX fie cel mai mare obginem n = p® + 2p.

Comentarii. 1) In cazul particular p = 2 tabloul (1) mai poate fi completat cu 3 linii
si 3 coloane firk ca pe altd coloand, in afara coloanelor 1 gi 4, suma elementelor si fie
numar impar.

2) Un element oarecare al tabloului poate fi notat cu a;; gi inseamnd c8 acest element
se afli la intersectia liniei ¢ cu coloana j.

in cazul nostru:

o= { o s i 1 € (3

15. Demonstrati c& oricare ar fi numerele naturale p gi n, mai mari strict ca 1,
numdrul p™ se poate scrie ca o sumé de p numere naturale consecutive impare.

Solutie. S& ar&tim ci existd k € N astfel incat :

pPh=(2k+1)+(2k+3)+...+[2k+ (2p—1)]

P » e P
pr=Y [2k+(2-1)]=23 k+2) i-) 1
i=1 i=1 =1 i=1
"o k-1 kEtp 2 - p(pk—'l - 1) :
p"* = 2kp 4+ p(p + 1) — p de unde p*~! = 2P Obiinem k = T T Trebuie sa
aritim c& numirul k este natural. Daci p este par evident k € N. Daca p este impar
atunci p¥~? — 1 este par deci k € N.
Comentariu
Ce conditie trebuie impusi lui p astfel incat p™ si se poatd scrie ca o sumd de p
numere consecutive?
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P
- plp+1
Decip" = 3 (k+i) = kp+ 2+ ). De aici: & =p"_1—E—;—1, Rezulté c& p trebuie

i=1
sd fie numéar natural impar.

PROBLEME PROPUSE

1. Un numér de 3 cifre, divizibil cu 77, are toate cifrele pare. Sa se afle acest numir.

2. Ardtati cii suma a n numere naturale impare consecutive (n > 1) nu poate fi un
numar prim.

3. Fie n un numir natural impar, ay, as, ..., a, Dumere intregi, iar b;, by, ..., b,
aceleagi numere in altf ordine. Ariitati ci numerele:

N_l = [ﬂl + bl}[ﬁz"i'bg} " i (ﬂ:ﬂ + bn]

§i:
Na = (a1 = b1)(aa = b) - .. - (a, — by)

sunt numere pare,

4. Intr-unul din patratele unei table de gah este seris numirul +1, iar in celelalte —1.
Egelegem prin "mutare” schimbarea tuturor semnelor numerelor dintr-o linie sau dintr-o
coloand oarecare. SX se arate ci oricate mutiri am efectua, nu putem obtine +1 in toate
piitratele tablei.

5. 54 se demonstreze ci diferenta a3 — b%, formats din cuburile numerelor intregi
impare a i b se divide cu 2", daci gi numai daci (@ — b) se divide cu 27,

6. La o consfituire s-au intélnit n persoane, dar nu fiecare a dat ména cu toate
celelalte. Si se arate ¢4 numirul celor care au dat méana de un numir impar de ori este
par.

7. Fie p numérul divizorilor naturali ai numsruluj Ni=n*—4n®+80% —8n+3
(n € N — {1}), iar ¢ numa&rul divizorilor naturali aj numarului Ng = N; + 1. S4 se
demonstreze cil p + ¢ este numér impar.

8. Aritati ci:

1) numiirul W poate fi scris ca un produs de doud numere impare consec-

: de n ori de n ori
utive:

2) numiirul 4474 B8..8 poate fi scris ca un produs de doué numere pare consecutive;

de n ori de n ori
3) numérul 44,4 g.”g poate fi scris ca un produs de doui numere consecutive.

de n ori de n ori

9. Gésiti toate numerele de 3 cifre alcituite din cifre pare si divizibile prin produsul
cifrelor respective.

10. Aritati ci ecuatia z? — 2y? + 82 — 3 = 0 nu are solutii in multimea numerelor
intregi.

11. Exista polinoame P de gradul trei, cu coeficieni intregi, astfel incét P(1) = 1
§i P(3) = 47 Dar astfel incit P(7) = 5 s P(15) = 97 Conditia ca polincamele si fie de
gradul trei este esentiala?
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12. Demonstrati ei, fiind dat un numar natural nenul n, existd un numéir natural
avand n cifre, divigibil cu 5", care se scrie cu cifre impare.

13. Pe o banci stau zece elevi, biieti gi fete. Se poate ca intre oricare doi béieti si
fie un numér par de elevi, iar intre oricare doua fete un numar impar?

14. Aritati ci [(3+ v/5)"] + 1 este un numir par, pentru orice numéir natural n. ([z]
reprezintii partea intreagi a numarului z).

SOLUTII, INDICATII §I RASPUNSURI

1. Din faptul ci 77 divide pe abc rezults ci 11 divide pe 100a + 10b + ¢ = 99a +
11b4+a—b+c = 11(9 + b) + a — b+ ¢. Trebuie deci ca a — b+ ¢ si fie multiplu de 11.
Deoarece a, b si ¢ sunt cifre pare, singura posibilitate estea — b+ c =0, adicA b=a +c.

Numirul cutat devine a(a + ¢)e = 100a + 10(a + ¢) + ¢ = 11(10a + ¢). Dar 10a + ¢
trebuie si fie multiplu de 7, iar a+ ¢ trebuie s3 fie cifrd. Analizand cazurile posibile gasim
a =4 gi ¢ = 2. Deei numérul ciutat este 462.

2. Avem (2k+ 1)+ (2k+3)+ ...+ (2k+2n—-1)=2nk+ 14+ 3+ ..+ (2n—1)] =
Ok +n? = n(2k + n). Cum n > 1 rezulti ci suma datd se divide cel putin prin n si cum
n(2k + n) > n rezultd ca suma dati nu este numér prim.

3. Problema constitue o generalizare a problemei comentate nr. 9 de la capitolul
"Principiul cutiei”. Trebuie si ardtam ca cel putin un factor al lui N; este numdr par.
Presupunem ci toti factorii sunt impari. Dar suma lor este 2(a; + a3 + ... + a,,), deci
numar par. Pe de alti parte, suma unui numér impar de numere impare este un numar
impar. Contradictie! Analog pentru Ng.

4. Dupa fiecare "mutare”, paritatea numérului de semne " 4" de pe tabli raméne
aceeasi. Intr-adevir, sii presupunem ci inainte de o mutare pe linia (sau coloana) respec-
tiva avem a semne "+" gi b semne ”-”. Dupi "mutare” pe linia (coloana) considerati
vom avea a semne ”—" si b semne "4, Decarece a + b = 8 rezulta cd a gi b au aceeasi
paritate, deci paritatea numarului de semne "7 este aceeasl.

Asadar pe tabli se va afla mereu un numair impar de semne "7, deci niciodaté nu
vom putea obtine +1 in toate cele 64 de pitritele ale tablei de gah.

5. Dacé a — b se divide cu 2*, cum a® — b* = (a — b)(a? + ab + b?), rezultd ci 2"
divide pe a® — b3, :

Reciprpe: 2" divide pe a3 — 5% = (a — b)(a? + ab+ b?). Dar a? + ab + b? este numér
impar pentru a gi b impari. Rezultd ci 2" divide pe a — b.

6. Cand o persond di méana cu o altd persona se realizeaza doud strangeri de mané,
deci numdrul total al strangerilor de méni este par (2s). Avem, deci:

pL+p2t+pat.. +Pﬂ e 231 {:*)

unde pp reprezintd numérul stringerilor de méani pe care le-a realizat persoana cu
numérul de ordine k.

Printre cele n persoane sunt i persoane care au realizat fiecare cate un numar par
de strangeri de mani si n — { persoane care au realizat fiecare cite un numér impar de
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stringeri de mani. Putem reorganiza in suma (*) termenii astfel:

' ‘ ¥ : p ,
P1 +P2 + . +pi +P£+1 +P£+2 ) - +_pﬂ = 2z,
e, r— , i A

i numere pars fi—i numare impara

Suma formati din i numere pare si (n — 1) numere impare este un numér par daci
gl numai dacii num&rul numerelor impare este par, deci n — i este par.

7. Se observd c& No = (n? — 2n + 2)2, jar Ny = (n? — 2n + 2)2 — 1.

Cum Ny are un numér impar de divizori naturali, iar N are un numér par de divizori
pentru ca nu poate fi pitrat perfect rezulté ci p | g este impar (este bine si se revadii
problemele comentate nr. 4 gi nr. 9 de la capitolul "Pétrate perfecte?).

8. Fie numarul:

N = .a bbb =
gt g g
de n ori de n ori

= a(10" +10"? 4+ . +104+1)- 10" 4+ B10" 4+ 10" 2 4 . + 104+ 1) =

0" -1 10" — 1
= A W e~
10" =1/a-10"+b)  10"—1 u(lﬁ“—l}_l_ﬂ.+b
3 3 8 3 3 4

1) Pentrua =1, b = 5 avem:

—_— 10" -1 /10" -1
N= 11..1 55...5 = 3 ( 3 +2) =33..33. 33..3 5

de noori de n ari de mari de n—1 ari
2) Pentru a = 4, b = 8 avem:
1071 /4.0~ 1) B 2 B
N = = ( 3 +4)_3-(m —1]-(3{10 -1)+2)_

de nori de n—1 ori

3) Pentru a = 4 gi b = 2 avem:
10" —1 (4. (10" - ~
N - 1(“ L ”+z)= -110“-1}-(§{10"—1J+1)=

= 66..66- 66.67 .
de n ori de n—1 ori

(1] N

9. Un numér de 3 cifre este de forma abe. Cum a, b, ¢ sunt cifre pare rezulti a = 2z,
b= 2y, c = 22, unde =, y, z apartin multimii {0,1,2,3,4}, iar = # 0. Cifrele z, y sau z
nu pot fi mai mari ca 4 pentru cé, in acest caz, a, b sau ¢ nu ar mai fi cifre.

Avem; '

m=a-1m+b-1u+c=2m-mo+2y-w+zz=2{m-1m+y-m+z) — 2-F7z.

Cum a, b gi ¢ sunt pare rezulta ci produsul cifrelor acestora este un multiplu de 8 deci,
conform cerintei problemei, 8 divide pe 2-77z, adici 4 divide pe £yz. Dar Tyz = 100x+-7=.
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De aici rezult, pentru ¢ 100z se divide cu 4, ci 7z trebuie s fie multiplu de 4. Avand
in vedere ci z < 4, y < 4 avem:

7z € {12, 24, 32, 44},

Riaméne si analizim fiecare din aceste patru cazuri posibile.

1) Din 7Z = 12 rezulti abc = a24. Cum a este par rezulti cd a-b- c este multiplu de
16. De aici avem a = 2 sau a = 6. Numerele 224 si 624 sunt printre cele ciiutate.

2) Din JZ = 24, rezultd abc = a48. Cum a este par, produsul a - 4 -8 = 32a este
multiplu de 64, deci 64 divide ad8. Se aratd ci numai pentru ¢ = 4 numdrul 64 divide
pe ad8 dar, in acest caz, 4-4- 8 = 128 nu divide pe 448.

3) Daca 7z = 32, avem abc = ab4, deci 48 divide pe B4, adevirat numai pentru
a =8, dar 8-6 - 4 = 192 nu divide pe 864.

4) In sfarsit, daci g2 = 44 rezultd ci abc = aB8, deci 128 trebuie si dividi a88,
dar 788 nu este multiplu de 128 pentru a € {2,4,6,8}. Rémane ci singurele solutii ale
problemei sunt numerele 224 si 624.

10. Presupunem c# ecuatia are solutii in multimea numerelor intregi. Atunci, cu
necesitate, = este impar. Fie x = 2k + 1 gi obtinem:

ak? + 4k +1- 2% +82-3=0,
de unde 2k2 + 2k — ¢ + 42 — 1 = 0. De aici rezult3 ci y trebuie s& fie, cu necesitate,
numéir impar. Fie y = 2p+ 1. Avem:
W2+ 2%k —4p® —dp—1+42—1=0,
salL;
2k? 4+ 2k + 4z = 4p° + 4p + 2,
adica:
k? 4+ k422 =2p* + 2p+ 1.

Cum k(k + 1) + 2z este numir par, iar 2p(p+ 1) + 1 este impar rezult ca egalitatea
este imposibila.

11. Fie P(X) = as X® 4+ a3 X% + a1 X + ao. Fie a gi b doud numere intregi. Atunci:

P(a)— P(b) = a3(a®—b%) +az(a®—0*) +ai(a—b) =
. = (a— b)[as(a® + ab+ b*) + az(a + b) + a1].

Evident, ambii factori ai acestui produs sunt numere intregi. Notédnd paranteza

dreapti cu Q(a, b), pentru a = 3 gi b= 1 ob{inem:
P(3)-P(1) = (3-1)Q(3,1)
Sall.
1-1=2.Q@3,1); 3=2Q@,1). (1)

Cum Q(3, 1) este numir intreg avem 2Q)(3, 1) numér par. Egalitatea (1) este, deci,

imposibild. Analog, pentru a = 15 gi b = 7 avem:

P(15) — P(7) = (15— 7) - Q(15,7)
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9=-5=28Q(5,7); 4=8Q(5,7); 1=2Q(5,7),
deci din nou imposibilitate.

Rezultatele riman valabile pentru polinoame cu coeficienti intregi de orice grad n.

12. Se observii ci, pentru n numir natural dat, existi un numsr N avand n cifre
care sé fie multiplu de 5” (5" nu are mai mult de n cifre gi in cazul in care are mai putine
completém la dreapta cu zerouri).

Avem, deci:

N =@na; T -aray
un multiplu al lui 5" de n cifre. Numirul N poate contine, evident, §i cifre pare. Vom
incerca sé transformiim num&rul N intr-un numgr care contine numai cifre impare.

Pentru a transforma o cifr pard ay, intr-o cifrd impari astfel incat numsrul obtinut
sa rémini multiplu de 5" adunim la N numsrul 5" - 10*1. Deoarece a k - a cifri a
numiérului 5% - 105~! este 5, in loc de a4 vom obtine ay + 5 (sau aj +5— 10, daci a; > 5),
adicd o cifrd impari Incepem aceasti operatie cu cifra pari de rang minim. Procedim
analog cu celelalte cifre pare de rang superior (obtinute, eventual, pe parcurs) pani la
cifra de rang n — 1. Avand in vedere c& n este finit, dupé un numér finit de pasi, toate
cifrele de rang mai mic sau egal cu n — 1 devin impare. Obtinem un multiplu al lui 5"
de forma:

| p-10" +alal .,
in care toate cifrele a}, af, ..., @n_1, Gy, sunt impare, iar p este un numir avand cifrele
de paritate oarecare.

Scézénd din acest numir numirul p - 107 (si el multiplu de 57), obtinem numdrul
alal,_...a] care are proprietétile cerute.

13. Daci o fati std pe un loc impar, iar alta pe un loc par, atunci intre ele se alfi
un numér par de elevi, deci acest caz este exclus.

Daci ele stau pe numere impare, béietii se vor ageza pe cele pare, deci intre doi baieti
se vor afla un numér impar de elevi. larasi contradictie.

Rimaéne de analizat cazul in care fetele stan pe locuri cu numere impare. Atunci
biietii stau pe cele cu numere pare gi deci intre doi béieti se aflX din nou un numdr impar
de elevi. Riméne c& agezarea ceruti nu se poate realiza.

14. Cu notatiile z, = (3 + VB)" 8 T = (3 - v5)", n € N*, avem:

Tn = an + bpV5 §i By = a,, — b.v5 cu a,, b, € N*.

Deci: z,, = z,, +E;—I+{l—1:_ﬂ}=2c:,,-1+(1—'i:}.
Cum 2a, —1€Ngi 1 -7; € (0,1) deducem

[zn] = 20, — 1gi {zn} =1-7%,

iar de aici coneluzia din enunt.
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