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Metoda Divide et Impera

Descrierea generală a metodei

„Divide et Impera” este o metodă generală de elaborare a algoritmilor care constă (n două etape:

· „Divide”. Problema dată este împărţită în două sau mai multe subprobleme de acelaşi tip, dar de dimensiuni mai mici. Subproblemele se rezolvă direct, dacă dimensiunea lor permite aceasta (cazuri elementare), sau, fiind de acelaşi tip, se rezolvă în mod recursiv, prin acelaşi procedeu.

· „Impera”. Se combină soluţiile subproblemelor pentru a obţine soluţia problemei iniţiale. 

Pentru a intui mai bine cum funcţionează această metodă, să ne gândim la modul de organizare a unui turneu de tenis. Concurenţii participanţi sunt împărţiţi în două grupe. Se organizează turneul în cadrul fiecărei grupe, iar finala se va disputa între cei doi câştigători ai turneului pe grupe. Câştigătorul finalei este câştigătorul întregului turneu. Organizarea turneului pe grupe se face după acelaşi procedeu: se împart concurenţii din cadrul grupei pe semigrupe, se organizează turneul pe semigrupe, iar câştigătorul grupei se obţine într-un meci de semifinală între cei doi câştigători din cele două semigrupe, ş.a.m.d. Împărţirea se repetă până când avem doar doi jucători, care joacă un meci „direct”.

Pentru a descrie într-un mod cât mai general această metodă, să considerăm că funcţia Divide_et_Impera() trebuie să rezolve o problemă de dimensiune d şi să obţină soluţia problemei în parametrul SolP. Pentru aceasta se împarte pro​blema dată în ns subprobleme. Cum nu este obligatoriu ca subproble​mele să aibă aceeaşi dimensiune, reţinem în vectorul ds dimensiunile celor ns subprobleme. Rezolvăm cele ns subprobleme, apelând pentru fiecare dintre ele funcţia Divide_et_Impera()şi reţinem soluţiile obţinute în vectorul s. Prin combina​rea soluţiilor subproblemelor din vectorul s, obţinem soluţia problemei date.

void Divide_et_Impera(int d; Solutie & SolP)

{ /*functia rezolva o problema de dimensiune d, retinand   

    solutia in parametrul de tip variabila SolP*/

int ds[NMaxSubprobleme], ns, i; 

Solutie s[NMaxSubprobleme];

if (d < ()           //problema se poate rezolva direct
   Prelucrare (d, SolP);

   else

   { Divide(d, ns, ds); 

     /*imparte problema in ns subprobleme, ale caror 

     dimensiuni sunt retinute in vectorul ds*/

     for (i=0; i<ns; i++) Divide_et_Impera (ds[i], s[i]);

   /*rezolva cele ns subprobleme in acelasi mod*/

     Combina(ns, s, SolP); }

     /*combina solutiile subproblemelor, pentru a obtine 

     solutia problemei initiale*/

}

Varianta Pascal:
procedure Divide_et_Impera(d:Dimensiune; var SolP:Solutie);

{procedura rezolva o problema de dimensiune d, retinand solutia in parametrul de tip variabila SolP}

var ds: array [1 .. NMaxSubprobleme] of Dimensiune; 

    {vector in care retinem dimensiunile subproblemelor}

    ns,i: 1 .. NMaxSubprobleme; {ns-numarul de subprobleme}

    s: array[1 .. NMaxSubprobleme] of Solutie;

    {vector in care retinem solutiile subproblemelor}

begin
if d < ( then             {problema se poate rezolva direct}
   Prelucrare (d, SolP)

   else
   begin
   Divide(d, ns, ds);  {imparte problema in ns subprobleme, 

ale caror dimensiuni sunt retinute in vectorul ds}

   for i := 1 to ns do Divide_et_Impera (ds[i], s[i]);

   {rezolva cele ns subprobleme in acelasi mod}

   Combina(ns, s, SolP); {combina solutiile subproblemelor, pentru a obtine solutia problemei initiale}

   end
end;

Metoda pare destul de complicată, dar în realitate este mult mai simplu. În cele mai multe situaţii problema se împarte în două subprobleme de dimensiuni aproximativ egale.

Aplicaţii

Cel mai mare divizor comun XE "Cel mai mare divizor comun" 
Fie n valori naturale a0,a1,…,an-1. Determinaţi cel mai mare divizor comun al lor (cmmdc(a0,a1,…,an-1)) prin metoda Divide et Impera.

Soluţie

Soluţia „Divide et Impera” constă (n împărţirea şirului a0,a1,…,an-1 (n două subşiruri a0,a1,…,am, respectiv am+1,…,an-1 (unde m reprezintă poziţia din mijloc) şi aplicarea asociativităţii operaţiei cmmdc:

cmmdc(a0,a1,…,an-1)=cmmdc(cmmdc(a0,…,am),cmmdc(am+1,…,an-1))

#include <fstream.h>

#define NMax 20

unsigned  a[NMax], n;

void  Citire()

{ifstream fin("cmmdc.in");

 fin>>n;

 for (int i=0; i<n; i++) fin>>a[i];

 fin.close(); }

unsigned Euclid(unsigned x, unsigned y)

{       //calculeaza cmmdc(x, y) prin algoritmul lui Euclid

 unsigned r;

 while (y) {r=x%y; x=y; y=r;}

 return x; }

unsigned cmmdc(unsigned p, unsigned q)

{//functia intoarce cmmdc(a[p], ..., a[q])

if (q-p <= 1) //cmmdc se poate calcula direct

   return Euclid(a[p], a[q]);

unsigned m=(p+q)/2;

return Euclid(cmmdc(p, m), cmmdc(m+1, q)); }

int main ()

{ Citire();

  cout<<"cmmdc= "<<cmmdc(0, n-1)<<endl; 

  return 0; }

Varianta Pascal:
program Cel_Mai_Mare_divizor_Comun;

const NMax = 20;

type Indice = 1..NMax;

var a: array[Indice] of word;

    n: Indice;

procedure Citire;

var fin: text; i: Indice;

begin
  assign(fin, 'cmmdc.in'); reset(fin);

  readln(fin, n); for i := 1 to n do read(fin, a[i]); 

  close(fin);

end;

function Euclid(x, y: word): word;

{functia calculeaza cmmdc(x, y) prin algoritmul lui Euclid}

var r: word;

begin
while y <> 0 do
      begin
        r := x mod y;

        x := y; y := r

      end;

Euclid := x;

end;

function cmmdc(p, q: Indice): word;

{functia intoarce cmmdc(a[p], ..., a[q])}

var m: Indice;

begin
  if q - p <= 1 then       {cmmdc se poate calcula direct}

    cmmdc := Euclid(a[p], a[q])

  else
    begin
      m := (p + q) div 2;

      cmmdc := Euclid(cmmdc(p, m), cmmdc(m+1, q));

    end
end;

begin                                   {program principal}

  Citire;

  writeln('cmmdc= ', cmmdc(1, n)); readln

end.

 Problema Turnurilor din Hanoi XE "Problema Turnurilor din Hanoi" 
 

Avem la dispoziţie trei tije numerotate 1, 2, 3 şi n discuri de diametre diferite. Iniţial, toate discurile sunt plasate pe tija 1 în ordinea descrescătoare a diametrelor, considerând sensul de la bază la vârf. Problema constă în a muta discurile de pe tija 1 pe tija 2, folosind ca tijă de manevră tija 3, respectând următoarele reguli:

– la fiecare pas se mută un singur disc;

– orice un disc poate fi aşezat doar peste un disc cu diametru mai mare.

Soluţie

Vom nota o mutare sub forma i(j, unde i,j({1,2,3}, i(j, cu semnificaţia „se mută un disc de pe tija i pe tija j”. 

Dacă n=1, problema se reduce la a muta un singur disc, ceea ce se poate face direct (caz elementar).

Dacă n>1, pentru a muta discul de diametru maxim de pe tija i pe tija j trebuie să îl „eliberăm”, deci să plasăm cele n-1 discuri de deasupra sa pe tija de manevră. Cele 3 tije fiind numerotate distinct cu valori din mulţimea {1,2,3}, suma numerelor tijelor este 6, deci tija de manevră este numerotată 6-i-j. Discul de diametru maxim fiind eliberat, poate fi mutat pe tija j, după care cele n-1 discuri de pe tija 6-i-j pot fi mutate pe tija j, folosind de data aceasta tija i, care este goală, ca tijă de manevră. 
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Pentru claritate, să notăm prin H(x,i,j) şirul de mutări necesare pentru a muta x discuri de pe tija i pe tija j.

#include <fstream.h>

ofstream fout("hanoi.out");

void Muta_Discuri(int x, int i, int j)

{          //functia muta x discuri de pe tija i pe tija j

 if (x>1)

    {Muta_Discuri(x-1,i,6-i-j);//6-i-j este tija de manevra

     fout<<i<<" -> "<<j<<endl;

     Muta_Discuri(x-1, 6-i-j, j);}

    else fout<<i<<" -> "<<j<<endl;

}

int main ()

{ int n;

  cout<<"n= "; cin>>n;

  Muta_Discuri(n,1,2);

  fout.close(); 
  return 0; }

Varianta Pascal:

program Hanoi;

const  NrTije = 3;

type   Tija = 1 .. NrTije;

var    n: byte; fout: text;

procedure Muta_Discuri(x: byte; i, j: Tija);

{procedura muta x discuri de pe tija i pe tija j}

begin
  if x > 1 then
    begin               {tija 6-i-j este tija de manevra}

      Muta_Discuri(x - 1, i, 6 - i -j); 

      writeln(fout, i, ' -> ', j);

      Muta_Discuri(x - 1, 6 - i -j, j)

    end
  else writeln(fout, i, ' -> ', j);

end;

begin
  write('Numarul de discuri n= '); readln(n);

  assign(fout, 'hanoi.out'); rewrite(fout);

  Muta_Discuri(n, 1, 2);

  close(fout);

end.

Exerciţiu

Calculaţi numărul de mutări efectuate de acest algoritm.

Problema plierilor XE "Problema plierilor"  

Se consideră un vector de lungime n. Definim plierea vectorului prin suprapunerea unei jumătăţi, numită donatoare, peste cealaltă jumătate, numită receptoare, cu precizarea că dacă numărul de elemente este impar, elementul din mijloc este eliminat. Prin pliere, elementele subvectorului obţinut vor avea numerotarea jumătăţii receptoare. Plierea se poate aplica (n mod repetat, până când se ajunge la un subvector format dintr-un singur element, numit element final. Scrieţi un program care să afişeze toate elementele finale posibile şi să se figureze pe ecran pentru fiecare element final o succesiune de plieri. 

Olimpiada Naţională, Arad 1992 – text modificat
Soluţie

Pentru a determina toate elementele finale şi succesiunile de plieri corespunză​toare pentru un vector cu numerotarea elementelor p..q, vom utiliza funcţia Pliaza(p,q). Dacă p=q, atunci vectorul este format dintr-un singur element, deci final. Dacă p<q, calculăm numărul de elemente din vector (q-p+1). Dacă numărul de elemente din vector este impar, elementul din mijloc (p+q)/2 este eliminat, plierea la stânga se face de la poziţia (p+q)/2-1, iar plierea la dreapta de la poziţia (p+q)/2+1. Dacă numărul de elemente din vector este par, plierea la stânga se poate face de la poziţia (p+q)/2, iar plierea la dreapta de la poziţia (p+q)/2+1. Vom codifica plierea la stânga reţinând (n şirul mutărilor simbolul 'S' urmat de poziţia Ls, de la care se face plierea spre stânga, iar o pliere la dreapta prin simbolul 'D', urmat de poziţia Ld de la care se face plierea spre dreapta. Pentru a determina toate elementele finale din intervalul p..q, apelăm recursiv funcţia Pliaza() pentru prima jumătate a intervalului, precedând toate succesiunile de plieri cu o pliere spre stânga, apoi apelăm funcţia Pliaza() pentru cea de a doua jumătate a intervalului, precedând toate succesiunile de plieri corespunzătoare de o pliere la dreapta.

De exemplu, pentru n=7, elementele finale şi plierile corespunzătoare sunt:

1: S3 S1

3: S3 D3

5: D5 S5

7: D5 D7

#include <iostream.h>

#include <string.h>

#include <stdlib.h>

#define NMax 50

int n, efinal[NMax];

//efinal[i] este 1 daca si numai daca i e element final

char m[NMax][50];

//m[i]=codificarea plierilor care ne conduc la elementul i

void Pliaza(int p, int q)

{//pliaza un vector cu componente numerotate de la p la q

 int Ls, Ld, i;

 char ss[50], sd[50], aux[50];

//Ls,Ld-pozitiile de pliere spre stanga, respectiv dreapta;

//ss,sd-sirurile care se obtin din pozitiile de pliere 

if (p==q) efinal[p]=1; //vectorul contine un singur element

   else
   {if ((q-p+1)%2) //vectorul are numar impar de elemente

        Ls=(p+q)/2-1;

        else  Ls=(p+q)/2;

    Ld=(p+q)/2+1;

    Pliaza(p,Ls);                //pliez prima jumatate

    itoa(Ls, ss, 10); itoa(Ld, sd, 10);

    //elementele finale din prima jumatate se obtin 

    //printr-o pliere prealabila la stanga

    for (i=p; i<=Ls; i++)

        {strcpy(aux,"S");strcat(aux,ss);strcat(aux," "); 

         strcat(aux,m[i]); strcpy(m[i],aux);}

    Pliaza(Ld, q);

    //elementele finale din cea de a doua jumatate se obtin 

    //printr-o pliere prealabila la dreapta

  for (i=Ld; i<=q; i++)

        {strcpy(aux,"D"); strcat(aux,sd); strcat(aux," "); 

         strcat(aux,m[i]); strcpy(m[i],aux);}

   }

}

int main ()

{ cout << "n= "; cin>>n;

  Pliaza(1,n);

  cout<<"Elementele finale sunt:"<<endl;

  for (int i=1;i<=n;i++)

      if (efinal[i])

          cout<<i<<": "<<m[i]<<endl; 

  return 0;}

Varianta Pascal:

program Pliere;

const NMax = 50;

type  Element = 1 .. NMax;

var n, i: Element;

    efinal: array[Element] of boolean;

{efinal[i] este true daca si numai daca i e element final}

   m: array[Element] of string;          

 {m[i]=codificarea plierilor care ne conduc la elementul i}

procedure Pliaza(p, q: Element);

{pliaza un vector cu componente numerotate de la p la q}

var Ls, Ld, i: Element; ss, sd: string;

{Ls - pozitia de pliere spre stanga;}

{ss - sirul care se obtine din pozitia de pliere stanga;}

{Ld - pozitia de pliere spre dreapta;}

{sd - sirul care se obtine din pozitia de pliere dreapta}

begin
  if p = q then       {vectorul contine un singur element}

    efinal[p] := true

  else
    begin
    if (q-p+1) mod  2 = 1 then 

      begin          {vectorul are numar impar de elemente}

        efinal[(p + q) div 2] := false; 

      {elementul din mijloc este eliminat}

        Ls := (p + q) div 2 - 1;

      end
    else
      Ls := (p + q) div 2;

   Ld := (p + q) div 2 + 1;

   Pliaza (p, Ls);                   {pliez prima jumatate}

   str (Ls, ss); str (Ld, sd); 

 {am convertit pozitiile de pliere in siruri de caractere}

 {elementele finale din prima jumatate se obtin printr-o pliere prealabila la stanga}

   for i := p to Ls do 
       m[i] := 'S' + ss + ' ' + m[i];

   Pliaza(Ld, q);

   {elementele finale din cea de a doua jumatate se obtin printr-o pliere prealabila la dreapta}

   for i := Ld to q do 
       m[i] := 'D' + sd + ' ' + m[i]

   end;

end;

begin                                   {program principal}

  write('n= '); readln(n);

  Pliaza(1, n);

  writeln('Elementele finale sunt:');

  for i := 1 to n do
      if efinal[i] then

         begin 

             write(i, ': '); writeln(m[i]); 

         end;

  writeln; readln

end.

Problema tăieturilor XE "Problema t(ieturilor" 
O placă de tablă dreptunghiulară, de dimensiuni Lp x Hp, are n găuri, (n puncte de coordonate întregi. Să se decupeze din placă o bucată de arie maximă, dreptunghiulară şi fără găuri, ştiind că sunt permise doar tăieturi pe direcţii paralele cu laturile plăcii.

Soluţie

Pentru a identifica o zonă dreptunghiulară cu laturile paralele cu laturile plăcii este suficient să reţinem coordonatele colţului din stânga jos (xs,ys) şi cele două dimensiuni l şi h. Funcţia Taie(xs,ys,l,h) determină zonele dreptun​ghiulare fără găuri ce se pot obţine prin tăieturi duse prin găurile plăcii cu colţul stânga jos (xs,ys) şi dimensiunile l, h pe direcţii paralele cu laturile plăcii reţinând (n variabilele globale Amax, xmax, ymax, LMax, HMax aria maximă, respectiv coordonatele unei plăci dreptunghiulare fără găuri de arie maximă. Pentru aceasta, funcţia caută o gaură din interiorul plăcii de coordonate (xs,ys,l,h). Dacă o astfel de gaură nu există, placa dreptunghiulară de arie maximă fără găuri este chiar (xs,ys,l,h) şi o compar cu maximul global. Dacă a fost găsită o gaură de coordonate (xi,yi) (n interiorul plăcii (xs,ys,l,h), reducem problema la 4 subprobleme: determinarea unei zone dreptunghiulare de arie maximă, fără găuri ce se poate obţine din cele două plăci obţinute printr-o tăietură orizontală prin gaura (xi,yi), respectiv cele două plăci obţinute printr-o tăietură verticală prin gaura (xi,yi).

#include<fstream.h>

#define NMaxGauri 20

int n;                            //numarul de gauri

int x[NMaxGauri], y[NMaxGauri];   //coordonatele gaurilor

int Lp, Hp, Amax, lmax, hmax, xmax, ymax;

void Citire()

{ifstream fin("placa.in");

 fin>>Lp>>Hp>>n;

 for (int i=0; i<n; i++) fin>>x[i]>>y[i];

 fin.close(); }

int Interior(int i, int xs, int ys, int l, int h)

{/*intoarce 1 daca gaura i este in interiorul dreptunghiu-

lui cu coltul stanga jos (xs,ys), lungime l si inaltime h*/

 if ((x[i]>xs) && (x[i]<xs+l) && (y[i]>ys) && (y[i]<ys+h))

     return 1;

 return 0; }

void Taie(int xs, int ys, int l, int h)

{int i=0;

 //caut o gaura in placa

 while ((i<n) && !Interior(i,xs,ys,l,h)) i++;

 if (i==n)                             //placa nu are gauri

    {if (l*h>Amax)

        Amax=l*h, lmax=l, hmax=h, xmax=xs, ymax=ys;}

    else                         //taiem placa prin gaura i

    {Taie(xs, ys, l, y[i] - ys);                //orizontal

     Taie(xs, y[i], l,  ys + h - y[i]);

     Taie(xs, ys, x[i]-xs, h);                  //vertical

     Taie(x[i], ys, xs + l - x[i], h);}

}

int main()

{ Citire();

  Taie(0, 0, Lp, Hp);

  cout<<"Placa de arie maxima are coltul stanga jos (";    

  cout<<xmax<<", "<<ymax<<")\n";

  cout<<"Lungimea="<<lmax<<"; inaltimea="<<hmax<<endl;

  return 0;}

Varianta Pascal:
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program Taieturi;

const NMaxGauri = 20;

type  Gaura = 1 .. NMaxGauri;

var   n: Gaura;                          {numarul de gauri}

      x, y: array[Gaura] of word;   {coordonatele gaurilor}

      Lp, Hp, Amax, LMax, HMax, xmax, ymax: word;

procedure Citire;

var fin: text; i: Gaura;

begin
  assign(fin, 'placa.in'); reset(fin);

  readln(fin, Lp, Hp); readln(fin, n);

  for i := 1 to n do readln(fin, x[i], y[i]);

  close(fin)

end;

function Interior(i: gaura; xs, ys, l, h: word): boolean;

{intoarce true daca gaura i este in interiorul dreptunghiu​lui cu coltul stanga jos (xs,ys), lungime l si inaltime h}

begin
Interior := false;

if (x[i]>xs) and (x[i]<xs+l) and (y[i]>ys) and (y[i]<ys+h)      

    then Interior := true

end;

procedure Taie(xs, ys, l, h: word);

var i: Gaura;

begin
i := 1;                             {caut o gaura in placa}

while (i<=n) and not Interior (i, xs, ys, l, h) do inc(i);

if i > n then                          {placa nu are gauri}

   if l * h > Amax then
      begin 

        Amax := l * h; lmax := l; hmax := h; 

        xmax := xs; ymax := ys 

      end
      else
   else                          {taiem placa prin gaura i}

   begin
     Taie(xs, ys, l, y[i] - ys);                {orizontal}

     Taie(xs, y[i], l,  ys + h - y[i]);

     Taie(xs, ys, x[i]-xs, h);                   {vertical}

     Taie(x[i], ys, xs + l - x[i], h)

   end;

end;

begin                                   {program principal}

  Citire;

  Taie(0, 0, Lp, Hp);

  write('Placa de arie maxima are coltul stanga jos (');

  writeln(xmax, ', ', ymax, ')');

  writeln('Lungimea= ',lmax,'; inaltimea= ',hmax);

  readln;

end.

Descompunere XE "Descompunere" 
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Se consideră un dreptunghi de dimensiuni a x b, cu a, b numere naturale ce satisfac relaţia: b - a < a < b.

Există două moduri de a des​compune un asemenea dreptunghi (n două pătrate şi un dreptunghi. Procesul de descompunere se apli​că apoi dreptunghiului rezultat (n urma descompunerii şi continuă (n acelaşi mod până se obţine un dreptunghi care nu mai satisface relaţia de mai sus (nedecompoza​bil). Problema con​stă (n a determina un şir de des​compuneri (n urma căruia să rezulte un număr mi​nim de figuri nedecompozabile.

Să se scrie un program care citeşte de la tastatură dimensiunile a şi b, ale dreptunghiului iniţial şi scrie (n fişierul desc.out descompunerea cu număr minim de figuri componente. O descompunere este scrisă (n fişierul de ieşire ca o secvenţă de numere întregi p0,p1,...,pk-1,d1,d2 (unde p0,p1,...,pk-1 sunt lungimile laturilor pătratelor obţinute (n urma descompunerii, iar d1 şi d2 sunt dimensiunile ultimului dreptunghi).

De exemplu, pentru a=21, b=34 obţinem minim 7 figuri, dimensiunile acestora fiind 21 13 4 8 1 1 7. 
Olimpiada Judeţeană, Iaşi, 1996
Soluţie

Pentru a determina o descompunere d cu un număr minim n de figuri componente a unui dreptunghi cu laturile x, y vom utiliza funcţia Descompune(x,y,d,n). Dacă dreptunghiul este decompozabil, descompunem dreptunghiul (n cele două variante posibile, pentru dreptunghiurile obţinute determinăm o descompunere cu număr minim de figuri componente, reţinând pentru fiecare variantă de descompunere  numărul minim de figuri obţinute şi dimensiunile acestora. Se alege varianta de descompunere cu număr minim de figuri şi se adaugă dimensiunile celor două pătrate corespunzătoare variantei alese.

#include <iostream.h>

#define NMaxFiguri 100

int a, b, NrMin, dmin[NMaxFiguri];

void Desc(int x, int y, int d[NMaxFiguri], int & n)

{int n1, n2, i, d1[NMaxFiguri], d2[NMaxFiguri];

 if ((y-x >= x) || (x == y))    //dreptunghi nedecompozabil

    {n=1; d[0]=x; d[1]=y;}

    else
    {//descompunere in prima varianta

     if (y-x < 2*x-y) Desc(y-x, 2*x-y, d1, n1);

        else Desc(2*x-y, y-x, d1, n1);

     //descompunere in a doua varianta, daca este posibil

     if (x%2 == 0)

         if (x < y-x/2) Desc(x, y-x/2, d2, n2);

            else Desc(y-x/2, x, d2, n2);

         else n2=NMaxFiguri;

     if (n1 <= n2)

        {n=n1+2; d[0]=x; d[1]=y-x;

         for (i=2; i<n+2; i++) d[i]=d1[i-2];}

         else
         {n=n2+2; d[0]=x/2; d[1]=x/2;

          for (i=2; i<n+2; i++) d[i]=d2[i-2];}

     }

}

int main ()

{ cout << "a, b (a<b) = "; cin >> a >> b;

  Desc(a, b, dmin, NrMin);

  cout << "Numarul minim de figuri: " << NrMin << endl;

  for (int i=0; i<NrMin+1; i++) cout << dmin[i] << ' ';

  return 0;}

Varianta Pascal:

program Descompunere_Dreptunghi;

const NMaxFiguri = 100;

type  Figura = 1 .. NMaxFiguri;

      Descompunere = array [Figura] of word;

var   a, b: word; NrMin, i: Figura;

      dmin: Descompunere;

procedure Desc(x,y:word; var d:Descompunere; var n:Figura);

var  n1, n2, i: Figura; d1, d2: Descompunere;

begin
if (y-x >= x) or (x = y) then   {dreptunghi nedecompozabil}

   begin
     n := 1;

     d[1] := x; d[2] := y

   end
   else
   begin                   {descompunere in prima varianta}
   if y-x < 2 * x-y then
      Desc(y-x, 2 * x-y, d1, n1)

      else
      Desc(2 * x-y, y-x, d1, n1);

   {descompunere in a doua varianta, daca este posibil}

   if x mod 2 = 0 then
      if x < y-x div 2 then
         Desc(x, y-x div 2, d2, n2)

         else
         Desc(y-x div 2, x, d2, n2)

      else
      n2 := NMaxFiguri;

   if n1 <= n2 then
      begin
        n := n1 + 2; d[1] := x; d[2] := y-x;

        for i:= 3 to n+1 do d[i] := d1[i-2];

      end
   else
      begin
        n := n2+2; d[1] := x div 2; d[2] := x div 2;

        for i := 3 to n+1 do d[i] := d2[i-2]

      end;

   end;

end;

begin                                   {program principal}

  write('a= '); readln(a);

  write('b= '); readln(b);

  Desc(a, b, dmin, NrMin);

  writeln('Numarul minim de figuri: ', NrMin);

  for i := 1 to NrMin+1 do write(dmin[i], ' ');

  writeln; readln;

end.

Compararea performanţelor unor algoritmi de căutare şi sortare

Algoritmi de căutare. Căutarea binară  XE "C(utarea binar(" 
Fie a0,a1,…,an-1 (n(N*) elemente întregi ordonate crescător şi x un număr întreg. Verificaţi dacă x apare (n şirul a0,a1,…,an-1 şi dacă da, pe ce poziţie.

Soluţie

Vom memora elementele a0,a1,…,an-1 într-un vector. Deoarece elementele sunt ordonate crescător, nu este necesar să căutăm elementul x secvenţial (comparând pe x cu fiecare element din vector, până când îl găsim sau până când am epuizat spaţiul de căutare). În acest caz, căutarea secvenţială nu este eficientă, fiind necesare n comparaţii (n cazul cel mai defavorabil (cazul (n care x nu se găseşte (n vector). Pentru a diminua timpul de căutare, ţinem cont de faptul că elementele sunt ordonate crescător: comparăm elementul x cu elementul din mijloc. În caz de egalitate, căutarea se încheie cu succes, altfel înjumătăţim spaţiul de căutare, determinând jumătatea în care există şanse să se găsească elementul x şi reluând căutarea doar pentru această jumătate. Dacă x este mai mic decât elementul din mijloc, căutăm numai în prima jumătate, iar dacă x este mai mare decât elementul din mijloc căutăm doar în cea de a doua jumătate.

Acest mod de căutare este absolut natural şi îl aplicăm frecvent: niciodată nu vom căuta în cartea de telefon pe „Popescu Vasile” începând de la litera A. Deschidem cartea de telefon (sigur, nu fix la mijloc) şi ne uităm: „l-am găsit pe Popescu Vasile?” Dacă da, am încheiat căutarea cu succes. Dacă nu, caut numai în prima parte sau numai în cea de a doua, după cum Popescu Vasile precede sau succede în ordine lexicografică (ordinea din dicţionar) numele de pe pagina la care este deschisă cartea. Căutarea decurge în continuare după acelaşi procedeu.

#include <iostream.h>

int a[100], n, x;

void Citire()

{cout<<"n= "; cin>>n;

 cout<<"Introduceti elementele, ordonate crescator ";

 for (int i=0; i<n; i++) cin>>a[i];

 cout<<"x= "; cin>>x;}

int Cautare(int prim, int ultim)

{/*functia cauta valoarea x in vectorul a de la pozitia prim pana la pozitia ultim si intoarce o pozitie pe care apare x, respectiv valoarea -1, daca x nu apare in sir */

if (prim>ultim) return -1;    //spatiul de cautare este vid

int mijloc=(prim+ultim)/2; 

if (x==a[mijloc]) return mijloc;   //x se gaseste in mijloc

//x poate fi doar in stanga

if (x<a[mijloc]) return Cautare(prim, mijloc-1); 

//x poate fi doar in dreapta

return Cautare(mijloc+1, ultim);}

int main()

{Citire();

 int poz=Cautare(0,n-1);

 if (poz<0) cout<<x<<" nu se gaseste in sir\n";

    else cout<<x<<" apare pe pozitia "<< poz;

 return 0; }

Varianta Pascal:

program Cautare_Binara;

const DimMax = 100;

type  Indice = 0 .. DimMax;

      Vector = array[Indice] of integer;

var  a: Vector; n, poz: Indice;

     x: Integer;

procedure Citire;

var i: Indice;

begin
  write('n= '); readln(n);

  writeln('Introduceti elementele ');

  for i := 1 to n do read(a[i]); readln;

  write('x= '); readln(x);

end;

function Cautare(prim, ultim: Indice): Indice;

{functia intoarce o pozitie pe care apare x in sir, intre pozitiile prim si ultim, respectiv valoarea 0, daca x nu apare in sir de la pozitia prim pana la pozitia ultim}

var mijloc: Indice;

begin
if prim > ultim then          {spatiul de cautare este vid}

   Cautare := 0

   else
   begin
   mijloc := (prim+ultim) div 2; 

{determin mijlocul spatiului de cautare}

   if x = a[mijloc] then           {x se gaseste in mijloc}

      Cautare := mijloc

      else
      if x < a[mijloc] then     {x poate fi doar in stanga}

         Cautare := Cautare(prim, mijloc-1)

         else                  {x poate fi doar in dreapta}

         Cautare := Cautare(mijloc+1, ultim);

   end;

end;

begin
  Citire;

  poz := Cautare(1, n);

  if poz = 0 then writeln(x, ' nu se gaseste in sir')

             else writeln(x, ' apare pe pozitia ', poz);

end.

Observaţii

1. (n acest caz rezolvarea problemei iniţiale se reduce la fiecare pas la rezolvarea unei singure subprobleme. 

2. În cazul în care vectorul este ordonat, căutarea binară este mai eficientă decât căutarea secvenţială.

Algoritmi de sortare  XE "Sortarea rapid(" 
Fie n (n(N*) elemente a0, a1, …, an-1. Ordonaţi crescător elementele a0, a1, …, an-1.

Ordonarea (denumită în termeni de specialitate şi sortare) este o problemă care apare frecvent în practică, în orice domeniu de activitate. Cum de obicei numărul de elemente care trebuie ordonate este mare, iar rezultatele trebuie obţinute în timp scurt, această problemă a constituit un subiect de studiu important în informatică. Ca urmare, la ora actuală există zeci de algoritmi de sortare. 

Elevii pun de obicei întrebarea „Unul nu este suficient? Am învăţat deja în clasa cel puţin trei algoritmi de sortare: bubblesort, sortarea prin selecţie şi sortarea prin inserţie!” 

Algoritmii de sortare învăţaţi până acum aveau avantajul simplităţii. Din păcate, simplu nu înseamnă în mod necesar şi eficient. 

Analiza performanţelor unui algoritm se face după două criterii: 

· Dimensiunea spaţiului de memorie necesar. Un program necesită:

– un spaţiu de memorie constant, independent de datele de intrare, pentru memorarea codului său, a constantelor, a variabilelor simple şi a structurilor de date alocate static;

– un spaţiu de memorie variabil, a cărui dimensiune depinde adesea de datele de intrare, constând din spaţiul necesar pentru structurile de date alocate dinamic, a căror dimensiune depinde de instanţa problemei de rezolvat şi din spaţiul de memorie necesar apelurilor de proceduri şi funcţii. 

Progresele tehnologice fac ca importanţa criteriului spaţiu de memorie utilizat să scadă, prioritar devenind criteriul timp.

· Timpul de execuţie. Determinarea timpului de execuţie nu se poate face prin rularea programului chiar de un număr mare de ori, deoarece nu am obţine informaţii decât despre timpul de execuţie a programului pe anumite seturi particulare de date de intrare. În plus, ar interveni şi performanţele sistemului de calcul pe care rulăm programul. Aceste argumente ne conduc la ideea că determinarea timpului de execuţie trebuie făcută printr-o analiză teoretică. Pentru a analiza teoretic algoritmul, vom presupune că se lucrează pe un calculator „clasic”, în sensul că o singură instrucţiune este executată la un moment dat. Astfel, timpul necesar execuţiei programului depinde de numărul de operaţii elementare (operaţie al cărei timp de execuţie este constant, independent de datele de intrare ale problemei) efectuate de algoritm. Privind din perspectiva calculului paralel, acest mod de analiză a complexităţii timp a unui algoritm va fi, probabil, total inadecvat pentru viitoarele generaţii de calculatoare. Dar pentru algoritmii „clasici” oferă un criteriu general de comparaţie, fără a fi necesară implementarea şi rularea pe un calculator. 

Timpul necesar execuţiei unei operaţii elementare poate fi diferit de la o operaţie la alta, dar  este fixat, deci putem spune că operaţiile elementare au timpul mărginit superior de o constantă. Fără a restrânge generalitatea, vom presupune că toate operaţiile elementare au acelaşi timp de execuţie, fiind astfel necesară doar evaluarea numărului de operaţii elementare, nu şi a timpului total de execuţie a acestora. Analiza teoretică ignoră toţi factorii care depind de maşină sau de limbajul de programare ales şi se axează doar pe determinarea ordinului de mărime a numărului de operaţii elementare.

Scopul analizei teoretice a algoritmilor este de fapt determinarea unor funcţii care să limiteze superior, respectiv inferior comportarea în timp a algoritmului. 

Să evaluăm de exemplu numărul de operaţii elementare efectuate de algoritmul de sortare prin selecţia maximului, în funcţie de n, numărul de elemente din vectorul care trebuie sortat:

for (dr=n-1; dr>0; dr--)

    {                      //calculez maximul de la 0 la dr

       for (max=a[0], pozmax=0, i=1; i<=dr; i++)

           if (a[i] > max)  max=a[i], pozmax=i;

       a[pozmax]=a[dr];      //plasez maximul pe pozitia dr

       a[dr]=max; }

La fiecare iteraţie a ciclului for exterior este calculat max{a0,a1,...,adr} şi plasat pe poziţia dr, elementele de la dr+1 la n-1 fiind deja plasate pe poziţiile lor definitive. Pentru a calcula max{a0,a1, ...,adr} sunt  necesare dr operaţii elementare, în total 1+2+...+n-1=n((n-1)/2. Deci numărul de operaţii elementare executate de algoritmul de sortare prin selectarea maximului este de n((n-1)/2, independent de ordinea iniţială a elementelor vectorului.

În cazul algoritmului de sortare prin inserţie numărul de operaţii elementare executate de algoritm depinde de datele de intrare. 

for (i=1; i<n; i++)

    {v=a[i];       //caut pozitia lui v in sirul a0,...,ai

     for (poz=i; poz && a[poz-1]>v; poz--) a[poz]=a[poz-1];

     a[poz] = v;  }

La fiecare iteraţie a ciclului for elementele a0,a1,...,ai-1 sunt deja ordonate şi trebuie să inserăm valoarea a[i] pe poziţia corectă în şirul ordonat. În cazul cel mai defavorabil, când vectorul este iniţial ordonat descrescător, fiecare element a[i] va fi plasat pe prima poziţie, deci ciclul for interior se execută de i-1 ori. Considerând drept operaţie elementară comparaţia a[poz-1]>v urmată de deplasarea elementului de pe poziţia poz-1, vom avea în cazul cel mai defavorabil 1+2+...+n-1=n((n-1)/2 operaţii elementare. 
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Să analizăm acum comportarea algoritmului în medie. Pentru aceasta, vom considera că elementele vectorului sunt distincte şi că orice permutare a lor are aceeaşi probabilitate de apariţie. Atunci probabilitatea ca valoarea ai-1 să fie plasată pe poziţia k în şirul a0,a1,...,ai-1, k({0,1,....,i-1} este 1/i. Numărul mediu de operaţii elementare, pentru i fixat este:
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Numărul de operaţii elementare necesare în medie pentru a sorta n elemente prin algoritmul de sortare prin inserţie este: 

Sortarea prin interclasare (MergeSort) XE "Sortarea prin interclasare" 
Un algoritm de sortare care se bazează pe metoda „Divide et Impera” este sortarea prin interclasare. Algoritmul de interclasare a doi vectori sortaţi produce ca rezultat tot un vector sortat, care conţine elementele celor doi vectori care se interclasează. Deci pentru a sorta elementele a0, a1, …, an-1 vom partiţiona şirul (n două subşiruri a0, a1, …, am, respectiv am+1, am+2, …, an-1, (unde m este mijlocul intervalului) vom sorta subşirurile (recursiv, prin acelaşi procedeu), apoi vom interclasa subşirurile sortate, pentru a obţine şirul a0, a1, …, an-1 sortat .

#include <fstream.h>

int  a[100], n;

void Citire()

{ifstream fin ("sort.in");

 fin>>n; for (int i=0; i<n; i++) fin>>a[i];

 fin.close(); }

void Afisare()

{cout << "Vectorul sortat este ";

 for (int i=0; i<n; i++) 

     cout << a[i] << ' '; 

 cout<<endl;}

void Interclasare(int p, int m, int q)

{//interclaseaza subsirurile sortate a[p..m] si a[m+1..q]

 int i=p, j=m+1, k=0;

 //cu i parcurg portiunea a[p..m], cu j portiunea a[m+1..q]

 int b[100];

 //vector in care retinem temporar rezultatul interclasarii

 while (i<=m && j<=q)

       if (a[i]<a[j]) b[k++]=a[i++];

          else b[k++]=a[j++];

 while (i <= m) b[k++]=a[i++];

 while (j <= q) b[k++]=a[j++];

 //transfer rezultatul interclasarii in vectorul a

 for (i=p; i<=q; i++) a[i]=b[i-p];}

void MSort(int p, int q)

{//sorteaza elementele a[p], ...,a[q]

if (q>p)

   {

    int m=(p+q)/2;

    MSort(p, m);    

    MSort(m+1, q);

    Interclasare(p, m, q);

   }

}

int main ()

{ 

  Citire();

  MSort(0, n-1);

  Afisare(); 

  return 0; 

}

Varianta Pascal:

program Sortare_prin_Interclasare;

const NMax = 20;

type  Indice = 1 .. NMax;

var   a: array[Indice] of integer;

      n: Indice;

procedure Citire;

var fin: text; i: Indice;

begin
  assign(fin, 'sort.in'); reset(fin);

  readln(fin, n);

  for i := 1 to n do read(fin, a[i]);

  readln(fin); close(fin);

end;

procedure Afisare;

var i: Indice;

begin
  writeln('Vectorul sortat este');

  for i := 1 to n do write(a[i], ' ');

  writeln; readln

end;

procedure Interclasare(p, m, q: Indice);

{interclaseaza subsirurile sortate a[p..m] si a[m+1..q]}

var i, j, k: Indice;  

{cu i parcurg portiunea a[p..m], cu j portiunea a[m+1..q]}

    b: array[Indice] of TipElement; 

{vector in care retinem temporar rezultatul interclasarii}

begin
i := p; j := m + 1; k := 1;

while (i <= m) and (j <= q) do
      begin
      if a[i] < a[j] then begin b[k] := a[i]; inc(i) end
                     else begin b[k] := a[j]; inc(j) end;

      inc(k);

      end;

while i <= m do begin b[k] := a[i]; inc(i); inc(k) end; 

while j <= q do begin b[k] := a[j]; inc(j); inc(k) end; 

{transfer rezultatul interclasarii in vectorul a}

for i:= p to q do a[i] := b[i-p+1]; 

end;

procedure MSort(p, q: Indice);

{sorteaza elementele a[p], ...,a[q]}

var  m: Indice;

begin
if q > p then
   begin
     m := (p+q) div 2;

     MSort(p, m);

     MSort(m + 1, q);

     Interclasare(p, m, q);

   end
end;

begin                                   {program principal}

  Citire;

  MSort(1, n);

  Afisare;

end.

Să analizăm performanţele algoritmului de sortare prin interclasare. Vom nota cu T(n) numărul de operaţii elementare executate de algoritm pentru a ordona n elemente. Observăm că la fiecare pas se împart elementele în două, deci sunt necesare T(n/2) operaţii elementare pentru sortarea celor două jumătăţi şi încă n operaţii elementare pentru interclasarea jumătăţilor. Prin urmare, obţinem următoarea relaţie de recurenţă:
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Deci: T(n)=n+2T(n/2)=n+n+22T(n/22)=n+n+n+23T(n/23)=... = n+n+ ...+n+2kT(n/2k). Cum în final n/2k trebuie să fie egal cu 1, deducem că numărul de apeluri recursive este k=[log2n]. Deci numărul de operaţii elementare efectuate de acest algoritm de sortare este n[log2n]. 

Observaţii

3. Acest algoritm necesită spaţiu de memorie pe stivă suplimentar, pentru memorarea rezultatului interclasării.

4. Numărul de operaţii executate de algoritm nu depinde de ordinea elementelor din şirul de intrare.

Sortarea rapidă (QuickSort)

Algoritmul de sortare rapidă 
a fost elaborat de C.A.R. Hoare în 1962 şi este unul dintre cei mai utilizaţi algoritmi de sortare
.

Sortarea rapidă se bazează pe principiul „Divide et Impera”: se selectează primul element din şir şi se plasează pe poziţia sa corectă (n şirul ordonat, (n stânga sa fiind plasate numai elemente mai mici dec(t el, iar (n dreapta numai elemente mai mari. Astfel se reduce rezolvarea problemei iniţiale la rezolvarea a două subprobleme (sortarea elementelor din stânga elementului fixat, respectiv sortarea elementelor din dreapta), suma dimensiunilor subproblemelor fiind n-1.

#include <fstream.h>

int   a[100], n;

void Citire()

{ifstream fin ("sort.in");

 fin>>n; 

 for (int i=0; i<n; i++) fin>>a[i];

 fin.close();

}

void Afisare()

{cout << "Vectorul sortat este ";

 for (int i=0; i<n; i++) 

     cout << a[i] << ' ';

 cout<<endl; }

int Divide(int p, int q)

{/*plaseaza elementul a[p] pe pozitia sa corecta in vectorul ordonat, in stanga sa fiind plasate numai elemente mai mici, iar in dreapta numai elemente mai mari decat el si intoarce pozitia pe care a fost plasat a[p]*/

int st=p, dr=q, x=a[p];

while (st<dr)

      {while (st<dr && a[dr]>=x) dr--;

       a[st]=a[dr];

       while (st<dr && a[st]<=x) st++;

       a[dr]=a[st];}

a[st]=x;

return st;}

void QSort(int p, int q)

{

 //sorteaza elementele a[p], ..., a[q]

 int m=Divide(p, q);

 if (m-1 > p) QSort(p, m-1);

 if (m+1 < q) QSort(m+1, q); 

}

int main ()

{ 

  Citire();

  QSort(0, n-1);

  Afisare(); 

  return 0; 

}

Varianta Pascal:

program Sortare_Rapida;

const NMax = 20;

type  Indice = 1 .. NMax;

var   a: array[Indice] of integer;

      n: Indice;

procedure Citire;

var fin: text; i: Indice;

begin
  assign(fin, 'sort.in'); reset(fin);

  readln(fin, n); for i := 1 to n do read(fin, a[i]);

  readln(fin); close(fin);

end;

procedure Afisare;

var i: Indice;

begin
  writeln('Vectorul sortat este');

  for i := 1 to n do write(a[i], ' '); writeln; readln

end;

function Divide(p, q: Indice): Indice;

{plaseaza elementul a[p] pe pozitia sa corecta in vectorul ordonat, in stanga sa fiind plasate numai elemente mai mici, iar in dreapta numai elemente mai mari decat el si intoarce pozitia pe care a fost plasat a[p]}

var st, dr: Indice; x: integer;

begin
  st := p; dr:= q; x := a[p];

  while st < dr do
        begin
          while (st < dr) and (a[dr] >= x) do dec(dr);

          a[st] := a[dr];

          while (st < dr) and (a[st] <= x) do inc(st);

          a[dr] := a[st];

        end;

  a[st] := x; Divide := st

end;

procedure QSort(p, q: Indice);

{sorteaza elementele a[p], ..., a[q]}

var m: Indice;

begin
  m := Divide(p, q);

  if m-1 > p then QSort(p, m-1);

  if m+1 < q then QSort(m+1, q)

end;

begin                                 {program principal}

  Citire;

  QSort(1, n);

  Afisare;

end.
Program QSort;

Const Max = 10;

Type List = Array[1..Max] Of Integer;

Var A: List;

    I: Integer;

Procedure QuickSort(l, r: Integer);

Var i, j, x, y: Integer;

Begin
  i := l; j := r; x := A[(l+r) DIV 2];

  Repeat
    While A[i] < x Do i := i + 1;

    While x < A[j] Do j := j - 1;

    If i <= j Then
      Begin
        y := A[i]; A[i] := A[j]; A[j] := y;

        i := i + 1; j := j - 1;

      End;

  Until i > j;

  If l < j Then QuickSort(l, j);

  If i < r Then QuickSort(i, r);

End;

Begin {QuickSort}

  Randomize;

  For i := 1 To Max Do A[i] := Random(30000);

  For i := 1 To Max Do Write(A[i]:8); Writeln;

  QuickSort(1, Max);

  For i := 1 To Max Do Write(A[i]:8); WriteLn
End.
Pentru a înţelege mai bine modul de funcţionare a acestui algoritm să urmărim execuţia sa pentru şirul n=7 şi a=(5,0,3,8,2,30,10). În programul principal se apelează QSort(0,6). În cadrul acestui apel:

· se apelează funcţia Divide(0,6), care întoarce poziţia corectă în şirul ordonat a elementului 5 şi plasează toate elementele mai mici decât 5 în stânga sa, iar elementele mai mari decât 5 în dreapta. În urma apelului acestei funcţii, m=3 şi a=(2, 0, 3, 5, 8, 30, 10) 

	– se apelează QSort(0,2)
	– se apelează    QSort(4,6)

	se apelează Divide(0,2), care întoarce poziţia corectă în şirul ordonat a elementului 2 şi plasează pe 0 în stânga sa, iar pe 3 în dreapta. După apel, m=1 şi

 a=(0,2,3,5,8,30,10)
	se apelează funcţia Divide(4,6), care întoarce poziţia corectă în şirul ordonat a elementului 8 şi plasează toate elementele mai  mari decât 8 în dreapta (30 şi 10), iar stânga lui 8 nu plasează nimic. În urma apelului, m=4 şi a=(0,2,3,5,8,30,10)

	–
	–
	–
	– se apelează QSort(5,6)

	
	
	
	se apelează funcţia Divide(5,6), care întoarce poziţia corectă în şirul ordonat a elementului 30 şi plasează pe 10 în stânga sa, iar 30 în dreapta numai există nimic. În urma apelului, m=6 şi a=(0,2,3,5,8,10,30)


Să analizăm performanţele acestui algoritm. În cazul cel mai defavorabil, (de exemplu, când vectorul era iniţial ordonat), se fac n-1 apeluri succesive ale funcţiei QSort, cu parametrii (0,n-1), (0,n-2),...,(0,1) (dacă vectorul era iniţial ordonat descrescător) sau (0,n-1),(1,n-1), ...,(n-2,n-1) (dacă vectorul era ordonat crescător). La fiecare apel al funcţiei QSort este apelată funcţia Divide(0,i) (sau Divide(i,n-1)) care efectuează i-1, (respectiv n-i-1) operaţii elementare. În total, numărul de operaţii elementare este:

n-1+n-2+...+1=n((n-1)/2.

Analizând comportarea în medie a algoritmului de sortare rapidă, deducem
 că numărul de operaţii elementare executate de algoritm este aproximativ egal cu 2(n(ln(n). În concluzie, în practică algoritmul de sortare rapidă este performant.

Ca un rezultat general valabil pentru algoritmii de sortare, s-a demonstrat că numărul minim de operaţii necesare oricărui algoritm de sortare prin compararea elementelor este n(log2(n).

Probleme propuse

1. Sumă maximă în triunghi

Să considerăm următoarea problemă. 

Fie un triunghi T format din n linii (1<n<100), fiecare linie i conţinând i numere întregi, ca în exemplul următor:

7

3     8

8     1     0

2     7     4     4

4     5     2     6     5

Problema constă în scrierea unui program care să determine cea mai mare sumă de numere aflate pe un drum între numărul de pe prima linie şi un număr de pe ultima linie. Fiecare număr din acest drum este situat sub precedentul, la stânga sau la dreapta acestuia.

Putem aborda această problemă într-o manieră Divide et Impera, scriind o funcţie care să calculeze suma maximă astfel:

int Suma(int i, int j)

{if (i<n)

    {int Suma_St=Suma(i+1, j), Suma_Dr=Suma(i+1, j+1);

     return T[i][j]+(Suma_St>Suma_Dr ? Suma_St : Suma_Dr);}

 return 0;}

function Suma(i, j: byte): Integer;

var Suma_Stanga, Suma_Dreapta: Integer;

begin
  if i <= n then
     begin
       Suma_Stanga := Suma(i+1, j);

       Suma_Dreapta := Suma(i+1, j+1);

       if Suma_Stanga > Suma_Dreapta then 

         Suma := T[i,j] + Suma_Stanga

       else 

         Suma := T[i,j] + Suma_Dreapta;

     end
   else Suma := 0;

end;

Este eficientă o astfel de abordare? Ce concluzie puteţi trage? Când este eficientă utilizarea metodei Divide et Impera? Descrieţi un algoritm iterativ de rezolvare a problemei!

2. Pliere cu modificarea valorilor

Fie un vector cu componente întregi. Prin plierea vectorului (definită ca (n aplicaţia 3) din dublul valorii fiecărui element din jumătatea receptoare se scade valoarea elementului corespunzător din jumătatea donatoare. De exemplu, din (10,20,30,40,50) se obţine după o pliere la stânga (-30,0), iar după o pliere la dreapta (60,90). Scrieţi un program care să verifice dacă există un element final cu valoarea 0 şi dacă da, să afişeze succesiunea de plieri corespunzătoare.

3. Împăturirea hărţilor

O hartă strategică este reprezentată ca o matrice cu n linii şi m coloane, fiecare componentă a matricei conţinând cota zonei de teren corespunzătoare. Determinaţi o modalitate de a împături harta astfel încât deasupra să se găsească o zonă de arie maximă având aceeaşi cotă. Plierea hărţii se poate face doar orizontal şi vertical (deci pe direcţii paralele cu laturile hărţii) şi numai (n două părţi egale (deci dacă o dimensiune este impară, plierea de-a lungul laturii respective nu este posibilă). Pe ecran se va afişa aria zonei astfel determinate, cota corespunzătoare, precum şi codificarea şirului de plieri efectuate, folosind următoarea convenţie: se precizează mai întâi direcţia (O – orizontal; V – vertical), apoi poziţia de la care se face plierea, apoi modul de plierea (L – partea stângă deasupra; R – partea dreaptă deasupra; U – partea de sus deasupra; D – partea de jos deasupra), două plieri consecutive fiind separate prin spaţiu. Dacă problema nu are soluţie se va afişa mesajul: 'Ghinion'.

Sortare prin metoda distribuirii

Radix Sort - sortare prin metoda distribuirii în pachete. Se presupune că informaţia care trebuie sortată se sortează după chei de sortare care sunt numere naturale reprezentate în baza b <= 10. Fiecare element din secvenţa de sortat are k cifre c1c2...ck. 

Iniţial, elementele care trebuie sortate se distribuie în b cozi, după ultima cifră a cheilor (cifra unităţilor). În momentul în care toate elementele au fost distribuite, se reface mulţimea iniţială în ordinea C0, C1,..., Cb-1, adică în ordinea cifrelor bazei.

Se reia procedeul, de data aceasta cifra după care se face distribuirea fiind cifra zecilor, după care se reface din nou mulţimea iniţială în modul arătat mai sus.

...

Procedeul se execută de k ori, k numărul de cifre al cheilor de sortare.

Pseudocod:  
Radix sort (CG[], n, k)

// secventa initiala se afla ıntr-o coada globala CG iar

// C[j], j=0,...,b-1, sunt cozi;

Pentru i = 0,...,b-1 executa
C[i]=empty;

Pentru i = k,k-1,...,1 executa
   {

Cat_timp NOT EMPTY(CG) executa  //distribuie


{

x=delete(CG); 
ci=cifra i din x; 
add(q[ci], x);


}
Pentru j = 0,...,b-1 executa
Cat_timp NOT EMPTY(C[j]) executa
add(CG,delete(C[j])); 
// adauga coada C[j] la coada globala care a devenit vida
   }
Complexitatea: O(nk).
Exemplu:
CG = {345,78,4,99,312,102,220}

k=3
Prima distribuţie:
C[0]:220

C[1]:

C[2]:312,102

C[3]:
C[4]:004

C[5]:345

C[6]:

C[7]:

C[8]:078

C[9]:099

Se reface mulţimea: {220,312,102,4,345,78,99}

A doua distribuţie:
C[0]:102,004

C[1]:312

C[2]:220

C[3]:

C[4]:345

C[5]:

C[6]:

C[7]:078

C[8]:

C[9]:099

Se reface mulţimea: {102,4,312,220,345,78,99}
A treia distribuţie:
C[0]:004,078,099

C[1]:102

C[2]:220

C[3]:312,345

C[4]:

C[5]:

C[6]:

C[7]:

C[8]:

C[9]:

Se reface mulţimea: {4,78,99,102,220,312,345}

Mulţimea este ordonată. 
prison
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Într-o închisoare de un tip special se doreşte aranjarea deţinuţilor în ordinea crescătoare a înălţimii, exprimată în unităţi specifice, printr-un număr natural h (h<2147483647). Problema constă în faptul că singura "operaţie posibilă" este plimbarea deţinuţilor. Închisoarea dispune pentru plimbare de 11 coridoare, unul central şi 10 laterale (vezi desenul). Coridoarele sunt atât de înguste încât deţinuţii sunt obligaţi să se plimbe unul în spatele celuilalt şi nu se pot schimba între ei în şirul deţinuţilor aflaţi la plimbare. 
Plimbarea se poate face doar într-un singur sens pe toate coridoarele, accesul din coridoarele laterale pe cel central fiind permis numai după ce acesta s-a golit.

Iniţial, cei n (n ( 1500) deţinuţi intră printr-o uşă de acces în coridorul central şi continuă plimbarea intrând în coridoarele laterale. 

Ajutaţi-i pe gardieni să-i aranjeze pe deţinuţi găsind o modalitate de repartizare a acestora în timpul plimbării pe cele 10 coridoare laterale astfel încât, după un anumit număr de ture de plimbare, deţinuţii să părăsească coridorul central prin uşa de acces opusă celei pe care au intrat, însă aranjaţi, de la cel mai scund spre cel mai înalt.
Intrare din fişierul text detinut.in
n

- număr deţinuţi

h1

- înălţime deţinut 1

h2

- înălţime deţinut 2

...

hn

- înălţime deţinut n
Ieşire în fişierul text detinut.out
d11 d12 ... d1n
- cei n deţinuţi aflaţi în coridorul central după prima tură 
  de plimbare

d21 d22 ... d2n
- cei n deţinuţi aflaţi în coridorul central după cea de-a 
  doua tură de plimbare

...
Exemplu
	detinut.in
	detinut.out

	6

157

180

175

187

165

200
	180 200 175 165 157 187

200 157 165 175 180 187

157 165 175 180 187 200
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Această problemă a fost propusă la sfârşitul secolului trecut de către matematicianul francez Eduard Lucas, care a comercializat-o sub forma unui joc cu 8 discuri şi 3 baghete numit „Turnul din Hanoi”. Jocul este inspirat dintr-o străveche legendă hindusă, după care zeul Brahma ar fi fixat pe o masă a templului său din Benares 3 baghete verticale de diamant, pe una din ele plasând 64 de discuri de aur în ordinea descrescătoare a diametrelor. Zi şi noapte călugării templului mutau discuri de pe tija 1 pe tija 2, folosind ca tijă de manevră tija 3, respectând ordinea descrescătoare a diametrelor. Legenda spune că atunci când toate discurile vor fi mutate va fi „sfârşitul lumii”.


Algoritmul de sortare rapidă este deja implementat în bibliotecile celor mai utiliza medii de programare C/C++ (funcţia qsort()).


Demonstraţia riguroasă necesită cunoştinţe matematice care depăşesc nivelul clasei a X-a.
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